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2. FONKSiYONLARI

1. Asagidaki kurallarla verilen fonksiyonlarin grafiklerini ciziniz.
() flz) =4lzl  (b) f(z)=—lz|  (c) f(z)=—4lz|  (¢) f(z) = |z —3]
(d) fz) = — |z =3 () fz) =3z —1] (f) f(z) = —[3z — 1

2. Asagidaki kurallarla verilen fonksiyonlarin grafiklerini ¢iziniz.

(a) fz) = [z +4 (b) f(z) = |z -4 (c) flz) =4 — x|

3. Bilgisayar bellek ¢ipleri tiretip satan bir fabrikanin pazarlama bolimii, fiyat-talep ve gelir
fonksiyonlarinin

p(r) = 75—3z
R(z) = z(75—3x)

egitlikleriyle verildigini belirlemistir. Burada x, milyon olarak talep sayisiny gostermektedir.

R(zx) de milyon dolar olarak gelirdir. Bu fonksiyonlarin tanim aralige 1 < x < 20 egitsizligiyle
vertlmigtir.

(a) Gelir fonksiyonunun grafigini ¢iziniz.

(b) Maksimum gelir elde edebilmek icin gereken diretim sayisine bulunuz. Maksimum gelir
nedir?

(c) Maksimum gelir elde edildiginde her bir ¢ipin fiyatr ne olur?

Coziim: (a)

a' :
B B
&

{2-1.1. sekil)

(b) 76—5 milyon adet iiretildiginde gelir en biiyiik olur. (w = 12500000 adet.)
o= R(2)=2 — 3 - £2) = 468.75 milyon dolar olur. olar
Ry = R(%) =2 (75— 3 2) = 468.75 milyon dolar olur. (468750000 dol
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(c) p(2) =75—3- 1 = 37,5 dolar. [J

4. Bilgisayar bellek ¢ipleri tretip satan bir fabrikanin pazarlama boliimd, gelir ve maliyet
fonksiyonlarinin

R(z) = z(75—3x)
C(z) = 125+ 16z

esitligiyle verildiging belirlemistir. Burada x, milyon olarak talep sayisine gostermektedir. R(x)

de milyon dolar olarak gelirdir. Bu fonksiyonun tanym aralgs 1 < x < 20 egitsizligiyle veril-
mastir.

(a) Gelir ve maliyet fonksiyonlarinan grafigini ayni koordinat sisteminde ¢iziniz.
(b) Gelir ve maliyetin esit oldugu basabag noktasiny bulunuz.
(¢c) = in hangi degerleri i¢in kdr, hangi degerleri i¢in zarar olur?

Coéziim: (a)

, R{x)

:~1]r=—312+'ﬁr
I L
v i Y. T4
Ja 520

(2-1.2. sekil)

(b) x (75 — 3x) = 125 + 16z esitliginden a = 2,415 milyon ¢ip ve b = 17,251 milyon ¢ip
bulunur.

(c) 2,415 < x < 17,251 arali§inda firma kar eder.
1 <ax<2,415 ve 17,251 < x < 20 araliklarinda firma zarar eder. [J

5. Asagida kurallary verilen fonksiyonlarin grafiklerini ¢iziniz.

(a) f(z) =3" (b) fl@)==3" (o) f(2)=(3)" (o) f@)=—(3)"

Coziim: O

6. Asagida kurallar verilen fonksiyonlarin grafiklerini ¢iziniz.
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(a) f(z) =3"+1 (b) flz) =377 -1 (¢) fle)=-3""+1

Coziim: O

7. Asagqda kurallary verilen fonksiyonlarin grafiklerini ¢iziniz.

(a) f(z) =3t (b) f(z)=3""" (c) f(z) = =31 (¢) fz)=—3"""

8. 3500 T'L para 4 ayda bir yenilenmek tizere ypllk %8 faiz oranwyla bankaya yatiriyor.
Bu para 6 il sonra ne kadar olur?

Coziim: A =P (1+ )™ =3500 (14 2%8)"" ~ 5620,8 dir.

9. Asagida kurallar verilen fonksiyonlarin grafiklerini ¢iziniz.
(a) f(zx) =logzx (b) f(x) =—loggz (c) f(x) =1+logzx
(¢) f(z) =—1+logga (d) f(z) =1-logzx

10. Asagida kurallary verilen fonksiyonlarin grafiklerini ¢iziniz.

(a) f(z) =logz(z — 1) (b) f(z) = logs(x +1)
(c) f(z) =1+logg(z —1) (¢) f(z) = —1+logs(x —1)

11. Asagida verilen sayplary bulunuz.

(a) log, 128 (b) log, 1 (c) logs 243
(¢) logy V9 (d) logs V81 (e) log 532

12. Asagida verilen saylary bulunuz.

(a) logg 64 -log, 27 (b) 10%(%> 8
2

Coziim: (a) logs 64 - log, 27 = logs (2°) - log, (3%)
= (6logs 2) - (3log, 3) = 18 (logs 2) - (log, 3) = 18 (logy 3) = 18

log, 8 log, (2%) 3log, 2 3
b) log, , \ 8 = _ _ _ _
() Og(ﬁ) log, (%) log, 1 —log, (vV2)  0—logy (21/2) 0 — 1log, 2

—6 0O

13. log, 125 - logs 9 - logg (%) sayrsine hesaplayiniz.

Coziim: log, 125 - log; 9 - logs (15) = log, (5°) - logs (3%) - logs (27*)
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= 3log, 5-21log; 3-(—4) logs 2 = —24 (log, 5) - (logs 3) - (logg 2) = —241log, 2 = —24

14. log, (5-) = —3 ise a nedir?

Coziim: log, (2—17) = log, (3’3) = (—3) log, 3 oldugundan log,, (%6) = —% esitligi,

—3log,3=-32

esitligine denktir. Buradan log, 3 = % elde edilir. Buradan da 3 = a'/? bulunur. 3 = a'/?

esitliginin her iki yanimin karesi alinarak 32 = a elde edilir. Buna gore a = 9 dur. O

15. P lira para yillik %10 faizle bankaya yatiriddiginda kag yil sonra beg katina ¢ikar?
Coziim: Bilegik faiz formiiliine gore
5P =P (1+2)

olur. Bu esitligi saglayan ¢ sayisini ariyoruz demektir. Buradan

5 = (1,1
In5 = tin(1,1)
_ _In5
t = gap & 17yl
olur. [J
16. Trigonometri ¢cemberinden yararlanarak cos(xz + ) = —cosx ve sin (z + 7) = —sinz
oldugunu gosteriniz.
17.  Trigonometri ¢emberinden yararlanarak cos(x + §) = sinz ve sin(z + §) = cosx
oldugunu gésteriniz.
18. Radyan olarak olgiileri m+ %, 71— %, 37” — & olan agilarin kosiniis ve siniislerini, cos § =

§ vesin g = % oldugundan yararlanarak ve trigonometri cemberini kullanarak geometrik olarak

bulunuz.

19. Asagida verilen sayilary bulunuz.

(a) cos (—90°) (b) sin (—270°) (c) sin (540°) (d) cos (135°)

20. Asagrda verilen saylary bulunuz.

(a) cos (—3F) (b) sin (—5F) (c) sin (—3F) (d) cos (3F)
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21. Asagida kurallar verilen fonksiyonlarin grafiklerini ¢iziniz.

(a) f(x) =cos2x (b) f(x) =sin2z (c) f(z) = —cos2x (¢) f(z) = —sin2z
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3. LiMiT VE SUREKLiLiKI

1. Asagqdaki limitleri hesaplayinaz.

(a) lim 22 (b) lim =z
H(— 1)* r—5~
li f li 3
©) g e

2. Asagidaki limitleri hesaplayiniz.

(¢c) lim 8 (d) lim |z|
r—2~ r—4-
@ Jm (el-1) () Jim o]

(a) lim |z 41| (b) lim |z — 3] (¢) lim |z —6] (d) lim |z+2]
—(=1)" r—3~ z—6~ z—(—2)"
e lim |x+7 f lim |z —2 lim |x+3 h lim |z -5
(@ lm |et7 (6 lmle-2 () lm [e+3 () lmfr-5)
3. Asagidaki limitleri hesaplayiniz.
(a) hm \x + 1 (b) liné |z — 3| (c) 1in16 |z — 6] (d) hm \:c + 2|
(e) hm \x + 7] ) lim2 |z — 2] (g) hm |:E + 3| (h) lirr}r) \x — 5
4. lim (3:02 —br + 2) limiti varsa bulunuz.
5. lim1 Vazr? —x + 1 limiti varsa bulunuz.
. sindx . .
6. lim limiti varsa bulunuz.
z—0 Dx
e sindr 4sindr 4 . sindzr 4
Goztim: lim === = lim o= = =gl =~ =50
2z L
7. lim — limiti varsa bulunuz.
z—0 sin7x
2 2 2 2
Coziim: lim — A lim — ,73: = —lim .7x =-.0
z—0 sin7x 2—0 7sin7x  7z—0 sin7x 7
tan 3
8. lim an o limiti varsa bulunuz.
z—0 8
t t t
Coziim: lim an 3z = lim 3tan3z §lim an 3z = § O
z—0 8z -0 8 3z 8rx—0 3x 8
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2
9. lim z limiti varsa bulunuz.
z—(-3) r+3
2
-9 -3 3
Coztim: lim =0 = m EZVEFD L p g - 60
z—(-3) r+3 z—(—3) z+3 z—(—3)
2
-2
10. lim -2 limati varsa bulunuz.
=1 -1
2 -2 -1 2
Cozlim: lim S lim (z=1)(z+2) =lim (x+2)=3.0
z—1 r—1 rz—1 x—1 z—1
. z—3 .
11. lim ——— limiti varsa bulunuz.
r—3 .’1,‘2 —4x + 3
2 _
12. lim % limati varsa bulunuz.
r—1 xTe — 1
. r — .
13. lim —— limiti varsa bulunuz.
rz—1 ‘Jj — 1|
r—1 rx—1
oziim: i — =1 — =1 —-1)=-1
Gostm: I mw T Teop L Y
-1 -1
im 2 = lim ——— = lim (=1
r—1+ ‘SC — 1| r—1+ (at — 1) r—1+

dir. 2 noktasindaki sagdan ve soldan limitler farkli oldugundan bu 6érnekte verilen fonksiyonun
bu noktada limiti yoktur. O

2
-2
14. lim w limiti varsa bulunuz.
r—2 €r —
2 -9 2(_ )
Coziim: lim w = lim M = lim (—a:Q) = —4,
r—2~ x—2 r—2— T — 2 r—2—
2|le—2 2(x—2
lim — 2= i | = lim =% (z—2) = lim (xQ) =4
r—2+ x—2 r—2+ x—2 r—2+

dir. 2 noktasindaki sagdan ve soldan limitler farkli oldugundan bu 6rnekte verilen fonksiyonun
bu noktada limiti yoktur. [J
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1
15. lim w limiti varsa bulunuz.
.T)—>(—1) T+ 1
2
16. th limiti varsa bulunuz.
xr— xr —
Coziim
2 4 o 2 4 _ —92 2
lim [ | = lim G ) = lim (z-2)(@+2) =—lim (z+2)=-4,
r—2~ xr—2 r—2~ r—2 r—2~ xr—2 r—2~
2 4 2 4 —_9 2
lim |2 ’: li M: lim (z=2)(@+ )— lim (z+2) =4,
z—2+ T — 2 r—2t xr—2 r—2+ xr—2 r—2t

dir. 2 noktasindaki sagdan ve soldan limitler farkli oldugundan bu 6érnekte verilen fonksi-yonun
bu noktada limiti yoktur. [

x2—4
17. lim ——— limiti varsa bulunuz.
r—2 |,’L‘ — 2|

limiti varsa bulunuz.

Céziim: lim VE+h=V5 _ lim (VB+h—5) (V5+h+V5)
TS TR e (VA V)

ST G o k) B ! -1
=0 h(V5+h+V5) h=05+h+V5 2V5

VE+h—+5
h

19. x € R w¢in

—2? -2z, x< —lise
@)= { —x, —1<xzise

biciminde tanimlanan f fonksiyonu veriliyor.

(a) f fonksiyonunun xg = 0 noktasinda limiti varsa bulunuz.

(b) f fonksiyonunun xy = —1 noktasinda limiti varsa bulunuz.
(c) f fonksiyonunun xog = —2 noktasinda limiti varsa bulunuz.
Coziim:

(a) o = 0 igin 2y noktasimin komgulugunda f(z) = —z oldugu goz dniinde bulundurularak
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lim f(z)= lim (—2)=0 ve lim f(z)= lim (—z)=0

r—0— x—0~ z—0t z—0t

elde edilir. Sagdan ve soldan limitler esit oldugundan bu fonksiyonun zy noktasinda limiti 0
dir.

(b) lim  f(z)= lim (-2®-2z2)=—(-1)*-2(-1) =1,

z—(—1)" z—(—-1)"

lim f(z)= lim (—z)=-(-1)=1,

:54»(71)'*' ;1;*»(71)‘*'

dir. Sagdan ve soldan limitler esit oldugundan bu fonksiyonun —1 noktasinda limiti vardir ve
1 sayisina esittir.

(c) xo = —2 i¢in x¢ noktasmin komsgulugunda f(x) = —22? — 2z oldugu goz oniinde bulun-
durularak

Jm  fl@)=_ lm (—e®-2a) = - (-2)* —2(-2) =0

li = 1 22— 2) = — (=2 =2(=2) =0
ﬁégﬁf(:c) ﬁ(lgﬁ( a? —2z) = —(-2)" —2(-2)

elde edilir. Sagdan ve soldan limitler esit oldugundan bu fonksiyonun —2 noktasinda limiti
vardir ve 0 sayisidir. [

20. z € R igin
22 +1, x<2ise
x—1, 2 < x ise

e = {

biciminde tanimlanan f fonksiyonu veriliyor.

(a) f fonksiyonunun xy = 0 noktasinda limiti varsa bulunuz.
(b) f fonksiyonunun xoy = 2 noktasinda limiti varsa bulunuz.

(c) f fonksiyonunun xo = 3 noktasinda limiti varsa bulunuz.

21. Asagrdaki limitleri hesaplayiniz.

2 =3z +2 2 —3x+2

I b li I N
(@) 3 1 (b)  Mm  s 321
422 —x+3 422 — x4+ 3
I Mg d li R
() zJTm 202 + Tx (d) N 202 + Tx
203 — 3z +1 . 23 — 3z +1

() satoo 5x2+x—4 (£) Pl bx?2+x—4
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z? — 3z +2 22 (1-24 %) (1-242)
5ziim: 1 Y T 27) =+ 2
(}0zum (a) xirfw 423 + 322 — 1 x_l,r_{_loo $3(4+%_1‘%) r—1>I-ir-loox(4_|_%_l%
1 1-2+ 5 1
<lim >o<lim “)OO
r—+oo I T——+00 4—|—E—m—3
2_3:+42 22(1-2+2% 1-24+ 2
(b) lim LSS gy ( : 75— im ( z ﬂl)
z——oo 4x3 +3x% —1 T——00 x3(4+;_ﬁ) T——00 4+5_F)
1-34+ 3 1
:< lim ) (hm £ mf):o ~=0
r——00 I T——00 4—|—E—F 4
472 — 3 2(4 -4 4 3 4443 4—-04+0
(c¢) lim AT mTHS im M: lim z 7962 +
v—too 202 47w w—too 2 (24 1) wotoo 241 240
da® —z+3 (4-+ 4-2+5% 4-040
(d) lim tmr Ao lim w: lim z 7:102 +
e——oo 222 +7r  z—-co g2 (24 1) eo-c0 24T 2+0
w3 _3r 41 B 2-2+ ) oz (2-3+ )
() lim —s———= lim 5~ = lim ———————"=
z—+oo bx?+x—4 T——+00 x2(5+5_P) T— 00 5+;_x72
. .o 2-5+ % 2
—<£Too x)'(xﬂrfoo W)—(+oo)-5—+oo-
2% — 3z + 1 S2-3+ 4 -3+ 4L
(f) lim ‘Zier: lim x( 112 g3) — lim ( 112 29;3)
z——oco by +.’I}—4 T— —00 1’2 (54—;—&0—2) T— —00 Sz
2—32+13) 2
=| lim =z | lim —%——5 ) =(-00):- - =—o00. O
(i) (s, 524) -

22. Asagrdaki limitleri hesaplayiniz.
rz—1 z—1
a lim —— b lim
3z —7 . 3z — 7

(¢) lim ———
T—+o0 /12 + 4x + 5
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Coziim: (a) U

m
xT—+00

(1-1) Cx(l-3)
lim = i
./91-2 +2 T—>+OO / 9 +2 x—1>I—&r-loo \/7 /9+ 2

A Ul ) B ﬁ: lim (1—%) 10 1
_1 _1 _1
(b) lim 21 lim M: lim M: lim M
Y T e N T
_1 _1 _
= lim M: lim M_ 1-0 1

= (-1 = ——.
T——00 (7%) /9+?22 r—+00 (71) /9+$i2 ( )\/94—0 3

z(3-1) - 1)
(c) lim = lim lim
A, R Hm¢§ﬁf?*w%wf*H-w
3-1 3-1
R 1 C i) M Cll ) B
TV e
31 3-0
lim Z

z—+00 \/1_1_%_‘_;52 V1I+0+0

3_7
(d) lim lim = lim (3 5)
S R e v
37 37
= lim —z( ) = lim il Gl
T e C N T
7
-~z 3-0
-1) lim —t— = (-1) —=———= = -3. O
(=1 i | ————= (1) =575
1+ +

2
-6
23. lim rter-b limiti varsa bulunuz.
z—(—-2) x2—4
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2
- —2
Coziim: lim w = lim w = lim z 3 = —00,
e—(-2)7 2 —4  aa(-1m (-2 (@+2)  ao(-2” T+2
2 -6 -2 3 3
i Ete=6_ o @-@4d) L et3
em(-2)t =4 ()t (@—2)(+2) a2t T+2

dir. —2 noktasindaki sagdan ve soldan limitler farklh oldugundan bu 6rnekte verilen fonksi-
yonun bu noktada limiti yoktur. [J

24. lim 3] ve lim 3] limitleri varsa bulunuz.
z——00 2T +5 z—+oo 2T 5
3 3(— 3
Coziim:  lim i = lim (=2) =——,
z——o0 20 +5H w——oc0 2¢+H 2
lim Slal _ lim e 3
g—+oo 2x +5 st 2 +5 2
dir. O
25. x € R w¢in
|z—1] i
x— 2=l x#£1ise
fz) = { et .
0, r =1 ise

biciminde tanimlanan f fonksiyonu veriliyor.
(a) f fonksiyonu xg =1 noktasinda stirekli midir?
(b) f fonksiyonu xo = 1 noktasinda sagdan sirekli midir?

(c) f fonksiyonu xo = 1 noktasinda soldan sirekli midir?

26. z € R i¢cin

bi¢iminde tanimlanan f fonksiyonu veriliyor.
(a) f fonksiyonu xg =1 noktasinda sirekli midir?

(b) f fonksiyonu xo = 0 noktasinda strekli midir?

27. x € R w¢in
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22 -1, x<1ise
—224+1, z>1ise

)= {

biciminde tanimlanan f fonksiyonu xo = 1 noktasinda strekli midir?

28. = € R igin

2
z”—1 :
{ —, T #1lise

2, xz =1 ise

bigiminde tamamlanan f fonksiyonu xg = 2 noktasinda siirekli midir?

29. Asagida kurallary verilen fonksiyonlarin stirekli oldugu kiimeleri belirtiniz.

@) f@=52+3 () @)= opy @ f@)= S

(d) f)=2e=51 (&) fla)=I—a? (f) fla)= Va7 +3

2
—6
T kuralwyla tanimlanan f fonksiyonunun xy = 2

30. z € R—{2} i¢in f(z) = 5

noktasindaki sirekliligini inceleyiniz.

Coziim: Verilen fonksiyon zg = 2 i¢in tamimh olmadigindan bu noktada siirekli degildir.
Ote yandan
2
— -2
lim &2 =6, @=2EHY) i3y = 5
h—2 x—2 h—2 T —2 h—2
dir. f fonksiyonunun tamim kiimesi genigletilerek f(2) = 5 olarak tanimlanirsa bu fonksiyon
o = 2 icin siirekli olur. Bundan dolay1 f fonksiyonunun 2 noktasindaki siireksizligi kaldirilabilir

siireksizliktir. ]
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4. TUREV

Tiirev Kavrami

1. z € R igin

2?2 -1, x<1ise
f(x){ —z2+1, z>1ise

biciminde tanwimlanan f fonksiyonu xg = 2 noktasinda tirevii midir?
2. f(x) = |z| olduguna gore bu fonksiyonun 0 noktasinda tirevinin bulunmadigine gésteriniz.

Tiirev Alma Kurallar:

3. Asagdaki kurallar verilen f fonksiyonlar icin f' fonksiyonunun kuralna bulunuz.

(a) flz)=2—dz+32° (b) f(z)=x(z—5) ©) f(z)=(z*+1)°

4. Asagidaki kurallary y = f(x) bigiminde verilen f fonksiyonlars i¢in y' yi bulunuz.

(a) f(z)= (22— %)4 (b) f(z) =2 (3 + %)3

5. 2z + 2% (y — 1) = 0 esitligiyle belirlenen f : x — y fonksiyonunun tirev fonksiyonunu
belirtiniz.

6. f(z) = |z| olduguna gore x # 0 igin f'(x) = l=] oldugunu gdsteriniz.
z

7. f(z) = |2* — 4| olduguna gére f'(x) ne olur?

4
i - (2z) olur. O

6ziim: u = |z| ise v/ =
Coz u=|z| ise u o

oldugundan f'(z) =

T

8. Asagrdaki kurallarla verilen fonksiyonlarin tirevlerini hesaplayiniz.

(a) fla)=T (b) flz)=—22-5 () flz)=1—4a>

() fl@)=3*—z+5 (d) fla)=("-32-1)" () flx)=2"@2—2)
2z + 1 22—z +6 —x

(f) f(x):x_g (8) f(m):ﬁ (h) f(x)zm
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9. f(z) = 2® +4x — 3 fonksiyonunun grafiginin, v = 1 i¢in elde edilen noktasindaki tegetinin
denklemini bulunuz.

Coziim: z = 1 i¢gin f(1) = 2 oldugundan (1, 2) noktasindaki tegetin denklemini bulacagiz.
f(z) =322 +4

oldugundan f’(1) = 7 dir. Buna goére s6z konusu noktadaki tegetin egimi 7 tir. (1,2) noktasindan
gecen ve egimi 7 olan dogrunun denklemi

y—2=7(x—-1)
dir. Bu denklem diizenlenerek y — 7z + 5 = 0 denklemi elde edilir. O

Diferensiyel Kavrami

10. /4,1 sayrsime yaklasik olarak hesaplayiniz.

Coziim: f(z) = /x alahm. f'(z) =

1 . .
NG tir. xop =4, v = 4,1 diyelim.
fla)=f@41)=f4)+(0,1) f(4)=2+(0,1) 3 =2,025
olur. U

11. Takwm elbise direten bir firmanwmn x adet satistan elde ettigi gelir
R(z) = 60z — 0,02522, 0 <z <2000
egitligiyle verilmastir.
(a) Uretim saysr 900 adetten 1000 adete ¢ikarlirsa gelirdeki ortalama artis nedir?
(b) Marjinal (anlik) gelir fonksiyonunu bulunuz.

(c) Uretim sayist 900 adet iken gelirdeki ani degisim hiz nedir? Uretim sayise 960 adet iken
gelirdeki ani degisim hize nedir?

Coziim: (a) Uretim sayis1 900 adetten 1000 adete ¢ikarihirsa gelirdeki artig
R (1000) — R (900)
diir.

R (950) — R (900) = (60 -1000 — 0,025 (1000)2) - (60 -900 — 0,025 (900)2) — 1250 (lira)

olur. Gelirdeki ortalama artig W dir.
R (1000) — R(900) 1250

1000 — 900 © 100

= 12,5 (lira)
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bulunur. Bu demektir ki, iiretim 900 ile 1000 arasinda iken iiretim sayisi 1 arttirildiginda gelir
12,5 lira artar.

(b) R’ (z) = 60 — 0,05 tir. R/(z), iiretim sayis1 x iken iiretim arttirilmaya bagladiginda
gelirdeki ani degigim hizini gosterir.

(c) R’ (900) = 60 — 0,05 - 900 = 15 (lira)
ve
R’ (960) = 60 — 0,05 - 960 = 12 (lira)
dir.

Bu sorunun (a) kisminda bulunan sonug ile (c¢) kisminda bulunan sonuglari kargilagtiriniz.
O

12. Haftada x adet oyuncak bebek tireten bir firmanin maliyet ve gelir fonksiyonlar:

932

800
esitlikleriyle verilmistir. Haftalik diretim 2000 adet iken 2010 adete ¢ikarilirsa gelir ve kdrdaki
yaklagik artisy diferensiyel kavramindan yararlanarak bulunuz.

C(z) = 5000 + 2z, R(z) =12z — 0 < 2 < 9000

Coziim: dz = 2000 — 2010 = 10 dur. dR(z) = R'(x)dz = (12 - ﬁ) dz oldugundan

2000 .
olur. Demek ki haftalik iiretim 2000 adet oldugu anda iiretim 2010 adete gikarilirdiginda gelir-
deki yaklagik artig, 70 lira dir.

2 2

P(z) = R(z) — C(z) = (122 — 8%) — (5000 + 2z) = 10z — 8% — 5000
oldugundan dP(z) = P'(z)dx = (10 - i) dx olur. Buna gore
400
2000 )
dP(2000) = (10 - 400> .10 = 50 (lira)

olur. Demek ki haftalik iiretim 2000 adet oldugu anda iiretim 2010 adete ¢ikarihirdiginda kardaki
yaklagik artig, 50 lira dir. O

Baz1 Ozel Fonksiyonlarin Tiirevleri

13. f(z) = In|z + sinz| olduguna gore f'(x) ne olur?
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4. Tiirev

]

Coziim: u = |z| ise v/ = — oldugundan
x

1 |z + sin z| 1+ ) 1+ cosz
: : cosr) = ——

/ —
J'(@) |z +sinz| x4 sinx x +sinx

olur. OJ

14. Asagidaki tirevleri hesaplayiniz.

() & (ah) ) o (¥) © @)
d 1 d d
(¢) o (z 2) (d) o (225 — Tz + 1) (e) 7 (VT + 32?)
(f) % (; -z + ;) (g) % (u? — ) (h) % (= IV1+¢2)

15. Asagidaki tiirevleri hesaplayiniz.

@ Swa-e) ® Lw(eed?) (@ Lase

=
© SEey (@ o (ev) (©) g larsine?)

16. Asagidaki kurallarla verilen fonksiyonlarn tirevlerini hesaplayinaz.

(a) f(z) =In(4+2?) (b) f(z)=In(lnz) (¢) f(z)=Inlnlnz
(¢) f(z)=(nz) (d) f(z) = arcsin (Inx) (e) f(z) =In(arcsinx)
() f(x) =1In(cosx) (g) f(z)=cos(Inz) (h) f(z) =sinlnlnz

17. Asagidaki kurallarla verilen fonksiyonlarn tirevlerini hesaplayiniz.

(a) f(z)=a%cos(a?+1) (b) flx)=2 51?2% cos §
() flo)=izems () fl)=—7—

(d) f(z) =sin® (cosx) (e) f(z)=sin(zv1+a?)
® 1@ = (157) @ 10 =)

3
18. y = e olduguna gére y" ne olur?
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19. Asagidaki kurallaria verilen fonksiyonlarin ikinci tirevlering hesaplayiniz.

(a) f(z) =e™" (b)  f(z) = ze®

20. f(z) = (x —1)* olduguna gére f'(x) ne olur?
Coziim: y = (x — 1) diyelim.

Iny = Inz-In(x—1)

%' = %-ln(x—l)+(lnx)~wi1
1 _ In(z-1) Inz
i g |

olur. OO

21. f(z) = (2® +sin x)lnx olduguna gére f'(z) ne olur?

Coziim: y = (22 + sin a:)lmC diyelim.

Iny = Inz-In (352 + sinx)
%y’ = L.In(2? +sinz) + (Inz) - Wlsmw) (22 + cos )
1 ln(a:2+SiH I) (In z)(2z+cos )
gy - T + (x2+sinz)
. Inz | In(z?+sinz nz)(2z+cosx
y = (2% +sinz) ( — ) + 4 (t)z(iq; ) )

olur. O

22, f(z) = 2% olduguna gére f'(z) ne olur?

Coziim: y = 2% diyelim.

Iny = tanz-Inx
iy' = (1+tan’z)Inz +tanz - 1
_ 2 t
y = zta‘”"[(lthan a:) Inz + a;m]

olur.

23. Asagdaki kurallarla verilen fonksiyonlarin tirevlerini hesaplayiniz.
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(@) y=20) ®) y=(2+0)° () y=(+1)""

(¢) y=(sinz)™®” (d) y=sin (xﬁ) () y=(cosz)""

Stirekli Bilesik Faiz

24. 200 T'L, ypllik %7 stirekli bilesik faiz ile bankaya yatirilwor. Bu para, 4 1l sonra kag
liraya ulagir?

Coziim: A = Pe™ =200 - (00704 =200 - €928 ~ 264,63 TL olur. O

25. 2000 TL para, yllik %5 sirekli bilesik faiz ile bankaya yatiriliyor. Bu para, kag yil
sonra 6000 lira olur?

Coziim: 6000 = 2000 - e(0:99)t esitligini saglayan t sayisini ariyoruz. Bu esitlikten once
e(0:09)t — 3 bulunur. Bu esitligin her iki yanimn dogal logaritmasi almarak (0,05)¢ = In3 ve
In3

buradan ¢ = 5%z ~ 22 y2/ bulunur. 0

26. P lira para, yillik %8 stirekli bilesik faiz ile bankaya yatiriiyor. Bu para, kag yil sonra
ikiye katlanir?

Coziim: 2P = P-e(0:08) egitligini saglayan ¢ sayisi ariyoruz. Bu esitlikten énce e(9-08)t = 2

bulunur. Bu esitligin her iki yaminin dogal logaritmasi alinarak (0,08)¢ = In2 ve buradan

t= (1)“—028 ~ 8,7 yul bulunur. O
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6 — 6. BELIRLI INTEGRAL I

3
1. / (x2) dx belirli integralini hesaplayiniz.
-2
3 3
Gomiim: (2) [ (?)do= 3], =9 (-5 =% O
-2
3
2. / (3x2 — 2z — 1) dx belirli integralini hesaplayiniz.
0
3 3
Coziim: / (322 =2z —1)de = [2% —2® — 2], = (27-9-3)—0=15
0
9
3. / 3v/zdx belirli integralini hesaplayiniz.
1
Coziim: / 3/zde = {2955} =2 (95 - 1) —51—-2=5200
1 1
2
4. / (sin2 z) dx belirli integralini hesaplayiniz.
0

27 27
Coziim: /0 (sin2 x) dz = /0 (#) dz = % [m — %sin 237] iﬂ =70

1

d

5. / Y belirli integralini hesaplayiniz.
2z +1

Coziim: /2x+1 1n|2x—|—1|] =1(n3-In1)=31mn30

9

1_

6. / \/de belirli integralini hesaplayiniz.
1 m

Coziim:

/191_96\/56”:/19 <i—\/15>d$=[ln|$|—2\/5}?:(1n9—6)—(1n1—2):2ln3—4D

2
7. / (x\/4 — 2 ) dx belirli integralint hesaplayiniz.
0

Coziim: [ (zv4—2? )dz integralinde, 4 — 2 =t* diyelim. —2xdz = 2tdt olur. Buna
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gore

2 2
[} A e [V (0 ) =
0
tir. O
8. y = —x? + 6z egrisi ile Oz ekseninin cevreledigi bolgenin alanina bulunuz.

Coziim: y = —2% + 6z egrisi ile Ox ekseninin cevreledigi bolge, 6 — 6.1. sekilde golgeli
olarak gosterilmig bolgedir. Bu bélgenin alan1 A olsun.

|y
6
9 A = / (—x2+6x)da:
0
= [-42%+6- 32,
= (—36°+6-36%) —0
O . :: :::: 6 X = 36
3 \ - dir. O

(606.1.Bekil)

9. Diizlemin birinci bolgesinde, y = x>

alanime bulunuz.

egrisi ile * =1y dogrusunun swmrladige bolgenin

Coziim: Verilen bolge, 6 — 6.2. sekilde golgeli olarak gosterilmis bolgedir. Bu bolgenin
alan1 A olsun.

, 1
| A / (m — x?’) dx
0

L - [5-4],
- 2 4 0
- - (1--0

_ 1

4

dir. O

(60.2.Bekil)
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10. Bir girketin ayda x adet televizyon iiretimine karsihk aylk marjinal kdr:
P'(z) =150 - (0,1) =, 0 <z <3000

esitligiyle verilmistir. Bu sirket su anda ayda 1000 adet dretim yapmaktadur. Uretimini ayda
1200 adet olacak bicimde arttirirsa aylik kdrindaki degisim ne olur?

Coziim:

1200
P(1200) — P(1000) = / (150 — 0, 1z) de = [1502 — (0,05)2?] 20
1000

(150- 1200 — (0, 05) (1200)2) - (150 2100 — (0, 05) (1000)2)

= 108000 — 100000 = 8000
olur. [J

11. f(x) = —=5z% +z olsun. f nin [—1,2] arahindaki ortalama degerini bulunuz.

Coéziim: f nin [—1,2] arahgindaki ortalama degeri yo olsun.
2
o —a/f / (=52? +z) do = 3 [522° +1x2]21

- HER ) - G+ = -
olur. [J

12. Bir mahn fiyat-talep denklemi, p = D(x) = 100e=%9% egitligiyle verilmistir. [60,80]
arahgindaki ortalama fiyatr bulunuz.

Coziim: [60,80] araligindaki ortalama fiyat pg olsun.

1 bD d 1 50 —0 OSwd 1 —0,05z 80
po = b—a/a (2)do = 100 o 5[_07056 }60

= —100[e™* —e73] =100 (e™® —e™*) ~ 3,147
olur. UJ
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6 — 2. DEGISKEN DEGISTIRME YONTEMI

2
1. / dx integralini hesaplayiniz.
5 —4x

Coziim: 1 — 4z = u diyelim. —4dx = du oldugundan dz = %‘1 olur. Buna gore verilen
integral

2 2du  , [1 . .
/574:6(1:17 = /aj = 74/adu = —shnful+c = —5In|5—-4xz| +c

olur. O
2/ 4 integralini hesapl
. —= aAXr 111 egra 1mni esap aylan.
(5a2 —2)"

Coziim: 522 — 2 = u diyelim. 10zdz = du oldugundan dz = 2% olur. Buna gore

10z
4z 4z du 4 [ 1 o [
/(5x2—2)7dx N /7107 - ﬁ/ﬁdu - 5/” du

ﬁuiﬁ +c

(Sl
Il
»—-‘l
G
—
ot
8
[ V)
I
[\
~—
|
—+
o
Il
o

olur. I

3. [V2—3zdx integralini hesaplayiniz.

Coziim: (a) 2 — 3z = u diyelim. —3dx = du oldugu hemen goriiliir. Buradan dx = _%Sdu
bulunur. Buna goére

JV2=3zde = [Vutidu= -3 [u'?du=—-2u?? =2 (2—32)"%4c= ~24/(2-32)°+c

olur. O

4 _
4. &dx integralini hesaplayiniz.
Vad —3x+1
Coziim: 2° — 3z + 1 =u diyelim. (5:04 — 3) dr = du oldugundan dx = 5557“3 olur.
4 —
Buna gore
5z4 — 3 504 -3  du 1
_— = _— = - /2 = 1/2 = 5 _
mdw N /u du 2u’ 4+c =2V —3x+1+c

olur. O
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2x+5
5. de integralini hesaplayiniz.
Va2 45z —1
10x — 2
6 1: dx integralini hesaplayiniz.

' Vbx? — 2z

e\/E
7. / 5 \/Edac integralini hesaplayiniz.

o 1
Céziim: /x = u diyelim. —xdx = du oldugundan dz = 2udu olur. Buna goére

2z

VT u
/gﬁdx = /;—UQUdu = /eudu =el+c¢c=¢e'"4¢

dir. O

8. /egﬁ_ldx integralini hesaplayiniz.

Coziim: 2z — 1 = u diyelim. 2dz = du oldugundan dx = %“du olur. Buna gore

/ezz*ld:ﬂ = /e“%“du = %/e“du = levte =12 4o

dir. O

9. / e 2 dx integralini hesaplayinaz.

Coziim: —2z = u diyelim. —2dzx = du oldugundan dx = %du olur. Buna gore

/efzwdx = /e“f—";du = —%/e“du = —le+c=—-Le 4o

dir. O

10. /e‘“’dm integralini hesaplayiniz.

11. / e dx integralini hesaplayiniz.

12. f:ce3""”2 dx integralini hesaplayiniz.

Qoziim: 3 — 22 = u diyelim. —2xdz = du oldugundan dz = _d—Q“wdu olur. Buna gore
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3—q? _ w du __ 1 u _ _1_u _ _1.3-2?
[ xe dm—/me G = —§ [etdu = —5e" +¢c = —3e +c

dir. O
13. [ %elnmda: integralini hesaplayiniz.
Coziim: Inz = v diyelim. ldx = du oldugundan dz = xzdu olur. Buna goére
T

1 Inxz _ 1 u _ u . Lu _ Jnx
Jiemtde = [tetzdu = [e'du = e +c = "+

dir. O

14. / 2" dx integralini hesaplaymnaz.

Coziim: 7z = u diyelim. 7dx = du oldugundan dz = d—7“du olur. Buna gore

Tx _ wdu __ 1 u _ 1.1 9u _ 1 Tx
/2 d$—/27—?/2du—?m2 +C—71n22 +c

dir. O

5V
15. / dx integralini hesaplayiniz.
NE

2V

5V® 54
%dx = /Z2udu = 2 [5"du = 2%5“—}—0 = %Sﬁ—i—c

Coziim: /z = u diyelim. dr = du oldugundan dz = 2udu olur. Buna gore

dir. O

16. [ 1“7551“”6& integralini hesaplayiniz.
Coziim: Inz = v diyelim. ldx = du oldugundan dz = xzdu olur. Buna goére
x
[RSgnrgy = [BS5ugdy = (Inb) [5%du = 5% +c = 5% + ¢

dir. O

4+ 3cos
17. / wdx integralini hesaplayiniz.
2sinx

Coziim:
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/4—1—3lcosmdm _ 2/ .1 dac—l—%/c,osxdx
2sinx sinx sinx

= 2ln|escz — cotz| + 2 Insinz| + ¢
dir. OJ

18. [cos(4x — T)dz integralini hesaplayinz.

Coziim: 4x — 7 = u diyelim. 4dx = du oldugundan dz = %“ olur. Buna gore

/cos(4a:— Tdx = /cosui—“ = i/cosudu = isinu+c = isin(dz —7)+¢
olur. O
19. [sin(2z + 8)dx integralini hesaplayiniz.
20. [3z?cos(2+ x3)dx integralini hesaplayimaz.

Qoziim: 2+ 2 = u diyelim. 32%dz = du oldugundan dz = ;% olur. Buna gore
x

d
[ 3z%cos(2+ 2%)dx = /3x2cosu3—u2 = /cosudu = sinu+c = sin(2+2%) +c¢
T

olur. OJ

21. [a%sin(z® — 1)dz integralini hesaplayiniz.

22. / Sllln\/?dx integralini hesaplayiniz.

1
Céziim: +/z =u diyelim. —=dz = du oldugundan dx = 2v/zdu = 2udu olur. Buna

2/
gore

/Sllln\/é%dgg = /%QUCZU = %/sinudu = —%cosu—&—c = —%COS\/E—i—c

dir. O

2cos/x

23.
NG

dx integralini hesaplayiniz.

24. fsinxcos6 xdx integralini hesaplayiniz.
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50
v - T . N o _d "
Coziim: cosx = u diyelim. —sinxdz = du oldugundan dr = —— olur. Buna gore
/sina:cosGmdm = / (sinw)u® -2 = —/uﬁdu = —2u"+c=—-Lcos"z+c
olur. O
25. [ coszsin® xdx integralini hesaplayiniz.
[ cosx sin* xdx integralini hesaplayiniz.
sinx
27. / 5, dx integralini hesaplayiniz.
cos
o ee . _ . . . o o o d .
Coziim: cosz = u diyelim. —sinzdr = du oldugundan dxr = —;— olur. Buna gore
sinx sinx  du 1
dr = = —[uPdu = tut4ec = ———
/ cos® / uS —sinzx / 4 4cost

dir. O

cosx
28. / —;—dz integralini hesaplayimz.
sin® z

t
29. / an\[dx integralini hesaplayiniz.
2V
- 1

Coziim: /r = u diyelim. mdm = du oldugundan dz = 2udu olur. Buna gore

t t
/ Zri\[[ / 8Lr;u2udu = /tanudu = —lInjcosu|+ ¢ = —Injcos/z| + ¢
dir. O

t
30. / € \/de integralini hesaplayiniz.
2\/x
1

t t
/C;f /C;) Y oudu = /cotudu = In|sinu| + ¢ = In|sin/z| + ¢

dr = du oldugundan dz = 2udu olur. Buna gore

dir. O
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rtanva? + 1

31. _—
V241

dx integralini hesaplayiniz.

T
Coziim: /22 + 1 = u diyelim. \/ﬁdﬂf = du oldugundan dx = *du olur. Buna gore

rtanva? +1 rtanu u
dr = —du = tanudu
x

Va?+1 u
= —Infcosul + ¢ = —In|cos Va® + 1|+ ¢

dir. O
tv1— x2
32. TNV " e integralini hesaplayiniz.
V1— a2
—x
Coéziim: /1 — 22 = u diyelim. ﬁdw = du oldugundan dz = —~ du olur. Buna gore
zcot /1 — a2 reotu u
———dzx = —du = — [ cotudu
N I
= —In[sinu[+¢ = —Insinv1—22|+¢
dir. O

t
33. / Mdm integralini hesaplayiniz.
1422

1
Coziim: arctanz = u diyelim. ﬁda@ = du oldugundan dz = (1 + xz) du olur. Buna
x

gore

t
/%dw = /l—fxz (1+2?) du = /udu = ju’ +c = § (arctanz)” +c

dir. O

arccot x . ..
34. ———dz integralini hesaplayiniz.
1+ 22

-1
Cozilim: arccot z = u diyelim. Hizda: = du oldugundan dx = — (1 + 1:2) du olur. Buna
x

gore

t
/%m = —/141:362 (1+2%) du = —/“d“ = —3ut+e = — (arccota)’ +

dir. O
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arcsin z
35. ————=dx integralini hesaplayiniz.

V1—22

1
v = du oldugundan dz = I~ du olur. Buna

Cozilim: arcsinz = u diyelim.

gore
arcsin .2
———dx = V1—22du = [udu = tu?+c = L (arcsinz)” +¢
V1—2a? /\/1—362 / 2 2
dir. O

f 2sec? ztanxzdx integraling hesaplayinaz.

du
sec? x

Coziim: tanz = u diyelim. sec? xdx = du oldugundan dz = olur. Buna gore

du
sec? x

[ 2sec?ztanzde = /2 (seczm)u = [2udu = u?+c = tan®*z+c

olur. I

37. [2csc?wcotzdr integralini hesaplayiniz.

du

Coziim: cotx = u diyelim. — csc? xdxr = du oldugundan dx = olur. Buna gore

—csc2x
2 2 du 2 2

[2esc?zeotzdr = [2(es?a)u—p— = — [2udu = —u?+c = —cot’z+c

—csc?x

olur. [
38. [ 3sec® xtan® xdx integralini hesaplayiniz.
Coziim: tanz = u diyelim. sec? zdz = du oldugundan dr = -2 olur. Buna gore
sece x
d
[3sec? ztan? zdzr = /3 (sec? z) u? Z = [3uldu = ud+c = tandz +¢
sec? x

olur. OJ

f 3csc? xeot? xdx integralini hesaplayimiz.

Coziim: cotx = u diyelim. — csc? zdx = du oldugundan dz = —c(iié% olur. Buna gore
2 2 2 2 du 2 3 3
[3esc?weot?wdr = [ 3(cs?x)u? ——— = — [3uPdu = —uP4c¢ = —cot’z+c
—csc?x

olur. I

40. | e cos wdx integralini hesaplayinaz.
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Coziim: sinz = u diyelim. cosxdzr = du oldugundan dx = C(‘f’:z olur. Buna gore

. du .
JemTcosxdr = [e“cosz—— = [edu = ¥ +c = M 4 ¢
cos T
olur. O

41. [eSTsinzdr integralini hesaplayinz.

Coziim: cosz = u diyelim. —sinzdr = du oldugundan dx = _‘Sii“nw olur. Buna gore
_— . du '
[eSTsinadr = [ e“sine— = —[e¥du = —e" +¢ = —e“S" t¢
—sinz
olur. O

42. | e~ 48T ginwdx integraling hesaplayiniz.

Coziim: —4cosz = u diyelim. 4sinzdr = du oldugundan dx = 457;30 olur. Buna gore
—4cosxT o} U o du 1 u 1 u 1l _ —4coszx
fe sinzdr = e sin r — :Zfedu:Ze +c = ze +c
4sinx
olur. [

43. f ettnsine oot o de integralini hesaplayiniz.

Coziim: 4+ Insinz = u diyelim. cot zdx = du oldugundan dz = Cgtum olur. Buna gore

. du .
[ettnsine eot pdy = /e“ cotyc—t = [e'du = e* +c = elfnsine 4 ¢
cot x

olur. O

44. [eltncosTianada integralini hesaplayinz.

Ql/x
45. / 5—dx integralini hesaplayinz.
T

Coziim: % = u diyelim. ;;dx = du oldugundan dx = —2?du olur. Buna gore
' x

21/% 2* 2 U 1 ou —19l/x
xQda:: S (—2?)du = — [2"du = — 52" +¢c = 52"+ ¢

dir. O

46. [e*cos(e®)dx integralini hesaplayiniz.

Coziim: e® = u diyelim. e”dzx = du oldugundan dz = %“ olur. Buna gore



54 6. Integral

d
[ €® cos(e”)dx = /ucosu—u = [cosudu = sinu+c = sin(e”) + ¢
u
olur. [J

47. [e"sin(e”)dx integralini hesaplayiniz.

3d
48. / % integralini hesaplayiniz.

4 =y diyelim. 423dz = du oldugundan dg = % olur. Buna gore
T

/$3dat /x3 du 1/ Ly 1 arctan + ! arctan(z?) +
—_— = — 7= — I U = zFarctanuy Cc = s arctan(x c
1+ 28 L+u?da® 4] 1402 4 4

dir. O

Cozim: z

% (i arctan(x4)) = —gﬂ;ﬁl

= (sinx) e=4cos®
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6 — 4. KISMi iINTEGRASYON YONTEMI I

1.[(x—4) (z+ 3)° dx integralini hesaplayinaz.

Coziim: z —4=u, (z+ 3)5 dz = dv diyelim. dx = du ve  (z+ 3)6 = v olur. Buna gére
4) (%(x+3)6> — [t (@+3)° da
= %(x—4)(m+3)6—$(:c+3)7+c

[(x—4)(z+3)°ds = (z

olur. O

2. [(z— 1)% (z +4)*dz integralini hesaplayinaz.

Coziim: (z —1)> = u, (z+4)>dz = dv diyelim. 2(z — 1)dz = du ve 1@+ )* = v olur.
Buna gore

[(@-12@+4)%de = (z—1)° (i (:c+4)4) — [l e+4)' 2w 1)da
= l@-1@+r)' - L f@-1)(@=+4a)'de
olur. Simdi sag yandaki [ (z —1)(z + 4)4 dz integralini hesaplamak icin bu integralde kismi
integrasyon yontemini uygulayacagiz. v —1=t¢, (z+ 4:)4 dx = dh diyelim.
de =dt ve %(z+4)5:h

elde edilir.

[(x=5)(x+1)’de = [tdh=th— [hdt = (z—1) (%(x+4)5> — [+ da

= 1(z- 1)(9@—i—4)5 - 3—10(35—1—4)6
bulunur. Yukandaki [ (z —1)(z+ 4)4 dx integrali yerine burada bulunan esiti konularak
J@-12@+4°de = 2(@-1)°@+4)' —L@-1)(@@+4)°+ & @+4)° +c

elde edilir. [J

3.[z*sinzdz integralini hesaplayiniz.
Coziim: z? = u, sinzdr = dv diyelim. 2zdz = du oldugu hemen goriiliir. [ sinzdzr = [ dv
esitliginden de —cosx = v elde edilir.

[a?sinzdr = [udv =uwv— [vdu = 2? (—cosz)— [ (—cosz) 2xdz = —x? cosz+2 [ z cos zdx
olur. [zcoszdz integralini hesaplamak i¢in bu integralde yeniden kismi integrasyon yontemi
uygulayalim. x =t, cosxdz = dh diyelim. dz = dt ve sinx = h elde edilir.

Jxcoszdr = [tdh =th— [hdt =zsinz — [sinzdr = zsinz — (— cosz) = zsinx + cosx
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olur. Boylece

2

[a?sinzdr = —2®cosz + 2 (zsinz + cosz) = —z? cosx + 2zsinx + 2cosx + ¢

bulunur. O

4. [Inazdx integralini hesaplayimz.
Coziim: Inx =u, dzr = dv diyelim. %dm =du ve x = v elde edilir.
[Inzde = (Inz)z— [z (idz) =2zlhz— [de=zhz—z+c
olur. [J

5. [(In x)2 dz integralini hesaplayiniz.

Coziim: Inz =wu, lnaxdr = dv diyelim. %dm =du ve xlnz — 2 = v elde edilir.

[(nz)’de = (Inz)(zlne —2z) — [(znz —z) (Ldz)
z(lnz)? —zlnz — [Inzdr+ [dz
r(lnz)? —zhnz — (xlnz—2)+x+c

= z(lnx)? —2zxInx + 2z +c

olur. OO

6. [xzlnxzdx integralini hesaplayiniz.

2 =y elde edilir.

Coziim: Inz =wu, xrdr = dv diyelim. %dw =du ve %x
zlnzdr = (Inz) (222) — L122) (Lde) = L22lne— 1L (2de = 222lne— 222+ ¢
2 2 z 2 2 2 1

olur. OO

7. [ 2?Inxzdx integralini hesaplayiniz.

3 = v elde edilir.

Coziim: Inz =u, 22dr = dv diyelim. *dx = du ve iz
T 3
[a?Inzdr = (Inz) (32%) — [ (32%) (2de) = 3a®Ine— L [2%de = 2P lna— §a® +c

olur. O

8. [ xe3®dx integralini hesaplayiniz.

Coziim: = =u, 3 dx = dv diyelim. dz = du ve %639: = v elde edilir.

[ze3®dx = x (%6370) —f (%e?’w) dr = %xe?’”’ — %fe?"'”dx = %xew — %e&” +c

olur. O
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9. [62%e3dx integralini hesaplayiniz.

2 =y, 6e3dxr = dv diyelim. 2zdx = du ve 2e3* = v elde edilir.

Coziim: =
[622e3 dr = a2 (2e3%) — [ 263 (2zdx) = 2223 — 4 [ze3 dw
olur. Simdi sag yandaki [ xe3* dr integralini hesaplamak icin bu integralde kismi integrasyon

yontemini uygulayacagiz. x =t, e3*dx = dh diyelim. dz = dt ve %e“ = h elde edilir.

=
w
8

Jze3*de = [tdh =th— [hdt = z(5¢*) — [ 17 da = 3
bulunur. Yukaridaki [ xe3®dz integrali yerine burada bulunan esiti konularak
f6:r263“/’dx = 22%e3" — 4 (1x63“’ - %63‘73) +c = 2%’ — %xe?’m + %e?’m +c

3
elde edilir. O

10. [ dze~*dx integralini hesaplayiniz.

4w — 4 elde edilir.

Coziim: x = u, de **dr = dv diyelim. dv = du ve —e~
[dze " dx = z (—6*41) —f (—6’4"’”) dr = —ze ™ + [e 1%y = —ge 17 — %6*4”” +c

olur. O

11. [2sin(lnz)dz integralini hesaplayiniz.

Céziim: 2sin(Inz) = u, dz = dv diyelim. 2(cos(Inz))idz = du ve z = v elde edilir.

[2sin(Inz)dz = 2(sin(lnz))z — [z (cos(Inz)) 2dz = 2xsin(lnz) — 2 [ cos(Inz)dx
olur. Simdi sag yandaki [ cos(lnz)dz integralini hesaplamak i¢in bu integralde kismi integ-

rasyon yontemini uygulayacagiz. cos(Inz)=t, dz=dh diyelim. (—sin(lnz))ide=dt ve
x = h elde edilir.

[cos(lnz)dz = [tdh=th— [hdt = (cos(Inz))z — [ (—sin(lnz)) Ldx
= zcos(lnz) + [sin(lnz)dz
bulunur. Yukaridaki [ cos(Inz)dz integrali yerine burada bulunan esiti konularak
[2sin(lnz)dz = 2zsin(lnz) — 2 (zcos(Inz) + [sin(Inz)dz)
= 2zsin(lnz) — 2z cos(Inz) — 2 [sin(lnz)dx
elde edilir. Son esitligin sag yaninda bulunan [ sin(lnz)dz integrali sol tarafa gecirilerek
J2sin(Inz)dz = zsin(lnz) — z cos(Inz)

bulunur. O
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12. [2cos(Inz)dz integralini hesaplayiniz.

13. [ 423e2* dx integraling hesaplayiniz.
Coziim: 23 = u, 4e**dx = dv diyelim. 32%dx = du ve 2e%** = v elde edilir.

[Az3e*dr = 23 (2e**) — [2e* (32%dz) = 2z3e* — 6 [2%e* da (1)
olur. Simdi sag yandaki f 22e?* dz integralini hesaplamak icin bu integralde kismi integrasyon
yontemini uygulayacagiz. z? =t, e**dx = dh diyelim. 2zdxz = dt ve %(52“" = h elde edilir.

[z?e**dx = [tdh =th— [hdt = 2? (1) — [ 1e%* (22zdz) = La2e* — [ze®*dx
olur. (1) esitligindeki [ x2e?* dx integrali yerine burada bulunan esiti konularak
[4zde*dr = 223 —6 (322e* — [we* dx) = 22%e* —32%e** +6 [z dx (2)

elde edilir. Simdi (2) esitliginin sag yanindaki [ xe®*dzx integralini hesaplamak icin bu inte-

gralde kismi integrasyon yontemini uygulayacagiz. z= =r, e**dx =ds diyelim. dx = dr ve
%62” = s elde edilir.

Jze*dx = [rds=rs— [sdr = x (%ezx) — f%e%dx = %mem’ —

%6232
olur. (2) esitligindeki [ ze**dz integrali yerine burada bulunan esiti konularak
f4x3e2””da: = 2232 — 322e* + 6 (%xe% — %62”’) +c =€ (2363 — 322432 — %) +c

bulunur. O

14. [ sec® xdx integralini hesaplayiniz.
Coziim: secr =u, sec?zdr = dv diyelim. secztanzdr = du ve tanz = v elde edilir.
f sec3 wdr = secxtanz — f tanx (secxtanxdr) = secxtanxz — f sec z tan® zdw
olur.
[secztan?zdr = [secw (sec?z — 1) do = [secd zdx — [secxdx
oldugu goz 6niine alinarak

[secd xdz = secxtanz — (f secd® vdx — fsecxdx)
= secztanz — [sec® zdx + [secxdx

= secztanz — [sec® zdx 4 In|secx + tan z|

bulunur. Boylece elde edilen esitligin sag yaninda da hesaplanmak istenilen integralin bulun-
dugunu gordiiniiz mii? Bu integral sol yana alinip gerekli iglemler yapilarak

[sec® wdx = Jsecxtanz + §Inlsecx + tanz| + ¢
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elde edilir. OJ

15. a € Rt olduguna gére f\/mdx integralini hesaplayiniz.
Coziim: = = atant diyelim. dr = asec?tdt olur.
VaZ+a? = y/(atant)® +a® = Vatan?t + a2 = asect
oldugundan
[Va?+aZdr = a® [sec®tdt = a® (3secttant + 1 lIn|sect + tant|)
= 1a®(secttant + In|sect + tant|) + c;

elde edilir. Yukaridaki esitligin en saginda bulunan sect ve tant yerine x degiskenine bagh

esitini koymaliy1z. Bunun icin tant = £ ve sect = V1 + tan¢ = %\/&2 + 22 oldugundan

a
[Va?+a?dz = %a®(secttant + Inlsect + tant|) + ¢;

@ (WE TP+ | W@ T2+ 2|) + o
= LoV T + L’ |V T 2E + x| + o

—=oN= N

elde edilir. O

16. a € RT olduguna gére [ /2% —a?dx integralini hesaplayimz.

Coziim: = = asect diyelim. dx = asecttantdt olur.

V2 —a? = (asect)2—a2 = va2sec?t — a2 = atant
oldugundan
fde = a? [secttan®tdt = a2fsect(sec2t — 1) dt = a? (fsec3tdt— fsectdt)
= la?secttant + fa’In|sect + tant| — a®In|sect + tant| + ¢

2

= %a2 secttant — %a2 In|sect + tant| + ¢1

elde edilir. Yukaridaki egitligin en saginda bulunan sect ve tant yerine x degiskenine bagh

esitini koymalyiz. Bunun i¢in sect = £ ve tant = v/sec?t — 1 = %\/mz — a? oldugundan
[Va? —a?dz = La’secttant — La?In[sect + tant| + ¢
= JEIVEE - ]+ VT ey
= %xx/ﬂ— %a21n|x+\/M} +c

elde edilir. O
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17. [arcsinz dz integralini hesaplayiniz.

1
oziim: arcsinz = u, dx = dv diyelim. ——=dx =du ve x = v olur. Buna gore
¢ yelim. T7—=25 8

Jarcsinz dz = (arcsinz dx = x (arcsinz

o s

olur. Yukaridaki dx integralini hesaplamak icin 1 — 22 =t degisken degistirmesi

x
/ V1—2a?
yapalim. —2zdx = dt olur. Buna gore

x dt (arcsi )+/ 1 gt
————— —— = z(arcsinz —
V1—a2 -2z 2/t
= garcsinz +Vt+c¢ = zarcsinz +vV1— 22+ ¢

Jarcsinz dz = z (arcsinx) —/

bulunur. OJ

18. [warcsinz dz integralini hesaplayiniz.

Coziim: 1z =wu, arcsinzdr =dv diyelim. dr =du ve zarcsinz ++v1— 2% =v olur.
Buna gore

Jwarcsinzdr = =z (zarcsinz + /1 —JUQ) — [ (zarcsinz 4+ V1 — 22) dz
= z?arcsinz + zv1 —2? — [zarcsinzdr — [ V1 — 22 dx

olur. Boylece elde edilen egitligin sag yaninda da hesaplanmak istenilen integralin bulundugunu
gordiiniiz mii? Bu integral sol yana alinip gerekli islemler yapilarak

Jzarcsinz dz = %x2 arcsin x + %mm — %f V1—22dz
bulunur. z =sint degisken degistirmesi yapilarak
[V1—2a2dz = Larcsinz + 22v1 — 22
oldugu goriilebilir. Sonug olarak
[zarcsinz de = %xz arcsin & — % arcsin x + %zm +c
elde edilir. [J
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6 — 3. RASYONEL FONKSIYONLARIN INTEGRASYONU

23 2
1. /% dx integralini hesaplayiniz.
T —

Coziim: z? — 3z + 2 polinomu, = — 3 polinomuna béliindiigiinde bolim x ve kalan 2 dir.
Bagka bir anlatimla
22 -3x+2=(z—-3)z+2
dir. Buna gore
:C2—3:E+27((E—3)x+27$ 2

r—3 r—3 N z—3

olur. Bu esitlikten yararlanarak

/m —3:1:—{—2
z—3

elde edilir. (J

rdr +

= 322 +2Injz —3|+c

2. / _TerT dx integralini hesaplayimiz.
x2—2x—3
-z +7 -z +7 A n B
22-2x—-3 (z-3)(z+1) (z-3) (z+1)

-+ 7 Az +1)+B(z—3)

2—-2r—-3  (z—3)(z+1)

Coziim:

esitliginden,

ve buradan da
—x+7  (A+B)x+(A-3B)
2 —2x -3 (x=3)(z+1)

esitligi elde edilir. Iki polinomun esit olmasi i¢in polinomun katsayilarmm karsilikli olarak esit
olmasi gerekli ve yeterlidir. Buna goére

A+B = -1
A-3B = 7T

lineer denklem sistemi elde edilir. Bu denklem sistemininden A =1, B = —2 bulunur.
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—x+7 1 -2
—_—dx = + dz
72— 22 —3 r—3 x+1

:/ 1 d:er/ 1 dzr
r—3 x+1

= Injz—3|—2njz+1]+¢

z—3
(@+1)

= In

olur. I

322 -5
/ (x—xg dx integralini hesaplayiniz.
x

+1)(x—1)
Ozilim: 32° —bu B B esitliginden
Coziim: (;54-1)(35—1)2_(:E+1)+($*1)+(x—1)2 sitliginden,
30 —5x _A(@-1°+B@+1)(z-1)+C(z+1)
(z+1)(z—1) (z—1)(z +2)
ve buradan da
32> — 5z (A+B)a’+(-24+C)a+(A-B+C)
(z+1) (x—1)7 (& —1) (@ +2)*

esitligi elde edilir. ki polinomun esit olmasi i¢in polinomun katsayilarinm kargilikli olarak esit
olmasi gerekli ve yeterlidir. Buna gore

A+B = 3
—244C = -5
A-B+C = 0

lineer denklem sistemi elde edilir. Bu denklem sisteminden A =2, B =1, C = —1 bulunur.
3z% — 5 2 1 1
[ (e )
(x4+1)(z-1) r+1 -1 (z-1)

2/ 1 der/Ld:rf/%dx
z+1 z—1 (x —1)

21n\x+1|+1n|x—1|—|—ﬁ—|—c

ln‘(:chl)z(xfl)‘ +-L+ec
olur. [J
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322 36
4. / sr o+ 30 dx integralini hesaplayiniz.
x3 4+ 9z

3z + 2 +36  3z* + 2+ 36 _A, B0
34+92 x(x2+9) oz 2249

Coziim: esgitliginden,

322 + 2 +36 Az’ +9A+ Ba?+Cx  (A+B)a®+Cz+94

z(z249) z(x?+1) B x(x2+1)

esitligi elde edilir. Tki polinomun esit olmasi icin polinomun katsayilarmin karsilikh olarak esit
olmasi gerekli ve yeterlidir. Buna gore

A+B = 3
c =1
94 = 36
lineer denklem sistemi elde edilir. Bu denklem sisteminden A =4, B = -1, C =1 bulunur.

/2x2+3dx _/ 4, el / / —e+l

3+ B r  22+9 249
x

41 — dx dx

nlz] /332—|—9 +/a: 249

dlnjz| — $In|a? + 9|+ arctan 2 + ¢ = In

4

X
Va4 9

1 x
+3 arctan§ +c

olur. O
z—3 . .
5. ——————— dx integralini hesaplayinz.
(2 + 42+ 8)
Coziim: 22 + 4z + 8 polinomu, birinci dereceden ¢arpanlara ayrilamayan bir polinomdur.
2244z + 8 = (x + 2)> + 4 yazlabilir. z 42 =t diyelim.

de=dt ve z=t—-2
oldugundan
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T—3 t—5
(z% 4 4z + 8) (t2+4)
t 1
= 7dt—5/7dt
/(t2+4)2 (12 + 1)

-1 5 1/1 ¢ t+ t
= ——— =95 - | zarctan - + ——
2(t2 +4) 8 \2 2 244

—5z — 14 5 e
= m — Earctan (%) +c

olur. OJ
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6 — 5. OZEL DEGISKEN DEGISTIRMELER

1. cos® zsin” zdx integralini hesaplayinz.
Coziim: cosz =t diyelim. —sinzdx = dt olur. Buna gore
[eos®xsin” zdz = [t° (sin®z)sinadr = [t° (1 — cos? CL‘)3 sin zdx
— [ —) dt = — [£5(1— 32+ 3t4 —6) dt
= — [ (5 =3tT+3t7 —t'!) dt
= —%cosﬁx—l— %cossx— %coslox—l— 1—12(:081296—1—0

bulunur. O
2. cos® zsin® zdx integralini hesaplayinz.
Coziim: sinx =t diyelim. cosxzdzr = dt olur. Buna gore
[ cos?® z sin zdr = [ cos? z sin® z cosxdr = i (1 — sin? a:) 154t

J(1—t2)t%dt = [ (t°—¢8)at

= %Siﬂ%ﬁ—%singx—i—c

bulunur. O

3.f cos? zsin zdx integralini hesaplayinz.

Coziim:

[cos?zsintzdr = [ (H‘CSSQ”’) (1_6082‘”)2 dr = % Ik (1 — cos 2z — cos? 2z + cos® Qx) dz

2

bulunur. 2z = u diyelim. 2dz = du olur. Buna gére

Jeos?zsin zdz = & [ (1—cosu— cos?u+ cos® u) du
= %u — %sinu — % (cos2 u) du + 1—16 i (c083 u) du
bulunur.
[(cos?u)du = [(1EE2u)dy = Tu+ sin2u
ve

[ (cosu)du = [ (cos®u) (cosu)du = [ (1—sin®u) (cosu)du

= [(1=v?)dv = vf%v?’ = sinuf%sin?’u
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oldugundan
2 . aind — 1, _ 1 g _ 1 (1 1 1 (g _ 13
fcos rsin® zdr = 6l — 16S1NU — 75 (2u+ 451n2u) + 16 (smu 3 sin u)
- 1., _ 14 _ L3y = Lo L — 1 gip3
= 35U 6451n2u gsin’u = 5x 64SIH4$ g Sin 2z + ¢
olur. O

4. [ cosbrsinTzdxr integralini hesaplayiniz.
Céziim: cosasinf = § [sin (a + 8) — sin (o — B)] oldugundan yararlanarak
cosbrsinTxdr = 3 [[sin12x —sin(—2x)]dz = 3 [ (sin 12z + sin 2z) dx

= 57 (—cos12z) + 1 (—cos2z) +c = 57 cos12z — Jcos2x + ¢

bulunur. O
5. [ cos 3z cos Txdx integralini hesaplayinaz.
Coziim: cosacos B = 1 [cos (a+ ) + cos (a — 3)] oldugundan yararlanarak
Jcos3zcosTedr = 3 [[cos 10z + cos(—4xz)]dz = 3 [ (cos 10z + cosdx) dx

= %sinle—k %sinélm—i—c

bulunur. O
6. [ sin8xsin2zdx integralini hesaplayimz.
Céziim: sinasin = § [cos (a — 8) — cos (o + 3)] oldugundan yararlanarak
[sin8zsin2zdr = 1 [[cosbx — cos10z]dr = 5 sinbz — 45 sin10z + ¢
bulunur. O
7 / V1422
J1-3V1+22
Coziim: 1+ 2z = u? diyelim. dz = udu olur. Buna gore

V1+2z u? 1 1 1
VT g = du=1 1) du+ 1 d
/1_3 1+2xm /1_3uu:9/(3u+)u+9/1_3uu

dx integralini hesaplayiniz.

= —%uQ—%u—z—%lnH—?)uH—c

= —+(1+22) - §vV1+2x— 5 In|1 - 3V1+2z| +¢
olur. O
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8. /1 \/536156‘ integralini hesaplayiniz.
—x

Coziim: /z = u diyelim. z = u? ve dz = 2udu olur. Buna gore

N / u?
= 2
/1_x3da: 1_u6du

olur. Son integralde u® =t diyelim. 3u?du = dt olur. Boylece

NG

1
_ 2 _ 2 1 1
1_x3dx - §/1_t2dt - 3/ (2(t+1) _2(t71))dt

= ilft+1—Lilnft—14+c = il

t+1 _ 1
t_1‘+c = 3ln

bulunur. [

/4
9. / mdm integralini hesaplayiniz.

Coziim: z'/* =y diyelim. z = u* ve dz = 4udu olur. Buna gore

x4 u - 4ud ut
/1+a:5/2dm - /1+u10d” - 4/1+u10du

olur. Son integralde u® =t diyelim. 5u*du = dt olur. Boylece

21/4 ) 1 \
[fsmde = & [ it = darctant +c
= %arctant—&-c = %arctan (x5/4) +c

bulunur. O

Va3 +1 .
Va3 —1
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8 — 5. EN KUCUK KARELER YONTEMIi

1. Bir iireticinin iirettigi « mal miktarina (sayisina) kargilik gelen maliyet sonuglari agagidaki
cizelgedeki gibidir.

C (z) maliyeti
4

x tretimi (100 birim)

2

| | |
| | |
’ 5 ‘ 6 ‘ (1. gizelge)
| 6 | 7 |
| 9 | 8 |

Bu degerlerden yararlanarak iireticinin maliyet fonksiyonunu yaklagik olarak bulunuz.

Coziim: Verilen cizelgedeki degerler diizlemdeki koordinat sisteminde gosterildiginde yak-
lagik olarak bir dogru iisiinde gibi goriiniirler. Bundan dolay: maliyet fonksiyonunun kuralinin

y=ax—+b

bi¢iminde oldugunu varsayabiliriz. Bir x degerine karsilik, y = ax 4 b kuralindan bulunan y
degeri ile gercek maliyeti gosteren y degeri birbirinden farklidir. Bu farklar agagidaki ¢izelgede
gosterilmistir.

’ T ‘ Y ‘ axr+0b ‘ farklar ‘
(2] 4 | 2a+b [4-2a-b|
5] 6 | Ba+b [6—5a—b| (2. gizelge)
6] 7 | 6a+b [7T—6a—b|
(9] 8 | 9a+b [8—9a—0b]

“En iyi yaklagik dogru”yu elde edebilmek icin 2. g¢izelgede bulunan farklarin karelerinin
toplaminin en kiigiik olmasimi istiyoruz. Bu farklarin karelerinin toplamina F (a,b) diyelim.

F(a,b) = (4—2a—b)*+ (6 —5a —b)* + (7 — 6a — b)*> + (8 — 9a — b)*
olur. Aradigimiz dogruyu belirten a ve b sayilari, F' fonksiyonunu minimum yapan sayilardir.

Fo(a,b) =2(4—2a—b) (~2) +2(6 — 5a — b) (—5) + 2 (7 — 6a — b) (—6) + 2 (8 — 9a — b) (—9)
Fy(a,b) =2 (4 —2a—b) (—1) +2(6 — 5a — b) (—1) + 2 (7 — 6a — b) (=1) +2 (8 — 9a — b) (—1)

oldugundan Fy, (a,b) = 292a + 44b — 304 ve F} (a,b) = 44a + 8b — 50 bulunur.
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2924 +44b—-304 = 0
44a + 8b — 50 =0

denklem sisteminden ag = 0,58, by = 3,06 bulunur.
Fua (a0, bo) = 292, Fuy (a0, bo) = 44, Fyp (a0, bo) = 8
oldugundan
F2 (ag,bo) — Faq (a0, bo) Fop (ag, bo) = 44% —292 -8 = —400 < 0 ve F,, (ag,by) >0
oldugundan F fonksiyonu, (ag,by) noktasinda bir minimuma sahiptir.

Sonug olarak aranilan dogrunun denklemi, y = 0,58z + 3,06 dir. Bu dogruya, “en kiigiik
kareler dogrusu” veya “gekilme (regression) dogrusu” adi verilmigti.

Uretici, en kiigiik kareler dogrusunu kullanarak iiretecegi mal miktarina karsilik gelen maliyeti
kolayca hesaplayabilir.

Marjinal (birim, anlik) maliyet fonksiyonu

dy
—= =0,58
dz ’
olur. Ortalama maliyet fonksiyonu
_ 0,582+ 3,06
y = —-—m—mm—m—
T

esitligiyle belirlidir. OJ

2. Asagidaki gizelgede verilen x ve y degerleri igin en kiiciik kareler dogrusunu bulunuz.

:

W | W =

(1. gizelge)

=W Do =

Coziim: y = ax + b bigiminde bir dogru ariyoruz. Bir z sayisina karsiik, y = az + b
kuralindan bulunan y degeri ile bu x sayisina c¢izelgede karsilik getirilen y degeri birbirinden
farkhidir. Bu farklar asagidaki cizelgede gosterilmistir.
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’ T ‘ Y ‘ ax +0b ‘ farklar ‘
’1‘ 1 ‘ a+b ‘ l1—a->5 ‘
(2] 3 | 2a+b [3—2a—b] (2. cizelge)
3] 4 | 3a+b [4-3a—b|
(4] 3 | 4a+b [3-4a—b|

“En iyi yaklagik dogru”yu elde edebilmek icin 2. gizelgede bulunan farklarin karelerinin
toplaminin en kiiglik olmasin istiyoruz. Bu farklarmm karelerinin toplamina F' (a,b) diyelim.

F(a,b) = (1 —a—b)*+(3—2a—0b)*+ (4—3a—b)* + (3 —4a — b)?
olur. Aradigimiz dogruyu belirten a ve b sayilari, F' fonksiyonunu minimum yapan sayilardir.

Fy(a,b) =2(1—a—0b)(=1)+2(3—2a—b) (—=2) + 2 (4 — 3a — b) (—3) + 2 (3 — 4a — b) (—4)
Fy(a,b)=2(1—a—b)(=1)+2(B=2a—b)(=1)+2(4—3a—b) (—1) +2(3 — 4a — b) (—1)

oldugundan Fy, (a,b) = 60a + 200 — 62 ve Fj (a,b) = 20a + 8b — 22 bulunur.

)
60a +20b—62 = 0
200 +8-22 = 0

denklem sisteminden ag = 0,7, bg = 1 bulunur.
Foa (ag,bg) = 60 ve Fup (ag, bo) = 20, Fy (ap,bo) =8
oldugundan
F2 (ap,bo) — Faq (ao,bo) Fup (a0, bo) = 20* —60-8 = —80 < 0 ve F,q, (ag,bo) >0
oldugundan F fonksiyonu, (ag, by) noktasinda bir minimuma sahiptir.
Sonug olarak aranilan dogrunun denklemi, y = 0, 7z + 1 dir. Bu dogruya, “en kiigiik kareler

dogrusu” veya “gekilme (regression) dogrusu” adi verilmigti. [J

3. Asagidaki ¢izelgede verilen = ve y degerleri igin en kiigiik kareler dogrusunu bulunuz.
x = 2,5 igin y nin degerinin kag olmas1 beklenir?

:

O N W

(1. ¢izelge)

=N N =
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Coziim: y = ax + b bigiminde bir dogru ariyoruz. Bir x sayisina karsihk, y = ax + b
kuralindan bulunan y degeri ile bu x sayisina cizelgede kargilik getirilen y degeri birbirinden
farklidir. Bu farklar agagidaki ¢izelgede gosterilmigtir.

’ T ‘ y ‘ ax +0b ‘ farklar ‘
’1‘ 3 ‘ a+b ‘ 3—a—»b ‘
(2] 1 | 2a4+b [1-2a—b] (2. gizelge)
’2‘ 2 ‘ 2a+b ‘2—2@—()‘
(3] 0 | 3a+b [0-3a—b|

“En iyi yaklagik dogru”yu elde edebilmek igin 2. c¢izelgede bulunan farklarin karelerinin
toplaminin en kiigiik olmasini istiyoruz. Bu farklarin karelerinin toplamma F' (a,b) diyelim.

F(a,b)=(3—a—b)?+(1-2a—b)>+(2—2a—0b)?+ (—3a—b)?
olur. Aradigimiz dogruyu belirten a ve b sayilari, F' fonksiyonunu minimum yapan sayilardir.

Fo(ab)=23B—a—b)(—1)+2(1—2a—b)(—2) +2(2 - 2a — b) (=2) + 2 (~3a — b) (—3)
Fy(a,b)=2(3—a—b)(~1)+2(1—2a—b)(~1) +2(2—2a — b) (~1) + 2 (~3a — b) (~1)

oldugundan F, (a,b) = 36a + 16b — 18 ve F}, (a,b) = 16a + 8b — 12 bulunur.

)
)
36a +16b— 18 = 0
16a+8—12 = 0

denklem sisteminden ag = —1,5, by = 4,5 bulunur.
Foo (ag,bg) =42, Fup (ag,bo) = 16, Fyp (ag,bp) =8
oldugundan
F2 (a0,b0) — Faa (a0, bo) Fyp (ag,bo) = 16* —36-8 = =32 <0 ve F,q (ag,bo) >0
oldugundan F fonksiyonu, (ag,by) noktasinda bir minimuma sahiptir.
Sonug olarak aranilan dogrunun denklemi, y = —1,5x+4,5 dir. x = 2,5i¢iny = —1,52+4,5

esitliginden y = 0,75 bulunur. [

4. Asagdaki gizelgede verilen = ve y degerleri igin en kiiciik kareler dogrusunu bulunuz.
x = 25 i¢in y nin degerinin kag olmasi beklenir?
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ERN
0 10
5 22 .
1. cizelge
TR (1. cizelge)
15 46
20 51

Coziim: y = az + b bi¢giminde bir dogru ariyoruz. Bir z sayisina karsihik, y = az + b
kuralindan bulunan y degeri ile bu z sayisina ¢izelgede karsilik getirilen y degeri birbirinden
farklidir. Bu farklar agsagidaki ¢izelgede gosterilmigtir.

’x‘ y ‘ ar+b ‘ farklar ‘
’O ‘ 10 ‘ 0+b ‘ 10-0-0b ‘
5] 22 [ Ba+b [ 22-5a—b | -
[10] 31 [ 16a+b [31—10a—b | (2. cizelge)
[15] 46 | 15a+b [46—15a—1b |
[20] 51 [ 20a+b [51—20a—b |

“En iyi yaklagik dogru”yu elde edebilmek icin 2. gizelgede bulunan farklarin karelerinin
toplaminin en kiiglik olmasin istiyoruz. Bu farklarim karelerinin toplamimma F' (a,b) diyelim.

F (a,b) = (10 — b)* 4 (22 — 5a — b)* + (31 — 10a — b)* + (46 — 15a — b)* + (51 — 20a — b)*
olur. Aradigimiz dogruyu belirten a ve b sayilari, F' fonksiyonunu minimum yapan sayilardir.

F, (a,b) = 2(22 — 5a — b) (—5) + 2 (31 — 10a — b) (—10)
+2 (46 — 150 — b) (—15) + 2 (51 — 20a — b) (—20)
Fy (a,b) =2 (10 — b) (—1) +2(22 — 5a — b) (—1) + 2 (31 — 10a — b) (—1)
+2(46 — 150 — b) (—1) + 2 (51 — 20a — b) (—1)

oldugundan F, (a,b) = 1500a + 100b — 4260 ve Fy (a,b) = 100a + 10b — 320 bulunur.

(
)
1500a + 100b — 4260 = 0
100a +106—320 = 0

denklem sisteminden ag = 2,12, by = 10, 8 bulunur.
Faa (ao,bo) = 1500, Fab ((10, bo) = 100, be (ao, bo) = 10
oldugundan

Fa?b (ao,bo) — Faa (CL(),bo) be (ao,bo) = 1002 —1500-10 = —5000 < 0 ve Faa (ao,bo) >0
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oldugundan F fonksiyonu, (ag, bp) noktasinda bir minimuma sahiptir.
Sonug olarak aranilan dogrunun denklemi, y = 2,12x+10,8 dir. z = 25 i¢in y = 2,12x+10,8
esitliginden y = 63,8 bulunur. [

5. Bir simiftaki 10 6grencinin ara sinav notlar1 ortalamasi ve genel sinav notlar: agagidaki
cizelgedeki gibidir.

| ara siav (z) |49 53 [ 6771 [ 7478 [83[85]91 99 | o
[ genel smav (y;) [ 61 [47 [72 [ 76 [68 [ 77 [81 [ 79[ 93] 99 | (1. gizelge)

Bu degerlerden yararlanarak 6grencilerin ara sinav notlari ortalamasi ile genel sinav notlari
arasinda y = ax + b bi¢gimindeki baglantiy1 bulunuz.

Bu 10 6grencinin bulundugu siniftaki bir 6grencinin ara siav notlarinin ortalamasi 95 olsun.
Bu 6grencinin genel sinav notunun kag olmasi beklenir?

Coziim: Genel olarak n tane (z1,y1), (22,y2), ... , (Tn,yn) noktasindan gegen en kiigiik
kareler dogrusu arandiginda a ve b sayilarin1 veren denklem sisteminin

k=1 k=1

(Son)asm

k=1

n
> Yk
k=1
sistemi oldugunu gostermigtik. Bu denklem sisteminin ¢oziimii

n n n
n <Z zkyk> - <Z !Ek) <Z yk)

k=1 k=1 k=1

(£4)-(£)
n x| — Tk
P k=1 (2)

(£) +(£2)

n

dir. Burada verilen noktalar i¢in n = 10 dur. Ayrica

10
> @} =497 4532 + 677 + 712 4 742 + 782 + 83% 4 852 + 917 + 99% = 58496
k=1

10
S xp=49+534+67+714+74+78+83+85+91+99 =750
k=1
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10
> Tpyr = 49-614-53-47+67-72471-764+74-68+78-77483-81+85-794+91-93+99-99 = 58440
k=1

10
Y =061 +47+ 724+ 76 + 68+ 77+ 8L+ 79+ 93 + 99 = 753
k=1

diir. Yukaridaki (2) egitliklerinden

TL<£gaa%yk) "(ﬁiixk> (ég;yk> 10 - 58440 — 750 - 753

¢ = n Y = T10.58106 7502~ 08T
)5
=1 k=1 (2)
(22%)“(22”) 753 — 0,875 - 750
b = = = 9,675
n 10

elde edilir. Sonug olarak aramlan dogrunun denklemi, y = 0,875x + 9,675 dir. Bu dogruya,
“en kiigiik kareler dogrusu” veya “gekilme (regression) dogrusu” adi verilmigti.

Bu 10 6grencinin bulundugu siniftaki bir 6grencinin ara sinav notlarinin ortalamas 95 olsun.
Bu 6grencinin genel sinav notunun da y = 0,875z +9, 675 kuralina uyacagini varsayabiliriz. Bu
durumda y = 0,875 - 95 + 9,675 esitliginden y = 92,8 bulunur. Oyleyse bu &grencinin genel
sinav notunun yaklagik olarak 93 olmasi beklenmelidir. [J

6. Amerika birlegik devletlerinde (A.B.D) 1950 yilindan baglayarak her on yilda bir ev
isitmasinda kullanilan sivi yakit (fuel oil) yiizdeleri agagidaki gizelgedeki gibidir.

’yzllar‘ yiizde ‘

1950 22,1
1960 32,4

1970 26 (1. gizelge)
1980 18,1

1990 13,2

2000 9

Bu degerlerden yararlanarak ev isitmasinda kullanilan sivi yakit (fuel oil) yiizdesini yillara
bagh olarak gosteren en kiigiik kareler dogrusunu bulunuz.

2010 yilinda tiiketilen siv1 yakit (fuel oil) yiizdesinin kag olmasi beklenir?

Coziim: 1950 yihi olgiimiin bagladig1 yil oldugundan bu yil i¢in x; = 0 alalim. z; = 0 i¢in
y1 = 22,1 demektir. Benzer bigimde x5 = 10 igin yo = 32,4 demektir. Boyle devam edilerek
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asagidaki cizelge elde edilir.

EER

0] 22,1
10 | 32,4
20 | 26

30 | 18,1
40 | 13,2
50 9

Genel olarak n tane (z1,y1), (z2,y2), ... , (Tn,yn) noktasindan gegen en kiigiik kareler

dogrusu arandiginda a ve b sayilarininin
n (E !Ekyk> - (Z ﬂ%) <Z yk)
k=1 k=1 k=1
n n 2
n xQ) - ( xk>
(E=)- (2 )
(Z yk) —a (Z ﬂ?k)
k=1 k=1

n

a =

egitlikleriyle belirli oldugunu gostermigtik. Burada verilen noktalar i¢in n = 6 dir. Ayrica

6

> af = 0%+ 10% + 202 + 30% 4 40% 4 50% = 5500

k=1

6

> =0+10+ 20+ 30+ 40 + 50 = 150

k=1

6

Yoaryr =0-22,14+10-32,4+20-26+30-18,14+40-13,2+50-9 = 2365

>
Il
—

[=2]

ye =22,1+32,4+26+18,1+ 13,249 =120,8
k=1

diir. Yukaridaki (1) egitliklerinden
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" (El x’“y’“) B (;;1 w’“) (ka y’“) 62365 — 150 120,8

_ _ —0.37
a " " 2 6 - 5500 — 1502 ’
=1 =1 (2)
(;;1 y’“) — (,;1 x’“) 120,8 + 0,37 - 150
b = _ - — 20,4
n

elde edilir. Sonug olarak aranilan dogrunun denklemi, y = —0, 37x + 29,4 diir.

2010 yihinda z = 60 demektir. Buna gore 2010 yilinda tiiketilen siv1 yakit (fuel oil) yiizdesi,
y = —0,37x429, 4 egitliginde x yerine 60 konularak bulunan sayidir. y = —0,37-60+29,4 = 7,2
dir. O

7. Diizlemde, (1,2), (2,1), (3,1), (4,3) noktalarinin en yakinindan gegen parabol egrisinin
denklemini bulunuz.

Coziim: Aradigimiz paraboliin denklemi, y = ax? + bx + ¢ bicimindedir. Buradaki a, b ve
c sayilari,

n
F(a,b,c)= > (yk — axi —bxy — 6)2
k=1

esitligiyle tanimli F' fonksiyonunun minimum olmasini saglayan a, b ve ¢ sayilaridir. Bu soruda
n =4 tir.

Fabe)=2—a—b—c)?+(1—4a—2b—c)*+(1—9a—3b—c)*>+ (3—16a —4b — ¢)*
olur. Kismi tiirevler hesaplandiginda

F,(a,b,c)=22—-a—-b—c)(-1)+2(1 —4a—2b—c)(—4)

+2(1—9a —3b—¢) (~9) + 2 (3 — 16a — 4b — c) (—16)
Fy(a,b,c)=22—-a—-b—c)(-1)+2(1 —4a—2b—c)(-2)

+2(1—9a —3b—c)(~3) +2(3 — 16a — 4b — c) (—4)
F.(a,b,c)=22—-a—-b—c¢)(-1)+2(1—4a—2b—c)(—1)

+2(1-9a—-3b—c)(—1)+2(3 —16a —4b—¢) (—1)

elde edilir. Bu egitliklerin sag yanlar1 hesaplanarak
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F,(a,b,c) = 708a+ 200b+ 60c—126 = 0
Fy (a,b,¢) 200a + 60b +20c — 38 = 0 (1)
F,(a,b,c) = 60a+ 20b+ 8¢ — 14 =0

denklem sistemin bulunur. Bu denklem sistemi ¢oziilerek a = 0,75, b = —3,45 ve ¢ = 4,75 elde
edilir. Buna gore aramilan paraboliin denklemi y = 0, 7522 — 3,45z + 4, 75 dir. O

8. 1997 yilindan baglayarak 2004 yilina kadar Cindeki motorlu arag iiretimi sayilar ¢izelgedeki
gibidir.

[yallar [1097 [ 1998 | 1999 | 2000 | 2001 | 2002 | 2003 | 2004 |

— (1. gizelge)
[ diretim sayuse | 1578 | 1628 | 1805 | 2009 | 2332 | 3251 | 4444 | 5071 |

Bu cizelgedeki iiretim sayilarinda, 1000 ara¢ bir birim olarak alinmigtir. 1997 yilinda x =0
alarak yillar ve motorlu arag iiretimi arasinda y = ax + b bigimindeki baglantiy1 bulunuz.

2010 yilinda Cinin motorlu arag iiretim sayisinin kag olmasi beklenir?

Coziim: 1997 yili igin 1 = 0 dir. 27 = 0 i¢in y; = 1578 demektir. Benzer bigimde zo = 1
i¢in yo = 1628 demektir. Boyle devam edilerek agagidaki ¢izelge elde edilir.

| wllar () ] O ] 1 [ 2 | 3 | 4 ] 5] 6 | 7|
[ diretim sayuse (y) | 1578 [ 1628 [ 1805 | 2009 | 2332 | 3251 [ 4444 | 5071 |

(2. gizelge)

Genel olarak n tane (z1,y1), (22,¥2), ... , (Tn,yn) noktasindan gegen en kiigiik kareler
dogrusu arandiginda a ve b sayilarininin

o(Emn) - (Em) (E)
() - (E=) )

L (En) (B

n

egitlikleriyle belirli oldugunu gostermistik. Burada verilen noktalar i¢in n = 8 dir. Ayrica

Mo

xp =0 4+12 + 22 43> + 42 + 52 + 6% + 7% = 140

=
Il
_

Mo

2, =0+14+24+3+4+5+6+7=28

>
Il
—
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8
> wpyr = 0-1578+1-1628+2-1805+3-2009+4-2332+5-3251+6- 4444+ 7-5071 = 99009
k=1

e

Y = 1578 41628 + 1805 + 2009 + 2332 + 3251 4 4444 + 5071 = 22118

k=1

diir. Yukaridaki (1) egitliklerinden

" (;;1 xky’“) B (,;1 x’“) (kZl y’“) 899009 — 28 - 22118

@ = - " 3 - 8- 140 — 282 = 51419
n(Zﬂ?i)—(Zxk
= = (2)
CORIED
— — 92118 — 514,19 - 2
= . h=1 _ 8 5; ,19-28 — 965.1

elde edilir. Sonug olarak aranilan dogrunun denklemi, y = (514,2) = + 965, 1 dir.

2010 yilinda x = 13 demektir. Buna gore 2010 yilinda iiretilen arag sayisi,
y = (514,2) z + 965, 1

esitliginde x yerine 13 konularak bulunan sayidir. y = (514,2)-134965,1 = 7649, 7 dir. Demek
ki 2010 yilinda iiretilen arag sayis1 7649700 adettir. [
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