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6. 5ZDEGER ve OZYONEY

Daha onceki derslerimizden dogrusal denklem sistemlerinin (n sayida bilinmeyenli n adet denklem
takimi ¢6zim) sayisal ¢ézlimlerini gormustik. Ele alinan denklem sistemlerinin ¢6ziiminde denklem
katsayi dizeyinin determinantinin sifirdan farkh oldugunu varsaymistik ve béylece tek bir ¢6ziim elde
edilmisti.

Ax=b

Dizey yapisindaki bir dogrusal denklem sisteminde, eger determinant(A) # 0 ise ¢d6zUmin tek ve
gecerli bir ¢czim verdigini, eger determinant(A) = 0 ise ¢6zimlin 6nemsiz (trivial, yani x=0) oldugunu
soyleriz. Bu tip bir dogrusal denklem sisteminin her zaman bir dnemsiz ¢6ziime sahip olacagida
unutulmamahdir(yani, x;=0, x,=0, ..., X,=0).

Lineer Bagimsiz Yoneyler:

Ug,Uy,....,U, yoneyler olmak tzere,

C1Uq +Coup+ C3usz + ... + cu,=0

denklemi yalnizca ¢;=0, ¢,=0,...,,c,=0 durumunda sagliyorsa, bu durumda u; yoneyleri dogrusal
bagimsiz (linearly independent) yoneylerdir. iki ydneyin uzayda birbirinden bagimsiz(dogrusal
bagimsizlik) olmasi, bu iki yoneyin birbirine paralel olamayacagini ifade eder. Benzer sekilde 3 yoney
dogrusal bagimsiz ise bu li¢ yoneyin uzayda ayni diizlem lizerinde bulunamayacagini gosterir.

Lineer Bagiml Yoneyler:

Ug,Uy,....,U, Yoneyler olmak lizere,

C1Uq +CouUp+ C3usz + ... + cu,=0

denkleminde herhangi bir veya bazi ¢; sifirdan farkli ise, bu durumda u; yéneyleri dogrusal bagimii
(linearly dependent) ydneylerdir. uy,us,,....,u, yoneylerinden en az bir tanesi digerleri ile dogrusal
yapida yazilabiliyorsa bu durumda yéneyleri u; dogrusal bagimli yéneylerdir. Reel uzayda (R")
Uy,Uy,....,Un bir grup yéney olmak Gzere ve R" uzayinda x € R" olmak Uzere, bir grup c; skaler vardir ki,
bir x yoneyi

X=C1U; +CoUy+ C3U3 + ... + CpUp,

dogrusal kombinasyonu olarak yazilabilir. X yéneyini olusturan u; yéneylerine R" uzayinin temel
yoneyleri denir. Bu sekilde x;,%,Xs,...,Xm sayida yoneyde,

Eger m>n ise yoneyler dogrusal bagimsizdir,
Eger m=n ve determinant(X)=0 ise yoneyler dogrusal bagimli yoneylerdir. Burada determinant(X) ile

X=[X1,X2,X3,...,Xm] ifade edilmistir.
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Bir cok miihendislik ve fizik problemlerinde karsilasilan problemlerin basinda A-Al gibi bir dizey
yapisinin tekilllik durumunun incelenmesi gelir. Burada A parametredir. Bu tiir problem bir 6zdeger-
Ozvektor problemidir. Burada A nxn boyutlu kare dizeydir. X nx1 boyutlu yoney olmak lzere,

Y=Ax

yapisi, x vektoriini yine ayni uzayda Y vektorine donustiren bir ifadeyi gosterir. Buradaki A dizeyine
bu durumda doénlsiim dizeyi (transformation matrix) denir. Simdide

Ax=AX (1)
yapisi igin sifirdan farkli bir X yéneyinin olmasi durumunda bu esitligi saglayacak A skaler degerleri ne
olur? sorusuna cevap arayalim. Bu yapida daha 6nceki yapida oldugu gibi x yoneyini Ax katli yoneyine
donlstirme islemidir. Boyle bir ifadenin varligi durumunda A skaler degerine 6zdeger ve bu
ozdegere karsilik gelen (saglayan) X yoneyine 6zyoney denir. (1) ifadesi,

(A- M)x=0 (2)
yapisinda yazilabilir. (2) ifadesinin ¢6zimi (A- Al) katsayi dizeyinin

det(A- A1)=0 (3)

olmasidir. Burada A dizeyi,

a, a, . a,
A: a21 a22 ' a2n

anl an2 ) ann
ve

A 0 .0
PP P

0 0 . 4

" =0 (4)
Ay an, - &

yazilabilir.(4) ifadesi n.ci dereceden bir polinom ifade eder. Bu polinoma karekteristik polinom denir.

p(A)=det(A-Al)

P(L)=(-1)" (A" + A" + A2 + .+ CroA? + Crad + C) (5)
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n. dereceden p(A) karekteristik polinomda n adet kék bulunur. Her bir A kok (2) ifadesinde
yazildiginda bir x 6zydneyi elde edilir. Ozdeger-6zvektdr analizi cesitli diferansiyel denklemlerin
analizinde oldukca yararli bilgiler verir.

Ornek:

1
A:{ 2 3} dizeyinin 6zdeger ve dzyoneylerini bulunuz ?

Coziim:

| A-Al | =0

-1 1 )
=A"+31+2=0

-2 -3-4

(A+1)(A+2)=0

iki 6zdeger, A=-1 ve A,=-2" dir. Her bir 6zdegere karsilik gelen 6zvektdr incelendiginde, A,=-1
Ozdegerine karsilik gelen x;=[ x31, X1,] 6zy6neyi icin (2) ifadesi kullanilirsa,

(A'?\,ll)X1=O
1 1
-2 =2|| X,
X11+ X12= 0
'2X11 + (-2X12) =0
X11 =" X12

gorildigl gibi A, Ozdegerine karsihk gelen yéney x;=[ xi1 X3;] esit blyuklikte fakat ters
dogrultudadirlar. Yani,

+1
X =k1 1

yapisindadir. Burada k; keyfi bir sabittir. Ayni islemi A, 6zdegeri icin yaparsak karsilik gelen x,
ozybneyi,

(A')\.zl)X2=0
2 1]/x
-2 1| X,
2X1+ X22=0
-2X1 + (-X22) =0
X21=-X22/2
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MATLAB uygulamasi

Ornek:

A=[01; -2 -3]
A=

0 1

-2 -3
[x,lamda]=eig(A)
X=

0.7071 -0.4472
-0.7071 0.8944
lamda =

-10

0 -2

Dr.Unal DIKMEN

Burada, A dizzeyinin dzdegerleri lamda diagonal dizeyidir(A,=-1, A,=-2).0zdegerlere karsilik gelen
Ozvektorler ise x dizeyinin kolonlarini olusturur. Gorildiugi gibi, 6zvektorler dizeyinin birinci kolonu
ayni biylklikte fakat ters isaretlidir. ikinci kolonu ise, érnek ¢éziimde oldugu gibi ters isaretli fakat
biri digerinin iki katidir. Burada dikkat edilmesi gereken bir nokta MATLAB’ In x; ve X, icin farkh k;
katsayisi se¢mis olmasidir. Clinki, MATLAB eleman secimini, elemanlarin kareleri toplaminin 1

yapacak sekilde secer.
Ornek:

A=[2-11;-121;1-12]

A=
2 -1 1
-1 02 1
1 -1 2

>> [x,lamda]=eig(A)
X =

0.7071 -0.7071 0.5774
-0.0000 -0.7071 0.5774
0.7071 -0.0000 0.5774

lamda =

3.0000 0 0
0 1.0000 0
0 0 2.0000
>>

Ornek:

A=[210000;121000;012100;001210;000121;000012]
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A=
2 1 0 0 0 O
1 2 1 0 0 O
0 1.2 1 0O
0 01 2 1 O
0 0 01 2 1
0 0 0 0 1 2

>> [x,lamda]=eig(A)
X=
0.2319 -0.4179 -0.5211 0.5211 -0.4179 0.2319
-0.4179 0.5211 0.2319 0.2319 -0.5211 0.4179
0.5211 -0.2319 0.4179 -0.4179 -0.2319 0.5211
-0.5211 -0.2319 -0.4179 -0.4179 0.2319 0.5211
0.4179 0.5211 -0.2319 0.2319 0.5211 0.4179
-0.2319 -0.4179 0.5211 0.5211 0.4179 0.2319

lamda =

0.1981 0 0 0
0 0.7530 0 0
0 0 1.5550 0

0 0 2.4450

0 0 0 3.2470

0 0 0 0 3.8019

O O O o
O O O oo

o O o

Ornek: Cok katl yapilarin deprem vyiikleri altinda serbest salinim problemi?

Deprem yiikleri altinda ¢ok katli binalarin serbest enine salinimlarini gésteren diferansiyel denklem
(hareket denklemi) sénim terimi ihmal edilecek olursa,

m x”’ + kx = 0 [ frekans ortaminda bu ifadenin 6zdesi, (k-w?)x(w)=0 ]

burada m kitle (yapinin kitlesi), X’ zamana gore yerdegistirme (x)’ in ikinci mertebeden tiirevi
(ivme) ve k yapinin stifness(sikilik) degeridir. Cok kath bir yapi icin bu terimler dizey yapisindadir. i.ci
kat’a etkiyen kuvvet

k(xi-Xi-1) + K(Xis1-Xi)=K(Xir1 -2X; + Xi-1)

ile tanimlanir. n katli bir yapi gézéntine alinirsa, her bir katin kitlesi m ve sikilik degeri k (kN/m). Bu
durumda diferansiyel denklemi,

1" k
X'=——x=ax
m

Burada a,
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-2 1

1 -2
0
LA

m 0 0

0 0

| 0 0
yapisindadir.

0
1 O
1 -2
0 O
0 O

0 0 0
0 0 0
0
1 0
0
1 -2 1
1 -1

Dr.Unal DIKMEN

Simdi n=6 katl bir yapi ve m=1250 ton ve katlar arasi k=10000 kN/n oldugunu varsayarsak,
k/m=10000/1250 = 8
olur. Bu durumda

-16

O O O O ©©

8
-16

o O O o

0 0 0 0]
8 0 0 0
16 0 0
-6 8 0
~16 8

0 8 -8|

A=[-1680000;8-168000;08-16 800;008-1680;0008-168;0000 8-8]

A=

-16 8 0 O
-16 8 O
8 -16 8
0 8 -16

8

0
0
0
0

0O 0 8
0 0 O

-16

0
0
0
8

00O O OO

8 -8

>> [x,lamda]=eig(A)

lamda =
-30.1673
0 -25.0890
0 -17.9286 0

0

0
0
0

-0.4565
0.5187
-0.1327
-0.3678
0.5507
-0.2578

0

0 0
0 0
0 0

0.5507
-0.1327
-0.5187

0.2578

0.4565
-0.3678

0 0
0 0

-10.3263
0 -4
0

0.5187 0.3678
0.3678 0.5507
-0.2578 0.4565
-0.5507 0.1327
-0.1327 -0.2578
0.4565 -0.5187

0 0

0 0

0 0

0 0
.0238 0
0 -0.4649

-0.1327
-0.2578
-0.3678
-0.4565
-0.5187
-0.5507
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Elde edilen 6zdegerler bu problem icin yapinin dogal titresim frekanslarini vermektedir. Benzer
sekilde 6zvektorler ise her bir titresim frekansina karsilik gelen genlikleri verir. Ornegin, 1,=0.4649

Ozdegerine (yapinin séniimsiiz titresim frekansi) karsilik gelen 6zvektdér x' in birinci kolonunda
yeralmakta ve sekildeki en alt kismi olusturmaktadir. Yapi A, frekansinda titresirken birinci katin
yerdegistirme genligi(statik durum noktasina gore) -0.2578, ikinci katin genligi 0.4565 ve bu sekilde
6. katin yerdegistirme genligi 0.1327’ dir.
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