JFM224 SAYISAL ANALIZ VE PROGRAMLAMA I Dr. Unal DIKMEN

1. HATA VE HATA TURLERI

Sayisal hatalar, matematiksel islemler ve degerlerin yaklasik kullanimlarindan ortaya
¢ikan farklar olarak tanimlanabilir. Bu hatalarin bir kismi kullanicilarin kendisinden, bir kismi
bilgisayarda kullanilan yazilimlardan ve bir kismi da bilgisayarlarin dogal olarak sayilari belirli
bir uzunlukta depolayabilme, yuvarlatma ve kesmelerinden kaynaklanir.

Ornegin bir deneyde élciilen veya gozlenen deger, belirli bir hassasiyette gozlenir.
Yani, belirli bir ondaliktan sonra gelecek sayilar bilinemez. Gozlemlenen deger, noktadan
sonra dort basamakli ise besinci basamak icin bir sey sdylenemez. Bu sekilde gézlemlenen
veya oOlclilen degerlerin binlerce aritmetik islemin bulundugu bir algoritmada kullanilacagi
varsayilirsa, her bir islemden sonra, sonucun daha az dogru oldugu kanisina varabiliriz. Farkli

bir 6rnek vermek gerekirse,

M=3,141592653589793...
V2= 1,1414128...

2/3=0,666666666...

gibi ondalik haneleri sonsuza uzanan sayilar aritmetik islemlerde kullanildiginda yapilan
hatalarin daha acik olacagi gorulir. Hatalara hesaplayicilar yoniinden bakildiginda, farkl bir
durumla karsilagihr. Bilindigi gibi hesaplayicilar, bir devreden akimin gegip ge¢memesi
esasina gore, iki tabanl sayi sistemine gore ¢alisir. Aritmetik islemlerde verilen tim on
tabanli sayilar hesaplayicilarda once iki tabanh sayilara donlstirilir daha sonra islenir.
Sayet verilen sayi bir tam sayi ise, bitlin tamsayilarin iki tabanli karsihgl oldugundan ve her
iki sayida tamsayi oldugundan iki sayi arasinda bir fark olusmaz. Sayet verilen sayi reel sayi

ise ondalik kisminin iki tabaninda tam karsiliginin olup olmadigi arastiriimalidir. Ornegin,

(0.125)10 = (0001)2

durumunda oldugu gibi (0.125) sayisinin iki tabanh karsiligi (0.001) oldugu halde (0.1) reel
sayisinin iki tabaninda tam olarak ifade edilmesi mimkun degildir. Gozlemlenen veya 6lgllen
degerlerin hesaplayicilar icerisinde sinirh bir hafizada tutulur. Bu nedenle, sayilar iki

tabaninda ancak belirli uzunlukta ifade edilebilmektedir. Ornegin, reel sayilar i¢in normal
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hassasiyette 32 bitlik bir yer ayrilan hesaplayicida 7 ondalik basamaga, cift hassasiyette ise
64 bitlik yer ayrilir ve buda yaklasik 15 ondalik basamaga karsilik gelir. Bu nedenle degerler
icin hesaplayicilardaki ayrilan yerler veri tipine gore degismektedir. Buda farkli bir tiirde

hataya neden olabilmektedir.

Kesme ve yuvarlatma hatalari, verilerin sayisal islemlere girmesinden kaynaklanan
hatalardir. Sonsuz terimli bir seriyi uygun sekilde keserek sayisal sonuglar elde edilir. Belirli
terimden sonra gelen terimlerin ihmal edilmesi kesme hatasi olarak bilinir. Burada yapilan

hata atilan terimlerin toplami kadar olur. Ornegin;

Radyan cinsinden verilen bir x agisinin sinlistinlin hesaplanmasinda kullanilir. Bu sonsuz
serinin tim terimlerinin hesaplanmasi mimkin degildir ve hesaplamada belirli bir terim
isleme alinarak sin(x) icin yaklasik bir deger elde edilir. Bu hesaplamada ihmal edilen

terimlerin toplami yapilan kesme hatasina esit olur.

1.1. Mutlak Hata

Dogru olarak kabul edilen bir buylkligliin degeri (analitik olarak bilinen) ile sayisal

hesaplamalar sirasinda elde edilen deger arasindaki fark mutlak hata olarak tanimlanir:

Emutlak™ | fgert;ek - fhesaplanan

1.2. Bagil Hata

Mutlak hatanin gercek degere boliinmesiyle elde edilen hatadir. Fakat her problem icin

gercek degeri bilme olanag olmadigl icin bagil hata genel olarak mutlak hatanin yaklasik

degere boéliinmesiyle elde edilir.

Epagil = smutlak/fgerg;ek = Emutlak/fyakla§|k
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1.3. Yaklagim Hatasi

Gergek degeri bilinmeyen fakat yaklasik olarak hesaplanabilen degerlerin ne kadar hata ile
birbirlerine yakin bulunduklarini tanimlayan hata tiridir. Genellikle bir yinelemede

(iterasyon) her adimda bir 6nceki adim sonugu ile olan bagil hatasi olarak da tanimlanir.
Eyaklasim = (fyeni - feski)/ fyeni

bagil hata ve yaklasim hatasi 100 ile carpilarak ¢cogu zaman hata ylzdesi olarak gosterilir.

Yizde degerlerin negatif gikmamasi igin farklar mutlak deger olarak alinabilir.
Ornek-1

e fonksiyonunun seri agilimi
e*=1+tx++T 415

ile verilmektedir. x=0.5 degeri icin e**=1.648721271 oldugu bilindigine gore seri aciimindan

yararlanarak ilk iki ve lg terim alarak bagil ve yaklasim hata ylzdelerini bulunuz?
Cevap-1

x = 0.5 degeri igin
ilk iki terim alindiginda e*= 1.50
ilk Gg terim alindiginda e*= 1.75

hesaplamada yapilan bagil ve yaklasim hata ylzdeleri sirasiyla,

£ 0.5 . - 5
I S 1 | 1648721271175 _ 0.10127872 s
bAgN= 00 = T e aaare 1007 Taaprianry e 0TS 1428

175—15 __ |0.35] _ 025
175 W00= e wl00= g

£
yaklasim = x100=14.2857
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Ornek-2

F(x) = -0.2x*-0.15x%-0.5x*-0.25x+1.2 fonksiyonu Taylor seri acilimindan yararlanarak x=1
degerinin n=1, 2, 3 ve 4 terimleri icin hesaplayiniz her bir hesaplamadaki bagil hatalar
gosteriniz?

Cevap-2

F(x) fonksiyonun x=x+a daki degerinin hesaplanmasinda Taylor seri agilimi:

adF(x) a’d’F(x) a®d3F(x) a™ d"F(x)
F =F J— - - . —
Gra)= FO) T e T3 nl d?

F(1) fonksiyonun gergek degeri
F(1)=0.2

x=0 ve a=1 alinirsa, Taylor seri agiliminda

n=1i¢in
F(x+a)=F(x)=1.2 ve bagil hata,

s, 0.2-1.2
bagil = ll}—ﬂlxll}l}z 500 3

nis

n=2 icin
F(x+a)=F(x)+aF’(x)= 0.95 ve bagil hata,

|= loz-055

£
bag a2 x100 = 375 04

n=3igin
F(x+a)=F(x)+aF’(x)+a’F"(x)/2= 0.45 ve bagil hata,

| 0.2-0.45 |

Eb ail =
adil = 0.2

100 = 110 %
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n=4i¢in
F(x+a)=F(x)+aF’(x)+a’F"(x)/2+ a’F”’(x)/6= 0.3 ve bagl hata,

|0.2-0.3 |

€ 2l =
badil = o3

x100 = 50 %

Bu problemde her bir adimda (yani n=1, 2, 3 ve 4 degerleri icin) yaklasim hatasi da

hesaplanabilir.

Ornek 3. Matlab uygulamasi

% JFM224 Sayysal Analiz ve Programlama Il Dersi uygulama

% Konu: Hata Analizi

%

% Program f(x)=exp(x) fonksiyon dederini dx=0.5 adym aralydy icin
% Taylor serisinin ilk bir, iki ve ¢ terimi kullanarak yaklapyk

% dederi, badyl ve yaklapym hatalaryny hesaplar.

%

% Yazan : Dr.Unal Dikmen,2007 Subat

%

%% % % % %% % % %% % % %% % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % %
fclose('all"); clear; clc

% format long

f ='exp(dx)’;
x=0.0;
dx=0.5;

% exp(x) fonksiyonun x=0.5 igin gercek dederi

g = eval(f,dx) ;

% Taylor acylymy:

% 2 3 n

% f(x+dx)=f(x)+dxf'(x)+( dx/21)f"(x)+dx/6)f'" (x)...+...(dx/n!)fn(x)
% Seri agylymynda ilk Gg terim igin fonksiyonun yaklapyk dederleri
f1lt ="'exp(x)';

f2t = 'exp(x) + 0.5*exp(x)";

f3t = 'exp(x) + 0.5*exp(x) + (0.125)*exp(x)';

ftl = eval(flt,x);

ft2 = eval(f2t,x);

ft3 = eval(f3t,x);

%yuzde olarak bagyl hatalar

rel = 100.*(g-ft1)/g;

re2 = 100.*(g-ft2)/g;

re3 = 100.*(g-ft3)/g;

% yuzde olarak yaklapym hatalary

ye21 = 100.*(ft2-ft1)/ft2 ;

ye32 = 100.*(ft3-ft2)/ft3 ;
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% sonuclarin ekrana aktariimasi

clc

disp(' Fonksiyon = exp(x) ')

disp(sprintf(' x=0.5 igin gercek dederi = %15.12f\n’,g));

disp(sprintf(' Taylor serisinin ilk terim yaklapyk degeri = %5.4f',ft1));
disp(sprintf(' Taylor serisinin iki terim yaklapyk degeri = %5.4f',ft2));
disp(sprintf(' Taylor serisinin U¢ terim yaklapyk degeri = %5.4f\n',ft3));

%

disp('Bagil Hatalar: :')

disp("')

disp(sprintf(' 1 terim yaklapymyndaki badyl hata ylizdesi = %4.2f',rel));
disp(sprintf(' 2 terim yaklapymyndaki badyl hata ylizdesi = %4.2f',re2));
disp(sprintf(' 3 terim yaklapymyndaki badyl hata yiizdesi = %4.2f\n',re3));
%

disp('Yaklasim Hatalar:')

disp("')

disp(sprintf(' iki terim hesaplamada yaklapym hata ylzdesi= %4.2f',ye21));
disp(sprintf(' Gic terim hesaplamada yaklapym hata ylzdesi = %4.2f',ye32));
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