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4.1. SONLU FARK TABLOLARI

Tanimli bir f(x) fonksiyonunda, farkli x degerleri verilerek, bu x degerlerine karsilik gelen f(x) degerleri
bulunabilir. Dolayisiyla istenilen bir x degerine karsilik gelen f(x) degeri analitik fonksiyonlar igin
mimkiindir. Ancak fonksiyonu (analitik ifadesi) bilinmeyen sadece x noktalarindaki degerleri bilinen
gozlem veya deneye dayali verilerin olmasi durumunda bilinen x degerlerinin arasinda veya disindaki
noktalarda degerlerine ihtiyag¢ duyulabilir. Bu islem bir aradeger bulma problemidir. Ara deger bulma
isleminde sonlu fark tablolari sikca kullanilir.

ileri yon fark tablolar:

Birinci mertebe farklar

Ayo=y1-Y2=f(xo+Ax)-f(xo)
Ay1=y7-y1=f(Xo+2Ax)-f(Xo+AX)

AYn=Yn+1-Yn=F(Xo+(n+1)Ax)-f(Xo+nAXx)
ikinci mertebe farklar

A%yo = A(Ayo)
= A(y1-Yo)
= (y2- y1)=(y1— Vo)
=Y2-2y1+Yo

Uglincli mertebeden farklar

A’yo = A(A(Ayo)))
= A(A(y1-Yo))
= A(Ayi1-Ayo)
= A(y2-2y:1 +Yo)
= (Y3~ Y2)-2(y2-y1)+(y1-Yo)
= Y3~ 3y2-3y1-Yo

Daha Ust mertebeden ileri farklar da kolaylikla olusturulabilir.

A
Yn
' F(x)
Y3
Y2
Y1
X1 X2X3 . . Xn g
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Ornek:

Asagida belirli yiiksekliklerde 6lgtilmiis sicaklik degerleri verilmistir. Buna gére d’y/dh® nin yaklasik
degeri nedir ve 10. mertebeye kadar sonlu fark tablosunu hazirlayiniz?

d’y/dh? = A’y/(Ah)? =y,-2y,+y,/h?
A%y = yr-2y1+yo= 21 — 2%(29) + 32
=53-58
=5
d?y/dh? = A%y/h?
=-5/(0.2)°
=-5/0.04 = -125

hikm) | y(°) | Ayo | A’yo | APyo | A'yo | A%y | A%o | Alye | APy | Ay | Ao

0.0 32 | -3 -5 12 | -20 | 30 | -44 25 -7 -26 | 114
0.2 29 | -8 7 -8 10 | -14 | -19 18 | -33 88
0.4 21 | -1 -1 2 -4 5 -1 -15 55
0.6 20 | -2 1 -2 1 4 -16 | 40
0.8 18 | -1 -1 -1 5 -12 24
1.0 17 | -2 -2 4 -7 12
1.2 15 | 4 2 -3 5
1.4 11 | -2 -1 2

1.6 9 -3 1
1.8 6 -2
2.0 4

Geri yon fark Tablolari:

ileri yén sonlu fark tablolarina benzer sekilde ancak bu defa baslangi¢ x degerlerinin gerisine dogru
giderek buna karsilik gelen y degerleri geri farklar icin bulunmaktadir.

Birinci mertebeden geri farklar

Vyo = Yo =y = f(xo) — f(xo-Ax)
Vyi=yi—-VYa

VY=Y — Y-(n+1)
ikinci mertebeden geri farklar

VZYo =V(yo-ya)
=V(yo)-V(y)
= (yo—ya) — (ya—y-2)
=Yo-2y1+Y

Daha (st mertebeden farklar benzer sekilde elde edilir.
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Ornek:

Bir onceki ornekte verilen d2y/dx2 degerini geri farklar’ dan yararlanarak hesaplayalim ve 10.
dereceye kadar sonlu fark tablosunu olusturalim.

h(km) | y(°) VYo VZYO V?'Yo V4Yo V5Vo VGVo V7Vo Vsyo ngo VloVo
0.0 32
0.2 29 -3
0.4 21 -8 -5
0.6 20 -1 -7 -2
0.8 18 -2 -1 6 8
1.0 17 -1 1 2 -4 -12
1.2 15 -2 1 0 -2 2 14
1.4 11 -4 -2 -3 -3 -1 -3 -17
1.6 9 -2 2 4 7 10 11 14 31

1.8 6 -3 -1 -3 -7 -14 | -24 | -35 | -49 | -80
2.0 4 -2 1 2 5 12 26 50 85 134 | 214

d’y/dh? = sz/(Vh)2 =(yo-2Y.1+Y.2)/h? burada -2 ve -1 indislerini saglamak icin bir referans’ a
ihtiyacimiz vardir. Ornegin referans 6l¢ii numarasi olarak 1.0 (km) alirsak bu durumda y, = 17, y.,=18
ve y,=20 olur. Boylece,
V2 = (yo-2y.1+y.0)= 17-2%18+20
=1
d?y/dh? = Vy/h?
=1/(0.2)?
=1/0.04 =25
Merkezi Fark Tablolar:

Merkezi fark tablolari ileri ve geri fark tablolarina benzer sekilde yapilir. Burada ilerleme, adim aralig
(h)" in yanisi kadar ileri ve geri degerleri alinarak elde edilir.

x; noktasinda birinci mertebe merkezi fark,
OYi=Yin/2 — Vi

ikinci mertebe merkezi fark
8%yi=8(8y1)=Yir1 -2vi +Yia1

ve

n.ci mertebe merkezi fark

3"y = Sn_1Yi+1/2 - 8n_l\/i-l/z
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seklinde yazilabilir. Yukarida tanimlanan operatdérlerin timi dogrusal operatoérlerdir. Bu operatorler
ile birlikte kullanilan Ui¢ operatér daha vardir. Bunlar; Ortalama operatéri y, kaydirma operatord, E
ve tlrev operatoéri D dir.

Ortalama operatori,

1 h h
fix)= =| f(Xx+=)+ f(Xx——=
uf(x) 2[ ( 2) ( 2)}

Kaydirma operator, E
Ef(x) = f(x+h)
ve turev operatoéri, D

dF (X
Df(x) = J

dx
Bu dogrusal operatérler arasinda iliskiler mevcuttur. Ornegin kaydirma operatorii, E ile ileri fark
operatori A arasinda,

E=1+A
iliskisi vardir. Benzer sekilde kaydirma operator E ile tiirev operatori D arasinda,
E=e

iliskisi vardir (lyi bir ispat alistirmasi, tizerinde diisiinmenizi éneririm!).

4.2. ENTERPOLASYON

Enterpolasyon, gozlem veya 6lciim sonuglarindan hareketle, bilinmeyen noktalardaki degerleri bulma
islemidir. Genel anlamda ise, bilinmeyen bir f(x) fonksiyonunun x0, x1,...,xn gibi ayrik noktalarda
verilen 0, f1,...,fn degerlerini kullanarak, bu fonksiyonu temsil eden ve daha basit bilinen bir F(x)
fonksiyonu ile ifade edilmesidir. Bilinen F(x) fonksiyonuna “enterpolasyon fonksiyonu” denir.
Bilinmeyen degerler bilinen degerlerin arasinda bir noktada ise, bilinen noktalardaki degerler
kullanilarak hesaplanabilir. Fakat bilinmeyen nokta bilinen noktalarin disinda bir yerde ise, bu
durumda bu noktayi saglayan bir esitlik elde edilir ve bu esitlikten bilinmeyen deger hesaplanir. Genel
olarak, bilinmeyen nokta (aranan nokta) sonlarda ise geri yon, baslarda ise ileri yon ve ortalarda ise
merkezi yon enterpolasyon yontemi tercih edilir.

Enterpolasyon fonksiyonu icin polinom, trigonometrik fonksiyon, Ustel gibi fonksiyonlar kullanilir.
Fakat ¢ogu durumda kosullari kolaylikla saglamalarindan dolayr polinomlar tercih edilir.
Enterpolasyon fonksiyonunun seciminde iki teorem kullanilir:

1. Eger fonksiyon [a,b] araliginda siirekli ve tlirevlenebilir ise enterpolasyon fonksiyonu olarak

polinom kullanilabilir. [a,b] araliginda kiglk bir € degeri icin,
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| f(x)—F(x) | <€
kosulu saglanabilir.

2. Periyodik ve sirekli bir fonksiyon igin
n n

F(x) = D a, cos(k)+>_ b, sin(kx)
k=0 k=1

gibi sonlu trigonometrik fonksiyonu enterpolasyon fonksiyonu olarak kullanilabilir. x0, x1,....,xn
noktalarinin arasindaki mesafelerin esit olmasi durumunda sonlu farklar enterpolasyon yéntemleri
kullanilabilirken, ayrik noktalar arasindaki mesafelerin esit olmamasi durumunda farkh enterpolasyon
yontemleri tercih edilmelidir (6rnegin, dogrusal enterpolasyon, Langrange enterpolasyon veya Aitken
enterpolasyon yéntemi gibi).

a) Dogrusal enterpolasyon

Sayet enterpolasyon fonksiyonu olarak birinci dereceden bir polinom secilirse, bu tiir enterpolasyona
dogrusal enterpolasyon denir. Ornegin, [a,b] araliginda bir f(x) fonksiyonu verilirse ve enterpolasyon
fonksiyonu olarak:

F(x)=ax+B

kullanilirsa,

f(a)=F(a)
f(b)=F(b)

kosulunu saglamasi gerekir. Boylece,

f(a)=F(a)=0a + B
f(b)=F(b)=ab + B

Yazilabilir. Buradan enterpolasyon fonksiyonundaki bilinmeyen a ve B degerlerini elde etmek igin her
iki ifade taraf tarafa cikartilarak toplanirsa,

o= [ f(b)—f(a) ]/ (b-a)
B=[ bf(a) - af(b) ] / (b-a)

elde edilir. Enterpolasyon fonksiyonu F(x)

F(x) =[( f(b) —f(a) )/ (b-a) I x + (bf(a) —af(b) )/(b-a) (1)
elde edilir. Son yazilan enterpolasyon fonksiyonu daha acik yazilirsa,

F(x)=[ f(b)/(b-a) ] x — [ f(a)/(b-a)]x + bf(a)/(b-a) - af(b)/(b-a)

burada
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wO(x)= (b-x)/(b-a) (2)
wl(x)=(x-a)/(b-a) (3)
gibi iki agirlik fonksiyonu tanimlanirsa,

F(x) = w0 f(a) + wl f(b)

seklinde yazilabilir. X bagimsiz degiskeni [a,b] araliginda oldugu siirece,

wO(x) + wl(x) =1

kosulunu saglayacagi aciktir.

Ornek:

f(x)=e* fonksiyonunun [0.2, 0.3] araligindaki degerleri sirasiyla [1.22140, 1.34986] dir. Dogrusal
enterpolasyon yontemi ile x=0.26 noktasindaki deger nedir?

(1) ifadesi F(x) = [ ( f(b) = f(a) )/ (b-a) ] x + ( bf(a) - af(b) )/(b-a), yardimiyla,

F(0.26) = [ (1.34986-1.22140)/(0.3-0.2)] 0.26 + [ (0.3*1.22140 — 0.2*1.34986)/(0.3-0.2)]= 1.298476
veya

wO(x)= (b-x)/(b-a)=(0.3-0.26)/0.1 = 0.04/0.1=0.4

w1(x)=(x-a)/(b-a)=(0.26-0.2)/0.1=0.06/0.1=0.6
F(0.26)=0.4*%1.22140 + 0.6*1.34986 = 1.298476

bulunur. f(x)=e* oldugundan, x=0.26" da fonksiyonun gercek degeri f(0.26)=1.2669 dir. islemdeki
mutlak hata miktari:

| €%2° —F(0.26)|=| 1.2669 — 1.298476| = 0.0316
Bagil hata miktari (% olarak):

| €% —F(0.26)|/ ***=2.43%

Bu problemde f(x) fonksiyonu icin tanimlanan [a,b] araligi dar bir aralik alindigindan dogrusal
enterpolasyon yontemi ile elde edilen sonug gercek sonuca oldukca yakin cikmistir. Bu durum hata
ilede gorilebilir. Bununla birlikte fonksiyon icin tanimlanacak aralik biylddikce dogrusal

enterpolasyon vyaklasimi kullanmakla elde edilecek sonuglarda hata miktarinin artacagi
unutulmamalhdir.

b) Langrange Enterpolasyon Yontemi

Langrange yonteminde verilen x araliklar esit olmak zorunda degildir. Langrange enterpolasyon
yonteminin 6ziini, bilinen noktalara dnce bir egri uydurulmasi sonra egriyi temsil eden denklemden
istenilen noktalarin degerlerinin elde edilmesine dayanir. Yontemin anlasilmasi agisindan,

F(x) = ax + B
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seklinde bir enterpolasyon polinomu ele alinirsa, xo ve x; gibi noktalarda degerleri sirasiyla fy ve f;
olsun. Yani,

Fo=axo + B

ve

Fi=ox; + B

bu iki ifadeden a ve B ¢oziilerek denklemde yerine yazilirsa,

F,-F F,-F
Fix)=ox+B= Fy ———2 x, +——2x

X =% X — X%

ve diizenlenirse,

F)= —— 0 420
Xo =% X =%

Burada,
X=X
Xo =%

Lo(x)=

ve

X—X
Li(x)= 2

X =X
seklinde tanimlanirsa,
F(x)=LoFo + L;F;
yazilabilir. Yazilan bu Ly ve L; katsayilarina Langrange katsayilari veya Langrange enterpolasyon

fonksiyonlari denir. Enterpolasyon fonksiyonu igin tanimlanan F(x) yerine burada verilen birinci
dereceden daha yiiksek dereceli polinom verilmesi durumunda genel bir ifade,

Fx)= D L (%) f, (4)
i=0

tanimlanir. Burada L; Langrange terimleri,

X—Xj

Li :lj_! X — X;

b J
IEal

(5)

ile verilir.
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Ornek: Tabloda verilen noktalara uyan bir egri denklemini Lagnrange enterpolasyon yéntemiyle
hesaplayiniz?

Coziim:

Olciim sayisi (x nokta sayisi) n=4 oldugu icin tanimlanabilecek en biyiik polinom derecesi n-1
olacaktir. (4) ifadelerinden yararlanarak,

F(X)=L0fo + I—lfl + szz + L3f3

ve (5) ifadelerinden yararlanarak,

(X=X ) (X=X )(X=%;)  (x=D(x-3)(x-5) x°—9x* +23x—15

Lo(X) = (% — X)X —%,)(% — %) (0-1)(0-3)(0-5) 15
Ly(x) = (X=%)(X=%,)(X=%;) _ (})(x=3)(x=5) _ x* —8x" +15x
(% = %)% = %)% = %)  (O@A-3)1-5) 8
L= XXX X)X=%)  ((X=D)(x=5) _ —x* +9x* - 5X
(% = %)% = %)% = %) (3B-1)(3-5) 12
L(x) = (X=X ) (X=X )(X=X,) _ ()(x—=3)(x-1) _ W& A%? 1 3x

(X = %) (%5 = %) (X5 = %;)  (B)(5-1)(5-73) 40

F(X): '16'.0 -3'.1 -170L, +4115
L; katsayilari diizenlenerek F(x)’ te yerine yazilirsa,
F(x)= x> — 20x +16

elde edilir.

c) Gregory-Newton ileri Yon Enterpolasyon Yéntemi

Daha 6nce bulunan ileri yon sonlu fark tablolarindan yararlanarak,

AYo=Y1-Yo
Y1=Yo +Ayo
= (1+A) vo (6)

Benzer sekilde,

AYo=y2-2y1+Yo
V2=Yo(142A + A%)= (1+A)* v, (7)

ve
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A’ Yo = y3-2y2+2y1-Yo
Y3=Yo +3Ay, + 3A2yo + Aayo =(1+ A)3yo (8)

Vo=(1+A)'y, o)
seklinde genel bir esitlik yazilabilir. (a+b)" seklinde bir ifade icin Binom serisi,

(a+b)"=a"b% + na""b + [n(n-1)a"?b?)/2! + ...... + ab™"/(n-1)! + b"/n!

ile verilir. Buna gore, son yazilan ifade de verilen parantez i¢i binom serisine agilacak olursa,

(1+A)" = [1 + nA + [n(n-1)/21]A* + [n(n-1)(n-2)/3!1] A% + ...... + y.d.t] (10)
Bu ifade (9) bagintisinda yerine yazilirsa,

Yo= Yo + NAY, + [n(n-1)/21]1A%, + [n(n-1)(n-2)/3!] Ay, + ... (11)
seklinde bir seri agilimi elde edilir. (11) ifadesinde verilen n degeri,

n=(x-xo)/h

seklinde secilirse, Burada x aranan nokta ve xq aranan noktaya en yakin (altinda veya Ustliinde) nokta

ve h adim araligi olur. Ara deger bulmada x, noktasina temel satir noktasi denir ve tim indisler bu
temel satir noktasina gore diizenlenir.

Ornek:

Asagida verilen tablodan yararlanarak Gregory-Newton ileri yon enterpolasyon yontemine gore x=0.7
noktasina karsilik gelen y degerini bulunuz?

X 1Y Ay, AZYo Asyo A4Yo ASYO
0|16 |-19 |6 6 0 0
1|-3 |-13 |12 6 0

2|-16 | -1 18 6
3 |-17|17 |24
4 |0 41
5141

Coziim:
n= (x-x0)/h

ifadesinden aranan nokta (x) 0.7 degeri ve buna en yakin nokta icin xo=1 degeridir (temel satir). Bu
nedenle x0=1 daki fark degerleri kullanilmalidir.

n=(0.7 -1)/1
n=-0.3
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Yo3= Yo + NAY, + [n(n-1)/21]A%y, + [n(n-1)(n-2)/31] A%y,

Yos= -3 + (-0.3) (-13) + [(-0.3)(-0.3-1)/2] 12 + [(-0.3)(-0.3-1)(-0.3-2)/6] 6
Vo3=-3+3.9+2.34-0.8970

Yo.3= 2.3400

elde edilir. (Gercekte tabloda verilen y degerleri x3-20x+16 fonksiyonun aldigi degerlerdir. Bu
fonksiyonda x=0.7 degeri hesaplanirsa sonugun 2.34 oldugu goérilir.)

Burada dikkat edilmesi gereken nokta temel satir belirlendikten sonra (11) ile verilen ifade de temel
satira karsilik gelen fark degerlerinin kullaniimasidir. Bu problemde temel satir olarak x=1 degeri
kullanilmis olmasina ragmen zorunlu degildir. Temel satir olarak x=0 degeri de kullanilabilirdi. Bu
durumda x=0 temel satirindaki fark degerleri kullanilmis olacakti.

d) Gregory-Newton Geri Yon Enterpolasyon Yontemi

ileri yon enterpolasyona benzer sekilde geri yon enterpolasyon ifadeside cikartilabilir. Bununla
birlikte, ileri yon fark operatéri A ile geri yon fark operatorii V arasindaki iliskiden yararlanarak geri
yon enterpolasyon ifadesi elde edilebilir:

(1+A)" = (1-V)"

iliskisinden yararlanarak,

V= Vo + NV, + [n(n+1)/21] Vv, + [n(n+1)(n+2)/3!] Viyo+ ... (12)

bu ifadede n degeri ileri ydn enterpolasyon yontemindeki gibi, n= (x-x0)/h seklinde ifade edilir.

Ornek:

ileri yén enterpolasyon ydnteminde verilen érnegi bu kez x=4.2 noktasi icin geri yén enterpolasyon
ifadesine gore ¢ozersek,

X 1Y Ay, AzVo A3Vo Aayo ASVO
0| 16
1 -3 ] -19
2(-16|-13 | 6
3 1-17|-1 12 6
4 0|17 |18 6 0
51 41|41 |24 6 0 0

Coziim:
temel satir olarak x0=4 secilirse, n=(4.2-4.0)/1= 0.2 ve adim araligi h=1

Voo= 0+(0.2)17 + [0.2(0.2 +1)/2] 18 + [(0.2)(0.2+1)(0.2+2)/616
Yo.2= 6.088

olarak bulunur.

39



JFM 224 SAYISAL ANALIZ VE PROGRAMLAMA I Dr.Unal DIKMEN

e. Merkezi farklarla enterpolasyon Yontemi (Bessel fonksiyonu)

esit aralikli verilere uygulanabilen bir diger enterpolasyon fonksiyonu Bessel fonksiyonudur. ileri ve

geri farklarda oldugu gibi benzer islemler bu kez merkezi fark esitliklerinin yazilmasiyla:

n(n-1/2)(n-1)
3

Yot Y1

n(n-1
v =2 b 11120y, + P00

22!

6%y, +52y,)+ 82y oo

Elde edilir. Burada

n= (x-x0)/Ax

X: enterpolasyonu aranan nokta

x0: x’e en yakin nokta (ilerisinde veya gerisinde)

Ax: adim aralig

Odev:

ileri fark enterpolasyon yénteminde verilen (x,y) degerlerini kullanarak,

a) merkezi fark tablosunu olusturunuz,

b) x=2.4 deki degeri hesaplayiniz?

f-2-boyutta langrange enterpolasyon yontemi

J, (I)J'

m, Om

v

Sekil. 2-boyutta Langrange enterpolasyon

o(x,y)= c0 + clx + c2y seklinde fonksiyon tanimlarsak, bu fonksiyon (i,j,m) noktalarinda goézlem
degerlerine esit olmalidir. Bu tip fonksiyonlara enterpolasyon fonksiyonu denir. Tanimlanan

enterpolasyon fonksiyonu dogrusal (birinci dereceden) oldugu gibi daha yliksek dereceden de
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tanimlanabilir. Birinci dereceden tanimlanmakla i,j,m noktalar arasinda degisimin dogrusal oldugu

varsayllmig olur(dogrusal enterpolasyon da oldugu gibi). ¢(x,y) fonksiyonu vektdr notasyonunda,

c0
p=fL x y]c|=ac (1)
c2
yazilabilir. i noktasi igin (xi,yi) i noktasinin koordinatlari olmak lzere
0i = c0 +c1xi +c2yi
J noktasi icin (xj,yj) j noktasinin koordinatlari olmak tGzere
dj = c0 +clxj +c2yj
ve m noktasi icin (xm,ym) m noktasinin koordinatlari olmak lzere
om = c0 +c1xm +c2ym
Dizey notasyonunda
1 xi yi||cO| |4
1 X ¥ ||c|=|¢ |=Ac=¢ (2)
1 xm ymjc2| |4,
Son ifadeden c gekilirse,
c=A" ¢

bu ifade (1) ifadesinde yerine yazilirsa,

g=ac=aA'g

Elde edilir. aA™ ifadesine N dersek,

N=aA™ (3)
¢=Ng¢ (4)

olur.burada N sekil fonksiyonu adini alir ve (3) ifadesinden gorildigi gibi sadece (x,y) koordinatlarin

bir fonksiyonudur. ¢7 ise (i,j,m) noktasindaki fonksiyon degeridir.

-1

L x
N=aA?=[L x y]|1 Xy, | =[NNNg
1 X0 Ym

ifadesinde

Ni(x,y)= (ai + bi x + ciy)/2A
Nj(x,y)= (aj + bj x + cjy)/2A
Nm(x,y)= (am + bm x + cmy)/2A
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Burada,

A=XYm—XmYi bi=yi-ym ci=xm-xj
Aj=XmYj-Xiym bj=ym-yi cj=xi-xm
Am=Xiyj-xjyi bm=yi-yj cm=xj-xi

dir. Verilen bir (x,y) noktasi icin N sekil fonksiyonlari (i,j,m) noktalarina bagl olarak hesaplanabilir.
Fonksiyonun bilinen noktalardaki degerleri ve hesaplanan sekil fonksiyonlari yardimiyla istenilen (x,y)

noktasi icin fonksiyon degeri (4) bagintisi ile hesaplanir.

Ornek:

Tablo da verilenlere gore (x,y)=(6,5) noktasinda fonksiyon F(x,y) degeri nedir?

X 7 |3 |11

F(x,y)|7.4]3.225

n=[17 8;132;1111];
n=
1 7 8
1 3 2
1 11 1
>> n=inv(n)
n=
-0.3654 1.5577 -0.1923
0.0192 -0.1346 0.1154
0.1538 -0.0769 -0.0769
>>N=[165]*n
N =
0.5192 0.3654 0.1154
2=[7.43.2 2.5]
Z=
7.4000 3.2000 2.5000
>>z7=7'
Z=
7.4000
3.2000
2.5000
>> f=N*z

5.3000
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