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5. SAYISAL TUREV

Tirev kavrami sayisal analizin temel konularindan birini olusturur. Tlrev’ e geometrik agidan
bakildiginda bir fonksiyona iliskin egrinin her hangi bir x noktasindaki yatayla yaptigl aci yada diger bir
ifadeyle x noktasindaki tegetinin egimi olarak gorilebilir (Sekil 1). Diger yandan tirev, bir gézlemler
veya Olciimler degerinin tlrevi ile, Olcllen veya gbzlenen degerlerin uzakliga veya zamana bagh

degisimini yansitir.

Sonlu fark tablolarinin elde edilmesinde inceledigimiz ileri, geri ve merkezi farklari kullanarak bir
fonksiyonun veya gozlem veya Olcim degerlerinin sayisal tirevlerinin hesaplanisini kolaylikla

yapabiliriz.

R y=F(x) teget

kiris

Yo

v

X1 Xo

Sekil 1. Geri fark sayisal turevin grafik olarak gosterimi.
Sekil 1’ de gosterildigi gibi y=f(x) fonksiyonunda,
. - Ay
y()=lim =

AX

AX—0

Limit degeri tirevi ifade eder.
5.1 Geri, ileri ve Merkezi fark ile sayisal tiirev

a) Geri Fark ile sayisal tiirev:
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] dy . o . v .
Y'(X,) = Y (Sekil 1'de tegetin egimi)

X=X
i Y(X0) — V(% — AX)
IAng;] AX
= Ilm y == yo gxy_l Yo ($ek|l 1’ de kirigin egimi)
Ax—0

b) ileri Fark ile sayisal Tiirev

=f(x)

kiris
teget

Y1

Yo

/|

Xo X1

Sekil 2. ileri fark fark sayisal tiirevin grafik olarak gdsterimi.

A
Y (%) = A—y
Xl ok,
e Y +AX) - Y(X,)
- IAIX[I)] AX

_ yo y1 Yo
IAIXD;] AX

y=F(x)

kiris
Y1

|~ teget
Yo
VA
/
X1 Xo X1

Sekil 3. Merkezi fark sayisal tiirevin grafik olarak gosterimi.
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c) Merkezi Fark ile sayisal Tiirev

)= Y
y(xo)—dx

X=X

im y(X, + Ax)2; Y(X, —AX)
Ax—0 X

(Sekil 3’ te kirisim egimi)

Ust mertebeden tiirevlerin, 6rnegin ikinci mertebe tiirevlerin sonlu farklara gére hesaplanmasinda,
birinci mertebe tirevlerin tekrar tirevleri hesaplanarak elde edilir:

ikinci Mertebe tiirevin geri farklarla hesaplanmasinda,

y dy' _ Y'(X)-Y(X-Ax) 1
X, )=—= -
Y (%o) dx AX AX

VyO _ Vy—l
AX AX

1 1
} o [Vyo—Vy_J:EVZyo

ikinci Mertebe tiirevin ileri farklarla hesaplanmasinda,

y..(xo):y;y'(xomx)—y'(xo):i{Ayl_Ayo} 1

1 ,
= Ay, — Ay, |= A
dx AX AX| AX  AX sz[ Vi =4 AX? Yo

ve ikinci mertebe tlirevin Merkezi fark ile hesaplanmasinda,

y' (%) =

- - 5
dx 2AX 2AX| 2AX  2AX| (2Ax)? Yo

dy' Y (% +AX) —y'(X —AX) 1 {5)/1 _@0} 1 2

Uglincli mertebeden sayisal tiirevlerin hesaplanmasinda ikinci mertebe tiirev esitlikleri kullanilarak

elde edilir.

Ornek:

y=e* fonksiyonunun x,=1 noktasindaki egimini (tirevini) Ax=0.1 adim aralig alarak,
a) Gerifarklar,
b) ilerifarklar,

c) Merkezi farklar yontemlerine gére hesaplayiniz?

a) Geri farklar yontemine gore:
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. Yo=Y _ VY
X = =
y' (X,) Ax Ax

X

y=e
Y-1= €| x100.1-00 = 2.4596
Yo=€"| 1 =2.71829

_ 2.71829-2.4596

= 2.5869
0.1
b) ileri farklar yéntemine gére:
AY,
X,) = =-—
y(%)= AX AX

V1= €| xteaxc1.1 =3.0042
=(3.0042-2.71829)/0.1
=2.8591
c) Merkezi fark yontemine gore:
V(% +A%) — y(%, ~AX) _ &y,
2AX 2AX
y' (Xo)=(y1-y-1)/(2Ax)
=(3.0042 - 2.4596)/(2*0.1)= 2.7230

y'(xo)z

5.2. Taylor seri agilimiyla sayisal tiirev hesaplama

Bir f(x) fonksiyonun x+Ax noktasindaki degerini yaklasik olarak hesaplamak icin Taylor seri

acihmindan yararlanilir. Taylor seri agihmi:

" i

F(X, + AX) = F(x0)+ F (%) +

ile verilir. Burada Ax=(x-x0) farkini ve F/,F”,..., F" tiirev mertebesini gosterir. Taylor serisinde serinin
kesilen noktadan sonraki hatanin mertebesi, kesilen noktadaki Ax’ in mertebesine esit olur. Ornegin
verilen Taylor serisinde U¢linci terim’ den sonraki terimler atilacak olursa, yapilan hatanin mertebesi

3 olacaktir. Taylor serisinde ikinci terimden sonraki terimler atilacak olursa,

F(X, + AX) = F(X,) +AXF'(X,)
ve bu ifadeden F’(x0) gekilirse,
F’'(x0) = [ F(x0 + Ax) — F(x0) ] /Ax = AFo/Ax
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Birinci mertebeden ileri fark tirev esitligi elde edilmis olur. Burada yapilan islemlerde Ax=(x-x0)

ifadesinde Ax’ in pozitif oldugu kabul edilmistir. (x-x0) sonucu negatif olsa idi, Taylor serisi de

AX?
2!

F(Xo +AX) = F(Xo)_ F(Xo)

)

seklinde olacakti. Bu durumda ikinci terimden sonrasi atilacak olursa,

F(X, —AX) = F(X,) —AXF'(X,)
ve bu ifadeden F’(x0) cekilirse,
F’(x0) = [F(x0)-F(x0-Ax)]/Ax = VFo/Ax

Birinci mertebeden geri fark tlrev esitligi elde edilmis olur. Benzer sekilde elde edilen ileri fark ve geri

fark tiirev esitlikleri kullanilarak (farklari alinarak) merkezi fark tiirev esitligi elde edilebilir.

F(X, + AX) = F(X,) + AXF'(X,)
F(X, — AX) = F(X,) —AXF'(X,)
Farklarindan

F(x0+Ax) - F(x0-Ax) = 2Ax F'(x0)
ve

F’(x0)= [ F(x0+AXx) - F(x0-Ax) ]/2Ax = 8F(x0)/2Ax

Taylor serisinde daha fazla sayida terim kullanarak (burada ilk iki terim kullanmis olduk) yapilan tirev

alma isleminde hata degeri azaltilabilir ve yeni tlirev bagintilari gelistirmek mimkinddr.

Ornek:

Yeni birinci mertebeden bir tirev bagintisi elde etmek icin Taylor serisini

)+ (mA'X)

F(x0+mAx):F(xO)+%F'( )+ (mg) Fr(x, F"'(x0)+...+%F”(xo)

seklinde yazalim. Sirasiyla Taylor serisinde m=1, m=2 ve m=3 alarak 3 esitlik olusturalim ve serilerin
ilk G¢ teriminden sonraki terimleri ihmal edelim. Elde etmis oldugumuz her bir seriyi sirasiyla a,b ve c
gibi katsayilarla ¢arpalim:

m=1 igin
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a*F, = F(x,)+ AXF' (%) + (AX) Fr(x,) + (AX) F(x,)
m=2 icin

b*F, = F(x,) + 2AXF"(%,) + (4AX)F"( X,)+ (8AX)|:---(XO)
ve m=3 icin

c*FS=F(x0)+3AxF'(x0)+%F“( X,)+ (27§X)F---( %)

Yazilan bu Uc seri taraf tarafa toplanirsa,
aF+bF,+cF3=F(x0)(a+b+c)+AxF’ (x0)(a+2b+3c)+Ax’F’ (x0) (a+4b+9c)/2+Ax’F”’ (x0) (a+8b +27¢)/6

elde edilir. Birinci mertebeden bir tlirev tanimi gikartacagimizdan

a+4b+9c =0

a+8b +27¢=0

olmasi gerekir. b=kl1a ve c=k2a tanimlamasi yaparsak,

a(1+4k1 + 9k2)=0

a(1+8k1 + 27k2)=0

buradan k1 ve k2 ¢oziilirse,

k1=1/2 ve k2=1/9

ve

b=-a/2, c=a/9

elde edilir.a,b ve c katsayilari tamsayi olmasi gerektiginden a=18 olmak zorundadir. Béylece a=18, b=-
9 ve c=2 olarak belirlenmis olur. a,b,c katsayilari yerine yazilarak birinci mertebeden bir tirev
bagintisi:

F'(x0)= [ 2F3 -9F2 + 18F1 — 11F(x0) ] / 6Ax + O(AX’)

olur. Burada O(Ax?) yapilan hatanin derecesini gosterir.

Odev:

Sizde x0 noktasinin ileri ve gerisinde ikiser nokta alarak birinci mertebe tiirev islemi igin yeni bir
baginti gelistiriniz ve hata derecesi ne olur?

5.3. Newton-Gregory bagintilari yardimiyla sayisal tiirev hesaplama

Daha onceki enterpolasyon konusunda tanimlamis oldugumuz,ileri fark enterpolasyon ifadesi:

Ya= Vo + NAY, + [n(n-1)/211A%, + [n(n-1)(n-2)/3!] Ay, +

48



JFM 224 SAYISAL ANALIZ VE PROGRAMLAMA I

, . ay,
n’ ye gore tirevi —— alinirsa,
dn

dy, (2n-1) , (Bn*-6n+2) ,
an T AN At
Burada
N X%
AX
X _ax
dn
ve
, dydn 1
yg=Y- LY
dx dndx Axdn
1 (2n-1) , (3n*-6n+2) ,
—E{Ayw o Yot A Y

elde edilir.x=x0 noktasindaki tlrev i¢in n=0 olur ve

.1 dy
yO_Axdn

n=0

1 1., 1,
=—1 Ay, ——A +—=A’Y, +...
AX|: Yo 5 Yo 3 Yo :|

olur. Benzer islemi Geri yon enterpolasyon ifadesi

Yo= Yo + NVy, + [n(n+1)/21] VZyo + [n(n+1)(n+2)/3!] Vyo + ...

icin yapilirsa, genel bir ifade olarak

o _dyan_ 1 dy
dx dndx Axdn
1

1, 1 s
=—1|Vy,+—V +-V +...
AX[ Yo 5 Yo 3 Yo }

y'(X) =

elde edilir.

5.4. Bessel bagintisi ile sayisal tiirev

Enterpolasyon konusunda verilmis olan

yO + yl n(n

-1
yo =2 A (n-11203, + D (67, +07y)

22

ey,
ifadesinin ——— tirevi alinirsa,
dn

N n(n-1/2)(n-1)

Dr.Unal DIKMEN

53y + e



JFM 224 SAYISAL ANALIZ VE PROGRAMLAMA I Dr.Unal DIKMEN

dy, 2n-1
= (e + T (7Y + 57 ¢

3n*-3n+1/2
3

53y1/2

oy Ldy, 1
y(X)_AX an —Ax{é‘yﬂz +

2n-1
1 (5%y, +3%Y,

3n? -3n+1/2
)+( 5 )53)/1,2}

ve x=x0 igin

, 1dy, 1 1 1
Y (%) =Ed—yn=5[6yl,z LG LB AR R +}

seklinde elde edilir.
Ornek:

y=e*xe[0, 5] ve Ax=1.0 araliginda fonksiyonun ileri fark tablosunu hazirlayarak x=2 noktasindaki

turevi ileri yon (Newton-Gregory) bagintisi ile hesaplayiniz?

x|y Ay | Ay | Ay
010 1.718 | 2.944 | 5.0940

12718 | 4.662 | 8.038 | 13.7720

2738 12.7 | 21.81 | 37.500
3120.08 |34.51]59.31

4 | 5459 | 93.82

5 148.41

ileri fark tiirev bagintisi

- 1 1
= = | Ay —=
Yo Ax [ Yo 2

N%+1N%+q

3

Xo=2 igin (temel satir)

Y =(1/1)[12.7 - (1/2)21.81 + (1/3)37.5]
=14.2950

Fonksiyonun x=2 noktasindaki gercek tiirev degeri ise y'= e’= 7.3891 bu problemde x=2 noktasi

varoldugundan n=0 alinmis oldu.
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