JFM 224 SAYISAL ANALIZ VE PROGRAMLAMA I Dr.Unal DIKMEN

3. DOGRUSAL DENKLEM SISTEMLERI ve SAYISAL COZUM YONTEMLERI

Dogrusal denklem sistemlerinin sayisal ¢6zliimleri sikca karsilasilan problemlerden biridir. Dogrusal
denklem sistemleri baslica;

a. Sinir deger problemlerinin baslangic deger yonemleri ile ¢6ziimiinde,

b. Sinir deger problemlerinin sonlu farklar (SFY) veya sonlu elemanlar yontemi(SEY) ile
¢6ziiminde,

c. Kismi dieransiyel denklemlerin sonlu farklar yontemi ile ¢6ziiminde,

d. Optimizasyon problemlerinde,

e. Istatistiksel analizlerde,

f.  En klgUk kareler yontemi ile egri uydurma problemlerinde,

g. Dogrusal olmayan denklem sistemlerinin dogrusallastirma yontemi ile ¢oziimlerinde,

h. Sonlu elemanlar yontemi ile ¢éziimlerinde

oldugu gibi cesitli uygulamalar esnasinda sikca karsilasilir. Genel olarak dogrusal denklem sistemi;

dip X +ap X+ ...l + d1nXp = b1
dy1 X1 +ax» Xo+......... + dnXp = bz
(1)
An X1+ anm Xo + e, + annXn = by,
veya
n
zaﬁ X;=¢, (i=12,..,n)
j=1
yada dizey notasyonu ile
Ax=b (2)

gosterilir. Bu denklem sisteminde b=0 olmasi halinde “homojen denklem sistemi” b vektorinin
sifirdan farkh oldugu denklemlere ise “homojen olmayan denklem sistemi” adi verilir. Homojen
denklem sistemi her zaman bir 6nemsiz (trival) ¢6ziime sahiptir. Sifir veya 6nemsiz ¢6zim disinda
bulunursa bu ¢éziime gercek (nontrivial) ¢6zlim denir. Ayrica ¢6zimi varolan denklem sistemine
“tutarli, consistent”, ¢6zimi olmayan denklem sistemine ise “tutarsiz, inconsistent” denklem sistemi
denir. Tutarh bir denklem sisteminde A dizeyinin ranki ile genisletilmis [A:b] dizeyinin ranki birbirine
esittir. Tutarsiz denklem sisteminde ise bu iki dizeyin ranki farkhidir. Ayrica dogrusal denklem
sisteminin ¢6zimi bir 6zdeger probleminin ¢6zimi kapsaminda incelenir.

Homojen olmayan denklem sisteminin ¢6zimu igin gelistirilen yontemler iki grubta ele alinabilir.
Bunlar dolaysiz(direct) ve dolayli(indirect) yontemlerdir. Her iki gruba giren bu yontemlerden bazilari:
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a. DOLAYSIZ YONTEMLER(DIRECT METHODS)

Cramer yontemi

Gauss eleminasyon yontemi
Gauss-Jordan yéntemi
Ayristirma (Cholesky) yontemi

b. DOLAYLI YONTEMLER(INDIRECT METHODS)

Basit yineleme(iterasyon) yontemi

Gauss-Seidel yontemi

SOR(Successive Over Relaxation) yontemi

Optimizasyon yontemleri (Dik inis (steepest descent) ve eslenik egim(conjugate
gradient) )

a. DOLAYSIZ YONTEMLER (DIRECT METHODS)
1. Cramer Yontemi

Bu yontem kiiclik sayida denklemlerden olusan denklem sistemlerinin ¢6ziimiinde kullaniimaktadir.
Cramer yoOnteminde, dizey yapisinda verilen katsayl dizeyinin determinantinin hesaplanmasini
gerektirir. Yontem kisaca, katsayilar dizeyinde bilinmeyenlerin bulundugu siitlina esitlik yoneyinin
getirilmesi ve yeni olusturulan dizeyin determinantinin hesaplanarak katsayi dizeyinin determinantina
oranlanmasi seklinde yiritilir. Ornegin;

31 X Ty Xy + Byg Xy =by

y1 X tay, Xy + Byg X3 =b,

831 X +83) Xy + 833 X3 =Dy
Denklem sistemi dizey yapisinda,

a; a, as||X b
R Ay Q|| X% = bz
8 Gy A% b,

Elde edlir. Bilinmeyen x; degeri ayri ayri yazilacak olursa,

b a, a;, a; b a, a; & B
b, a, a; ay b a, 8 & b
b, a, a; _ 3 b ag a, 3 b

S - T
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Ornek: Asagida verilen denklem sisteminde x,, X, ve x; degerlerini Cramer ydntemiyle hesaplayiniz?

0.3x1 + 0.52x2 + x3 = -0.010
0.5x1 + x2+ 1.9x3 = 0.067
0.1x1 +0 .3x2 + 0.5x3 = -0.440

Coziim:
Verilen denklem sistemini dizey yapisinda yazilirsa,

03 052 1 ||x -0.01
05 1 19| x |=| 0.067
0.1 03 05| x —-0.44

A=xb
Katsay! dizeyi, A nin determinanti hesaplanirsa,

Ay Ay
83 g

Ay B
83 8

A 8y

=+
[A=+a. I

—a, +a;

7’

1 19 05 19 05 1
|[A=+03 -0.52 +
03 05 01 05 01 03

|A|=0.3[0.5-0.57]-0.52[0.25-0.19)]+1[0.15 - 0.1]
|A|=-0.0022

Bilinmeyen x,, x, ve x3 degerleri icin,

-0.01 052 1
0067 1 19
y L7044 03 05] 003278 _ 4
A —0.0022 '
03 -001 1
05 067 1.9
, _l01 -044 05] 00649 _ ..
’ A ~0.0022
03 052 -001
05 1 067
. 101 03 -044] 00435 _, .
’ A ~0.0022
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2. Gauss Eleminasyon Yontemi

Gauss eleminasyon yonteminin esasl, dogrusal denklem sisteminin (gcgen dizey vyapisina
dontstiridlmesi ve bilinmeyenlerin geri giderek hesaplanmasina dayanir. (1) veya (2) ile verilen
denklem sistemi, Ust Giggen yapisina

Q11 X1+ a12 X2 +a13X3  + A14Xa F eevnnnnn. + a1nXn = b1
3'22 Xy + 3'23 X3 + a'24x4+ ......... + a’ann = b'z

(3)
a’nnXn = b'n

dénustirilebilir. Ust Gicgen dizey yapisina déniistiirmede izlenen adimlar sirasiyla:

Adim-1: Dizeyin birinci satiri (esitlik yoneyi dahil) a;,” e boltnr.

o
N
S
XXX
Il
=g

Adim-2: A dizeyinin birinci satir a,; ile ¢arpilir ve ikinci satirdan cikartilir. Boylece a2l elemani
sifirlanmis olur. Ayni sekilde birinci satir a31 ile carpilip Uglinci satirdan cikartiir boylece a31
sifirlanmis olur. Bu islem A dizeyinin tlim satirlari icin tekrarlanirsa A dizeyinin birinci sGtunu
sifirlanmis olur.

a, ay, B
1 —= B
a, a, X '
ay-la, a,-a,a, —aya,||X%|=|b-a,8
Ay —la, Ay -0, -8y, || X%

Adim 2’nin sonunda

1 o Qs || % B
0 az» a=u||%|=|b

*

0 an awm || X b,

dizey elde edilir. Ayni islemi (Adim 1 ve Adim 2) boyu ilk dizey boyutuna goére bir azalmis dizey
Uzerinde uygulanirsa, sonucta elde edilecek dizey Ust liggen dizey olur. Sondan baslayarak geri gitmek
suretiyle bilinmeyenler elde edilir.

17



JFM 224 SAYISAL ANALIZ VE PROGRAMLAMA I Dr.Unal DIKMEN

Pivotlama

A katsayl dizeyinin diagonal (kosegen) elemanlarina pivot elemani denir. Gauss eleminasyon
yonteminin uygulanmasinda A katsayl dizeyinin kosegenleri Uzerinde sifir veya sifira yakin
elemanlarin bulunmasi durumunda sifira bélme durumu ile karsilasilir. Bu durumun Ustesinden
gelmek icin pivot elemani en blyik olacak sekilde esitlikler arasinda degisiklik yapilir. Boylelikle hem
kosegen (zerindeki sifir elemanlar varsa giderilmis olur hemde yuvarlatma hatalari en aza
indirgenmis olur. Pivotlama isleminde sadece pivot elemaninin biylk yapilmasi islemine kismi
pivotlama, butlin satirlar dikkate alinarak biliylk elemanlar secilmesi durumuna ise tam pivotlama
denir. Bu duruma bir 6rnek vermek istersek,

0.0003 x; + 3.0000x, = 2.0001
1.0000 x, + 1.0000x, = 1.0000

gibi bir denklem sistemini ¢cozmek istersek, burada pivot elemani olan a;;= 0.0003 degeri sifira ¢cok
yakindir. Bu denklemi pivotlama islemi yapmadan ¢ozersek, ilk satir a;;’e béltndr.

1.0000 x; + 10000x, = 6667.0
1.0000 x, + 1.0000x, = 1.0000

Daha sonra a,; birinci satir ile carpilip, ikinci satirdan cikartilirsa,

1.0000 x, + 10000x, = 6667.0
(1.0000-1.0000*1.0000) x; + (1.0000-1.0000*10000)x, = 1.0000-(1.0000*6667.0)

1.0000 x, + 10000x, = 6667.0
0x;+ 9999x, = 6666.0

X; = 6666.0/9999 = 0.66666
X; =1.00005

Simdi pivotlama islemi yapilirsa, birinci satir ile ikinci satir yerdegistirirse,

1.0000 x, + 1.0000x, = 1.0000
0.0003 x; + 3.0000x, = 2.0001

Pivotlamadan dnceki ¢c6ziim asamalari tekrar edilirse, bilinmeyenler: X,= 0.66663 ve X;= 0.33336 elde
edilir.

Ornek: Asagida verilen denklem sistemini Gauss eleminasyon yéntemi ile ¢dziiniiz?
2X1 -3%; +2%3 =-11
X1+ X;-2%X3=8

3X1—2%; X3 =-1

Co6ziim: Denklem sistemi dizey notasyonunda yazilirsa,
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2 -3 2|[x] [-11
1 1 -2||x|=| 8
3 -2 -1||x| | -1

Adim 1. Dizeyin ve karsilik gelen vektorin birinci satiri a;,” e boltndr.

2 -3 2 -1

> 5 o|x] |5 | [t -15 1][x] [-55
1 1 -2(x|=| 8 |=/1 1 -2|x|=| 8

3 -2 -1x||-1]|3 -2 -1{x]| | -1

Adim 2. ikinci satirin birinci elemani, a,; dizeyin ve karsilik gelen vektoriin birinci satir ile carpilarak
ikinci satirdan gikartilr.

1 -15 1 X, -55
(1-1*1) (@1-1*(-15) (-2-1*1) || %, |=|(8-1*(-5.5))
3 -2 -1 X, -1

1 -15 1[x ] [-55
0 25 -3|x, |=|135
3 -2 -1x| | -1

Adim 3. Ucgiincii satirin birinci elemani, as; birinci satir ve karsilik gelen vektdriin birinci satiri ile
carpilarak Gglinci satirdan cikartilir.

0 25 -3 = 135
|(3-1*3) (-2-3*(-15)) (-1-3*1)||x,| |(-1-3*(-5.5))

1 ~15 1 X, _55
X2

1 -15 1][x ] [-55
0 25 -3|/x |=135
0 25 -4||x,| |155

Bu adim sonunda katsayi dizeyinin birinci siitunu sifirlanmis olur. Bu asamadan sonra ay; ikinci satira
ve karsilik gelen vektorin ikinci satirina bollndr.

1 —2-5 é X, 53?'5 1 -15 17[x] [-55
—'5_—x2 8BS o 1 12 X, |=| 5.4
25 25

2.5
0 25 -4 %] [155| |0 25 -4 ][x] [155

Benzer sekilde as; ikinci satir ve karsilik gelen vektorin ikinci satiri ile ¢arpilir ve Gglincl satirdan
cikartihr.
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1 ~15 1 X, -55
0 1 ~1.2 X, |= 5.4

0 (25-1%25) (-4-25%(-12))]| %, | |(155-25%(5.4))
1 -15 1 |[x] [-55

0 1 -12|x |=| 54

0 0 -1]x 2

Son olarak az; l¢lincl satir ve karsilik gelen vektorin Gclinci satirina béltundrek st Gggen dizey elde
edilmis olur.

1 -15 17[x] [-55
0 1 -12|x |=| 54
0 0 1 |[x]|]|-2

Bu asamadan sonra son satirdan baslayarak bilinmeyenler tek tek yerine koymak suretiyle hesaplanir.

X3= -2

X -1.2x3=5.4

X, —1.2%(-2)=5.4
X=3

Xy + (-1.5x%,) + x3=-5.5
x1=1
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3. Gauss- Jordan Yontemi

Bu yontem Gauss eleminasyon yontemi ile ayni yaklasima sahiptir. Fakat Gauss eleminasyon
yonteminde katsayilar dizeyi bir Ust lggen dizey yapisina getirilirken, Gauss-Jordan
yonteminde ise katsayi dizeyi bir birim dizey yapisina dénistiurilir. Gauss-Jordan yontemi ile
dogrusal denklem sisteminin ¢dzUminidn birinci asamasi Gauss eleminasyon islemi ile
aynidir. Bu nedenle, st lUggen dizey yapisina donilsturilmis kaysayr dizeyi ile devam
edilirse,

0 1 05 || X |5 B,
0 O 1 X, oA

Ust Ucgen dizeyi birim dizeye doéniistirmek icin, en alt satirdan baslayarak Gauss
eleminasyon yonteminde izlenen adimlar uygulanir.

Adim-1. a, 3 elemani 3.satir ile garilir ve 2.satirdan ¢ikartilir. Bu islemde karsilik gelen sitiin
vektorin (B vektori) ilgili elemanindan da gikartihr.

l a, Q5 X B
0 1 ay,—1*a,; || % |=| B, — B 2%
0 0 1 X, Jia

Benzer sekilde a; 3 elemani birinci satir ile ¢arpilir ve 1. Satirdan ¢ikartilir. Bu islemde karsilik
gelen sitlin vektorin (B vektori) ilgili elemanindan da gikartilir.

L a, o -la;| X pr—la,
0 1 0 X, |= 7,
0 0 1 X, Jia

L oa, 0fX B

0 1 0% =7

0 0 1|[x]| |5

Adim-2. a;;elemani ikinci satirin a;; elemant ile ¢arpilir ve a; ; den gikartilirsa,

1 a,-la, 0|X ﬂl* —Q, Y, =0
0 1 0%, |= Vs
0 0 1| %, iR
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1 0 0fx 7
0 1 0% |=|7,
0 0 1|[x]| |z

Buradan, X;=y1, X2=Y2 ve x3=B3 bulunur.

Ornek:
2X1-3%y + 2x3 =-11
X1 + Xo - 2X3= 8
3X1- 2X2-X3 =-1
a=[
2 -3 2
1 1 -2
3 -2 -1];

b=[-11;8;-1]’;
c=[a b];
[c,p]=rref(b);

Dogrusal denklem sisteminin ¢6ziminde Gauss-jordan yodntemi kullanilmak istenirse,
MATLAB programlama dilinde rrref hazir fonksiyonu kullanilabilir. Elde edilen c dizeyinin son
sutlinli bize bilinmeyen x degerlerini (Ax=b’ deki ) geri kalan kisim ise birim dizeyi verir. P
yoneyi kismi pivotlama isleminde yerdegistiren satirlarin numarasini gésterir.

4. LU (Aynistirma, Cholesky) Yontemi

Singular olmayan bir A dizeyi her zaman iki liggen dizey carpimi seklinde gosterilebilir:

A=LU

Burada, [L] = alt G¢gen dizey ve [U] = Ust licgen dizeydir. Dogrusal denklem sistemininde [A]
[x] = [b], yerine yazilirsa yazilirsa,

LUx=b
Burada her iki taraf L ile carpilirsa

22
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LLux=L"b
z=L"b

elde edilir. Burada z kolaylikla ¢oziilebilir. Ciinkd L™ alt ticgen dizey ve b yoneyi bilinen dizey
ve yoneylerdir. z ydoneyinin hesaplanmasindan sonra,

U x=z

yerine yazilarak bilinmeyen x degerleri elde edilir. A katsayi dizeyinin A=LU gibi iki tGg¢gen
dizey seklinde ifade edilmesi (ayristirilmasi):

a‘ll a12 a13 1 0 O ull u12 ul3
[Al=|a, ay, &y | = |21 1 0] 0 wu, U,;
a31 a32 a33 |31 |32 1 0 0 u33
Esitligin karsilik gelen elemanlari esitlenirse,
up=ay | by up=ay l31up; = a3

up=ap | biup +tup=an | lzun +lpupn =asp
uiz=a;3 | bugs +ups = axs | lz1uis + Ipupz + uzz = ass

Bu esitliklerden alt ve Uist Gigcgen elemanlari yazilirsa;

l.1=az21/a11

ls1=as1/a11

l3,=(a32-a31*a12/a11)/(a22-a21312/a11)

Uz2=a2-321312/311

Up3=aj3-a21313/a11

u33=[ (a33-as1a13/a11) (a32-a31312/311) (a23-321313/@11)] / (822-321312/211)

elde edilir.

Ornek:
Gauss-Jordan yonteminde verilen dogrusal denklem sistemi bu kez ayristirma yontemi ile
coziilecek olursa:

2X1 -3X2 + 2X3 =-11
X1+ X5- 2X3= 8
3X1- 2X2-X3 =-1

a=[
2 -3 2
1 1 -2
3 -2 -1];
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b=[-11;8;-1]’;
[L,U]=lu(a);
L=

0.6667 1.0000 0
0.3333 -1.0000 1.0000
1.0000 0 0
U=

3.0000 -2.0000 -1.0000
0 -1.6667 2.6667
0 0 1.0000
z=inv(L)*b
Z=
-1.0000
-10.3333
-2.0000

x=inv(U)*z
X=
1.0000
3.0000
-2.0000

Ornek:

a=[123;252;315]
a:

= U0l N

1 3
2 2
3 5

b=[14;18;20]
b=
14
18
20
[L,U]=lu(a)
L=
0.3333 0.3846 1.0000

0.6667 1.0000 0
1.0000 0 0

24
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U=
3.0000 1.0000 5.0000

0 4.3333 -1.3333

0 0 1.8462

z=inv(L)*b

zZ=

20.0000
4.6667
5.5385

x=inv(U)*z
X =
1.0000

2.0000
3.0000
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b. DOLAYLI YONTEMLER(INDIRECT METHODS)

1. Jacobiiterasyon yontemi

2. Gauss-Seidel iterasyon yontemi

Dogrusal denklem sistemlerinin ¢dziimiinde kullanilan yinelemeli yontemlerden Jacobi ve Gauss-
Seidel sik kullanilan ardisik tekrar yontemlerindendir. Ardisik tekrar yontemleri “iterasyon islemleri”

olarakta adlandirilir. Daha 6nceki derslerimizde yazdigimiz dogrusal denklem sisteminden

A1 X1 +ap Xo+ ... + a1nXn = b1
A X1+ A2 X2+ e, + ayXn = by
A X1+ a2 Xo + cevenenn. + annXn = by,
Dizey notasyonu,
Ax=b (1)

ile verilmis bir denklem sisteminde her bir x; bilinmeyeni igin

X1= - 1/b11(b1X+b13Xs + ... +b1oXs) + b1/b1g

Xo= - 1/b2(b11X1+b13Xs + ... +b1nXs) + b2/b2;

X1= - 1/b11(b11X1+b 1%, + ... +b1oXs) + b3/bss

Xn= - 1/ban(b11X1+b12X0 + ... +b1n.1Xn-1) + bo/bin

yazilabilir. Boyle bir sistem,

x= Ax +C (2)

yazilabilir. Dizey notasyonu ile verilen son ifadeyi agik yazarsak,
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0o P b, b

X b11 b11 X b11

x,| |[Po ¢ b ||| P

— bzz bzz + bzz

%) by by o ] | b,

_bnn bnn B L ~nn |
Yukarda verilen A dizeyini,

A=D+L+U (3)

gibi ¢ dizeyin toplami seklinde yazilabilir. Burada, D, bir kdsegen dizeydir (d; =0, i # j), L, alt Gggen

dizey (L;=0, i<j), U, Ust tggen dizey (U;=0, j<i).

ER | c 0 0 .0 0 a, a, . a,
a,, a, 0 0 . O 0 0 a, ay,,
D= ,L=la,, a, O oL,u=0 0 O
L ann_ _anl anZ an3 O_ L O 0 n
(D+ L+U)x=b

Dx +(L+U)x = b

Dx=-(L+U)x+b

Buradan, x bilinmeyen vektor,

x=-D'(L+U)x+D"b (4)
=-D'(L+U) (5)
c=D"b (6)
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Donlstm ile (2) ifadesiyle esdeger oldugu gorilir. Yinelemeli yontemlerde (2) ile verilen ifadenin
sag tarafindaki bilinmeyenler icin bir tahmin yapilir (6rnegin sifir) secilir ve sol taraftaki bilinmeyenler
hesaplanir. Hesaplanan bilinmeyenler bu kez sag tarafta kullanilarak bir sonraki yinelemede elde
edilecek x degerleri hesaplanir. Bu sekilde adimlar (yineleme) ile bilinmeyen x degerleri belirlenecek
bir hassasiyetin altina dislinceye kadar devam ettirilir.

Jacobi yineleme (iterasyon) Yontemi:

Bu yontem toplam adimlarla yineleme yontemi olarakta bilinir. Bu ydontemde ¢6ziimiin bulunabilmesi

icin baslangicta bir x, vektori secilir. Yeni yaklasik kokler:
X1=Ax, + C

islemiyle bulunur ve isleme

X;=Ax; + C

X =Ax.1 + C

olarak devam ettirilir. X, bilinmeyen vektor elemanlari

n
Xi(k) :Z ainJ(k_l) +G i=1:n 7
=t

Bagintisi ile verilir. Burada k, yineleme sayisini gosterir. Yineleme islemine belirlenen yineleme sayisi

kadar veya,

‘Xik _ Xik—l‘
max-———— (8)

i<izn X
i

Yakinsama kriteri ile belirlenir.
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Gauss-Seidel iterasyon Yontemi
Dogrusal denklem sistemi (2) yapisinda verildigini veya uygun bir donlsim ile bu vyapiya
donlstlraldigla varsayilirsa, Gauss-Seidel yonteminde x; bilinmeyenlerinden k. yaklasik degeri

hesaplanirken xi,X,,Xs,...,Xi.1 degerlerinin o ana kadarki hesaplanmis olan k. yineleme degerleri ve X1,

Xi+2,...,Xn degerlerinin de (k-1) yinelemeye kadar olan degerleri kullanilir. Bu islem:

i-1 n
x9=>"a; x¥ + Y a; x Pt i (9)

j=1 j=i+1

Basit bir yineleme islemini x, = Ax.; + ¢ yapisinda yazmak mimkin oldugundan Jacobi

yontemindekine benzer sekilde, Gauss-Seidel ydonteminde,

Dx = -( Lxx + Uxi1) + b veya (D+L) x, = -Ux,.1 +b

yazilabilir. Eger A dizeyi, A = -(D+L) ™" ve c=(D+L)™ b, seklinde ifade edilirse

X = AXxpp +C

yapisina esdeger oldugu gorilir. Yineleme yontemlerinin genel bir 6zelligi olarak; bu yontemlerin
sonuca ulasabilmesi icin A katsayi dizeyinin tiim 6zdegerlerinin birden kiiclik olmasi gerekir. Bunun

olabilmesi icinde normlarinin birden kii¢lik olmasi gerekir. Eger Ax=b dogrusal dizey denkleminde A

katsayi dizeyi pozitif taniml bir dizey ise Gauss-Seidel yéntemi daima sonuca ulasir.
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