ONSOZ

Optimizasyon Teorisinin miihendislik, Tlretim, isletme, ekonomi, haberlesme,
ulastirma, sanayi gibi pek ¢ok alanda uygulanmasi, YA’n1 vazgecilmez kilmustir. Ozellikle
bilgisayarlarin yaygin bir kullanim alanina sahip olmasindan sonra endiistri kesimi de karar
vermede yararli bir ara¢ oldugunu gordiigii Lineer Programlama (LP) konusuna ilgi duymaya
baslamustir. Petrol endiistrisi, problemlerinin karmasiklig1 sebebiyle, LP ile ciddi bir sekilde
ilgilenen ilk endiistri brans1 olmustur [1].

Giliniimiizde, YA asagida sadece bir kagin1 verebilecegimiz yiizlerce farklh
problemlerin ¢6ziimiinde kullanilmaktadir.Bunlar, Fabrika Organizasyonu, Atelye/Tezgah

Optimizasyonu, Proje Yonetimi, kaynaklarin optimum kullanimi sayilabilir.

Bu ders notunu hazirlama amacimiz,lisans seviyesinde egitim veren fakiiltelerde Meslek
Matematigi,Optimizasyon Teknikleri vb.isimler altinda verilen derslere uygun olan ve
lisansiistii egitime Onemli derecede katki saglayacak bir ¢aligma yapmak ve bunu daha da
gelistirerek Optimizasyon Teknikleri kitabini yazmaktir.Bununla birlikte, giincel hayatin her
alaninda uygulamalarina rastladigimiz optimizasyon kavramini 6grencilerimize uygulamalari
ile aktararak bu konudaki bilincin olusturulmas1 ve en giincel yaklasim olan yapay zeka

tekniklerine zemin hazirlanmasi amag¢lanmustir.

Iceriginde  temelde Dogrusal Programlama ile Dogrusal Olmayan Programlama
tekniklerini barindiran bu calismada Ogrencilerimize klasik  optimizasyon teorisinden
ulagtirma problemlerine,gezgin satict probleminden en kisa yol problemine ve simpleks
yontemden atama problemine kadar ¢ok sayida konu ornekler ile desteklenerek ele alinmaistir.
Bu ¢alismanin gerek dersimizi alan 6grencilere gerekse bu konularla ilgilenen herkese faydal

olmasi temennisiyle...

Oneri ve elestirilerini www.tektas@marmara.edu.tr adresine bekliyoruz.

Bu Cennet Vatan igin Sehit Diisenlere Ithafen. ..
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I.GIiRIS
1.0ptimizasyon

1.1. Tammim:En basit anlami ile optimizasyon eldeki kisitli kaynaklari en optimum bigimde
kullanmak olarak tanimlanabilir(1).Matematiksel olarak ifade etmek gerekirse optimizasyon
kisaca bir fonksiyonun minimize veya maksimize edilmesi olarak tanimlanabilir(2). Diger bir
degisle optimizasyon “en iyi amag kriterinin en iyi degerini veren kisitlardaki degiskenlerin

degerini bulmaktir ” (3).

Bagka bir tanimlama ile “belirli amaglar1 gergeklestirmek i¢in en iyi kararlart verme sanati”
veya “belirli kosullar altinda herhangi bir seyi en iyi yapma” (4) olarak da tanimlanan
optimizasyon kisaca “en iyi sonuglan igeren islemler toplulugudur” (5).Optimizasyonda bir
ama¢ da maksimum kar veya minimum maliyeti saglayacak {iretim miktarini kisitlara bagh
olarak tespit etmektir. Giiniimiiziin bilgisayar teknolojisi kadar giincel bir kavram olan
optimizasyon kavrami ¢ok ¢esitli endiistri kesimlerinde uygulama olanagi bulmustur.

Degisen teknolojilerin, sinirli kaynaklarin, artan rekabetin, karmagsik hale gelen sistemlerin
dogurdugu problemlerin klasik yontemlerle (matematiksel veya matematiksel olmayan,
analitik veya sayisal) ¢oziimiinlin gliclesmesi optimizasyon kavramini giincellestiren en
onemli sebeptir.Bu yoniiyle optimizasyonun kullanilmadigi bir bilim dali hemen hemen yok

gibidir (6).

1.2. Tarihce:Gergek hayatta karsilasilan bir¢ok problem igin gelistirilen karar modellerinin
kisitlar1 ve amag fonksiyonlarinda her zaman dogrusal bir iliski kurulamadigindan 1950’li
yillardan sonra gelistirilmeye baglayan ve temelleri 18. ve 19. yiizyillara dayanan yeni analitik
ve sayisal yontemler 1960’I1 yillardan sonra sayisal bilgisayarlarinda destegi ile hizla

cogalmistir.

Ozellikle kimyasal islemlerin siireklilik arz etmesi, planlamacilarin, tasarimcilarin,
mihendislerin, jeologlarin, ekonomistlerin, iktisat¢ilarin, isletmecilerin v.b. kendi
alanlarindaki problemleri ¢6zmek icin yaptiklart caligmalar optimizasyon ve buna bagh
teknikleri hizla ortaya cikarmistir. Benzer sekilde bu tekniklerin amaglandigi alanlara,
sistemin Ozelliklerine, kullanilan matematiksel yontemlere ve kistaslarin tasnifleri agamalar

gecirmistir(3).



Klasik optimizasyon teorisi Cauchy, Lagrange ve Newton tarafindan gelistirilmistir. Newton
ve Leibnitz’ in analiz ¢alismalar1t optimizasyonun diferansiyel hesap metodlarinin
gelistirilmesine katkida bulunmustur. Kisith problemler i¢in optimizasyon metodunu adiyla
anilan Lagrange gelistirmistir. Kisitsiz optimizasyon problemlerini ¢6zmek icin Steepest
Descent (en dik inis,egim) metodunun ilk uygulamasi da Cauchy tarafindan yapilmistir.
Optimizasyon konusundaki bu caligmalar 20. yiizyilin ortalarina kadar ¢ok yavas ilerlemistir.
1950’ lerden sonra sayisal bilgisayarlarin icadi optimizasyonda c¢ok biiylik caligmalari
beraberinde getirerek birgok yeni teori ve metodun ortaya ¢ikmasini saglamistir. Fakat 1960’
i yillarda kisitsiz optimizasyon konusundaki sayisal metodlar sadece Ingiltere’ de
gelistirilmistir (5).

Simpleks metodunu 1947 de Dantzing, Dinamik Programlama Teknigini 1954° de Bellmann
gelistirmistir.Bu ¢alismamizin  esasim  tegkil eden Dogrusal Olmayan Programlama
konusundaki ilk 6nemli ¢caligmalar 1951 yilinda Karush — Kuhn ve Tucker tarafindan optimal
¢Oziim i¢in gerek ve yeter sartlar teorisi bagligi adi altinda

sunulmustur(7). 1960’ I1 yillarda Zoutendijk ve Rosen’ de Dogrusal Olmayan Programlama

sahasinda 6nemli ¢alismalar yapmuslardir.

Dogrusal Olmayan Programlama alanindaki en biiyiik gelisme kisitsiz optimizasyonun bilinen
tekniklerini kullanarak ¢ok zor problemlerin ¢6ziimiini kolaylastiran ciddi caligmalarin
Carroll, Fiacco ve Mc Cormick tarafindan ortaya konmasidir. Geometrik Programlama ise
1960’ 11 yillarda Peterson, Zener ve Duffin tarafindan gelistirilmistir(5).Diizlemsel Kesme
Algoritmas ise 1969°da Zangwill tarafindan ortaya konmustur. Indirgenmis Gradient Metod
ise Wolfe tarafindan 1963’ de gelistirilmistir(8).

1.3.0ptimizasyon Probleminin Ozellikleri ve Céziim Asamalar

Bir optimizasyon probleminin temel 6zelligi li¢ kategoriye ayrilmasidir. Bunlar :

En az bir amag fonksiyonunun optimize edilmesi
Esitlik kisitlari
Esitsizlik kisitlaridir



Yani genel bir optimizasyon problemi:

maksimum (minimum) f(x)

gi(x)SO,(ZO) i=1,2,........m
veya

h;(x)=0 i=m+1,m+2,......... .0

seklindedir.Bu genel tanim altinda amag fonksiyonunun en iyi degerini veren

n — boyutlu ¢6ziim vektoriine model vektori de denir(3).

(1) ile ifade edilen genel problemde f(x) amag fonksiyonunu, g;(x) esitsizlik kisitlar ve
h; (x) esitlik kisitlar temsil eder. n’in sifir olmasi problemin kisitsiz olmas, sifirdan farkh

olmas1 da problemin kisitli olmas1 anlamina gelir.
Genel bir optimizasyon probleminin ¢oziimii alt1 adimda gergeklestirilir.
i.  Islem analiz edilerek islem degiskenlerinin biitiin bir listesi ¢ikarilir.
ii.  Optimizasyon i¢in amag fonksiyonunu tanimlayacak kriter belirlenir.
iili.  Matematiksel ifadelerle kullanilabilir bir islem gerceklestirilir.
iv.  Problem ¢ok biiyiikse;
a) Kontrol edilebilir ve modeli basitlestirilir.
b) Amag fonksiyonu teknigi matematiksel ifadeye uygulanir.
v.  Uygun optimizasyon teknigi matematiksel ifadeye uygulanir.

vi.  Cevaplar kontrol edilir(3).

Biitlin optimizasyon problemlerinin ¢6ziimii i¢in etkili tek bir metot olmadigindan
optimizasyon metotlar1 optimizasyon problemlerinin farkli tiplerinin ¢ozimi i¢in

gelistirilmistir(5).
1.4. Dogrusal Olmayan Programlama

Gergek hayatta karsilasilan bircok problem i¢in gelistirilen karar modellerinin kisitlarindan en
az biri veya amag fonksiyonunun dogrusal olmadigi durumlar i¢in gelistirilen tiim kavram ve

teknikler “Dogrusal Olmayan Programlama” adi altinda incelenmektedir(6).



Dogrusal Olmayan Programlama:

Z=1(x;) =f(X{5 e X)) G=1,2, cccciiiinna.n. , n)
seklinde tanimlanan siirekli ve tiirevlenebilen bir amag fonksiyonunun;

gJ(Xl)SO (XIZO) (i:1,2, ............ ,n)(j=1,2, ............ ,m)

kisitlar1 altinda optimum ¢éziimiinii arastirma yontemidir(9). Dogrusal ve dogrusal olmayan

denklemlerden olusan g j (x;) kisitlart esitlikler veya esitsizlikler seklinde verilebilir.

Soyle ki,
gj(xi)SO =0) =12, iceiinenan. , 1) ve

g;(xj)=0 G=1+1, i, , m)

seklinde tanimlanan kisitlar m tane denklemden olusan bir denklem sistemidir. Bu

denklemlerin 1 tanesi esitsizlik, (m-1) tanesi esitlik denkleminden olusur(10).
1.5. Amac Fonksiyonunun Yorumlanmasi

Amag fonksiyonunun yorumlanmasi konusunda kisitlarda ve (veya) kisitsiz problemde yer
alan degiskenlerin (karar degiskenleri) “en iyi se¢medeki kriter” programlamada amag
fonksiyonu olarak adlandirilir.Pratikte ise kisitlarda ve amag¢ fonksiyonunda yer alacak

degiskenlerin (kit kaynaklarin) en iyi degerlerini bulmak olarak tanimlanabilir(3).
1.6.  Optimizasyon ile ilgili Temel Kavram ve Tamimlar
1.6.1. Fonksiyonlarda Siireklilik Kavram

A. Tek Degiskenli Fonksiyonlarda Siireklilik
Tek degiskenli bir y = f(x) fonksiyonunun bir x) noktasinda siirekli olmasi demek, verilen

€ > 0 sayisia karsilik 6yle bir |h| <0,0 >0 sayisinin bulunmasidir ki;

f(x0+h)—f(x0)‘£8 dir.



B. Cok Degiskenli Fonksiyonlarda Siireklilik

Cok degiskenli bir  z=f(X) = f(X,X5,.ceneeu X.) fonksiyonunun bir x(, noktasinda
stirekli olmas1 demek, verilen ¢ > 0 sayisina karsilik Oyle bir |h|<<5,<5 >0 sayisinin
bulunmasidir ki;
- <
f(x0+h) f(xo) <g  dm.
Burada;

h=(h{,hy,ee. h ) ve G=(01,09 e ,04) >0 dir(11).

1.6.2. Unimodal (Tek deger) Fonksiyon

Verilen bir aralikta bir tek maksimum veya minimuma sahip fonksiyona Unimodal fonksiyon
denir(5). Matematiksel olarak ifade etmek gerekirse: [a,b] araligi iizerinde bir y=f(x)

fonksiyonu tanimlanmis olsun.

pe [a,b] say1sl i¢in;
i) f(x), [a, p] araliginda azalan bir fonksiyon
i) f(x), [p, b] araliginda artan bir fonksiyon
ise y = f(x) fonksiyonuna bu aralikta Unimodal (tek degerli) fonksiyon denir(12).
Eger f(x) fonksiyonu [a, b] araliginda Unimodal fonksiyon ise f(x) minimum degerini
a <c <d <b seklindeki bir [c,d] araliginda alabilir. Bu minimum deger f(c) ve f(d)’ nin
max|[f(a), f(b)]” den daha kiiciik iken garanti edilir (Sekil 1.a - b).
Eger f(c) < f(d) ise [a, d] arali§inin sagindan aralik daraltilir (Sekil 1.a).
Eger f(d) < f(c) ise [c, b] araliginin sagindan itibaren aralik daraltilir (Sekil 1.b).

p

Sekil 1.a Sekil 1.b



1.7.Konvekslik ile ilgili Tanimlar

1.7.1.Konveks Bilesen
S, E,, n—boyutlu éklidyen uzayda bos olmayan bir kiime olsun.

xj€Svea; 20, XA, =1 iken, Xy = 01X +0yXg v, +o, X, olsun.

n
Eger; Xq = Zaixi seklinde elde edilen X noktasina X15X9, X3, X noktalarinin
i=1

konveks (digbiikey) bileseni denir(6).
1.7.2. Konveks Kiime

S, E_, n-boyutlu 6klidyen uzayda bos olmayan bir kiime olsun. S kiimesinin farkli iki

n b
noktasinin konveks (disbiikey) bileseni ile bulunan nokta yine S kiimesinin bir elemani ise S

kiimesine konveks kiime denir(8).(Sekil 2.a-b)

Konveks Kiime Konveks degil
</
Sekil 2.a Sekil 2.b

Matematiksel olarak ifade etmek gerekirse;

X, X; €S, i# ], 0<a<l iken x(=o0x; +(1—k)xj eS(‘v’i;tj)
oluyorsa S kiimesine konveks (disbiikey) kiime denir.
1.7.3.Konveks Fonksiyon
E ., n-boyutlu oklidyen uzayda verilen herhangi iki nokta (x,x,) olsun.Eger asagidaki
esitsizlik E  , n-boyutlu 6klidyen uzayindaki her nokta ¢ifti i¢in gegerli ise f fonksiyonuna

konvekstir denir(13).
(Xl,xz)eEz;OSaﬁl icin; f[(1-a)xy +ox, [ <[(1-a)f(xq)+af(x,)]



1.7.4.Konkav (I¢biikey) (Konveks Olmayan) Fonksiyon
Konveks fonksiyonunun tanimina benzer olarak;

(x1.x5)eEy 0 <@ <1 igin (1 - a)xy +ax, ] 2[(1 - @) F(xq) +af(x,)]
oluyorsa f fonksiyonuna konkav (i¢biikey) fonksiyondur denir.(1.7.3) ve (1.7.4) ile ifade
edilen tanimlar1 geometrik olarak aciklamak gerekirse;

Fonksiyonun yiizeyi iizerinde alinan herhangi iki noktay1r birlestiren dogru,
fonksiyonun temsil ettigi egrinin altinda kaliyorsa fonksiyona konkav fonksiyon, aksi halde
yani yiizey lizerindeki iki noktay1 birlestiren dogru fonksiyonun temsil ettigi egrinin iistiinde

kaliyorsa fonksiyona konvekstir denir(8) (Sekil 3.a-b-c).
Konveks Fonksiyon Konkav Fonksiyon Ne Konveks — Ne Konkav

X X
X1 X2 1 2

X1 X2

(Sekil 3.2). (Sekil 3.b). (Sekil 3.c).

[(T-a)x;+ axz] [(T-a)x;+ ax3] [(T-o)x;+ ax3]
1.8. Optimum Aramada Konveksligin ve Konkavhgin Etkileri

1.8.1. Kisitsiz Maksimum (Minimum)

Eger bir dogrusal olmayan programlama problemi bir f(x) amag¢ fonksiyonunu igerirse ve
ayrica f(x) konveks (konkav) ise uygun bdlge igindeki bir noktada bir tek optimum ¢oziim
vardir ve bu noktada 1. mertebeden tiirevlerin hepsi sifirdir. Ayn1 zamanda bu nokta bir sinir

noktada olabilir. Ayn1 6zellik bu sinir nokta iginde gegerlidir(13).



1.8.2.Kisith Maksimum

Eger bir dogrusal olmayan programlama problemi ayni anda hem bir amag fonksiyonu hem de
kisitlarin bir kiimesinden olusuyorsa optimum ¢6ziimiin tekligi ama¢ fonksiyonu ve kisitlara
baghdir.Eger amag¢ fonksiyonu konkav ve kisitlarin kiimesi konveks ise problemin bir tek
maksimum ¢6ziimii vardir. Bu nedenle herhangi bir sabit nokta mutlak maksimum ¢6ziim

olmak zorundadir.
1.8.3.Kisith Minimum

Eger bir dogrusal olmayan programlama problemi ayni anda bir amag fonksiyonu ve kisitlarin
bir kiimesini iceriyorsa optimum ¢6ziimiin tekligi amac¢ fonksiyonu ve kisitlara baghdir.

Eger amag¢ fonksiyonu konveks ve keza kisitlarin kiimesi de konveks bdlge formunda ise
problemin bir tek minimum ¢6ziimii olacaktir. Bu nedenle herhangi bir sabit nokta mutlak

minimum ¢6ziim olmak zorundadir.

1.8.4.Konkav (Konveks) Fonksiyonun Minimizasyonu (Maksimizasyonu)

Eger bir konveks fonksiyon maksimize (konkav fonksiyon minimize) edilirse optimal ¢6ziim

kisitlar kiimesinin ekstremum noktalarinin yalniz birisinde bulunacaktir.
1.9. Bir Fonksiyonun Gradienti
f(x) = (X1, X9 ;X ) n-degiskenli fonksiyonunu géz 6niine alalim.

Burada, (X{,Xp e ,X ) koordinatlar1 n-boyutlu 6klidyen uzayda X-siitun vektori ile

temsil edilirler(1).

f(x) = (X1, X9 e ,X ) fonksiyonunun gradienti ise V f(x) veya grad f(x) sembolleri ile
gosterilir ve; grad f(x) = VI(x) = ﬁ,ﬁ, ........... ,i
0x1 Ox 0x
1 2 n
of .
veya kisaca; Vi) = . dir. (k=1, 2, ..., n) seklinde tanimlanir.
X
k



1.10. Hessian Matrisi
f(x) fonksiyonunun ikinci mertebeden siirekli tiirevlere sahip olmasi durumunda biitiin
ivej’ ler i¢in;

2 2
of of e .
= esitligi gecerlidir(14).
ox,Ox | ox, 0%, sitligi gegerlidir(14)

J

Bu nedenle f(x) = f(x{,Xp, e ,X.) n-degiskenli fonksiyonunun ikinci mertebeden

kismi tiirevleri;

2
of

f |ox..0x.

1 Jlnxn

seklinde bir matris ile gosterilebilir. Iste bu n x n’ lik H¢ (x) matrisine f(x) fonksiyonunun

Hessian matrisi denir. Bu matris ayni zamanda simetriktir(15). A¢ik¢a yazmak gerekirse;

of of of
S T
ox. Ox 0x 0x 0X
Hp (0= : : :
o't of af
o ax ox ox, T 5
L n Jnxn

II. KLASIK OPTIMiZASYON TEORISi
2. Klasik Optimizasyon Teorisi

Klasik Optimizasyon Teorisi kisitli ve kisitsiz fonksiyonlar i¢in ekstremum noktalarin
belirlenmesinde diferansiyel hesabin kullanilmasini gelistirmistir.Gelistirilen bu metodlar

sayisal hesaplamalar i¢in uygun olmayabilir.

Bu temel baglik altinda kisitsiz ekstremumlarin belirlenmesi i¢in gerek ve yeter sartlari, esitlik
kisitlara sahip problemler i¢cin Karush — Kuhn — Tucker gerek ve yeter sartlarini inceleyip

ornekler vererek aciklayacagiz(11).



2.1 Kisitsiz Ekstremum Problemleri

f(x) fonksiyonunun bir ekstremum noktas1i maksimum veya minimum nokta olarak tanimlanir.

Matematiksel olarak tanimlamak gerekirse;

LR TIS DY S— b)) Gyleki

h j‘ biitlin j’ ler i¢in yeterince kiiclik olmak iizere;

f(x ot h)—-f(x 0 )|<€ sarti saglaniyorsa x () noktasi bir maksimum noktadir(13).

Bir baska deyisle; x () "in komsulugundaki her noktada f fonksiyonunun degeri f(x()) dan

kiigiik ya da esit kalirsa x(y’a f fonksiyonunun maksimum noktast denir. Benzer sekilde;

,h ) oOyleki ‘h biitlin j’ler i¢in yeterince kiigiik olmak

i
iizere; f (XO +h)>f (XO) sart1 saglaniyorsa X noktasi bir minimum noktadir. Yani X ‘1
komsulugundaki her noktada f ’nin aldig1 deger f(x()) degerinden buyiik yada esit kalirsa

X noktasina f fonksiyonunun minimum noktasi1 denir. Asagidaki sekil [a, b] araliginda tek

degiskenli bir f(x) fonksiyonunun maksimum ve minimumlarin tanimlar (Sekil 4).

|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
X

I
I

I

I

I

I

|

X1 X2 X8 > x

QOf= = = = - -

Sekil 4. f(x) fonksiyonunun maksimum ve minimumlar1
Seklimize gore X1,X9,X3,Xy4,Xg noktalan f(x) fonksiyonunun ekstremum noktalaridir. Bu
noktalardan X{,X3 VeXg noktalar1 maksimum noktalar iken Xy VEXy noktalar1 da minimum
noktalandir. f(x g) = max {f(xy),f(x3),f(xg)} oldugundan f(x,) global maksimum veya
mutlak maksimum olarak isimlendirilir. f(x¢)’ ya gore f(x;) ve f(x3) noktalar1 da yerel

maksimum olarak adlandirilir.
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Benzer olarak;

f(xy)= min {f(x,),f(x4)} oldugundan f(x,) noktasi mutlak minimum nokta olarak
isimlendirilirken, f(x,)’ ye gbre f(x4) noktasi yerel minimum nokta olarak isimlendirilir.
x; ile x5 mnoktalart karsilastinildiginda  x; zayif maksimum iken x5 gigcli

maksimumdur. x5 ile x4 noktalar1 karsilagtirildiginda x5 noktasi gii¢lii minimum nokta iken
X 4 noktast X, noktasina gore zay1f minimum noktadir(11).
Genellestirecek olursak;

f(xg+h)<f(x() ise x( bir zayif maksimum

f(xg+h) <f(x() ise x( bir gii¢lii maksimum

f(xo +h)21f(xq) ise xy bir zayif minimum

f(xo +h) > f(x¢) ise xy bir giiglii minimum noktadir.

Burada h daha 6nce tanimlandig1 gibidir. Sekil 4’den de goriildiigi gibi biitiin ekstremum
noktalarda f(x) fonksiyonunun egiminin (1. tlirevi) sifira esit oldugu sonucuna varabiliriz.
Buna karsilik bu 6zellik tek degildir. Yani tersi dogru olmayabilir. f(x) fonksiyonunun egimi
herhangi bir noktada sifir oldugu halde bu nokta ekstremum nokta olmayabilir. Sekil 4’deki xs
noktasi boyle bir noktadir. Yani bu noktada f(x) fonksiyonunun egimi sifir oldugu halde xs
noktasi bir ekstremum nokta degildir.

Iste boyle noktalara, gradienti (egim) sifir olduggu halde ekstremum olmayan noktalara

bikim noktalar: denir.

2.2. Ekstremum licin Gerek ve Yeter Sartlar

n-degiskenli bir f(x) fonksiyonunu goézoniine alalim. f(x) fonksiyonunun her x noktasinda

birinci ve ikinci mertebeden siirekli tiirevlere sahip oldugunu varsayalim.

Teorem-1: Herhangi bir x, noktasinin f(x) fonksiyonunun ekstremum noktast olmasi i¢in

gerek sart; V f(x() =0 olmasidir.

11



Ispat: 0 <6< 1 i¢in Taylor teoreminden;

1
......... f(xg +h)—f(x9) =V f(xp)h +(EthHh|X0 +6h

Yeterince kiigiik |h j| ‘ler i¢in kalan terim (%} hTHh, h jz ’ nin mertebesindedir.

Bundan dolay1 (1) deki agilim;
f(xg +h)—f(xg) = Vf(x¢)h +0.(hj2) =V f(x,y). h
Simdi x, noktasinin bir minimum nokta oldugunu varsayalim. Olmayana ergi

yontemiyle gosterilebilir ki V f(x,) sifira esit olmak zorundadir. x, bir minimum nokta

degil iken 6zel bir j igin;

f f
O1X0) 4 yeya 2EE0) Lo otabitir.
an aXJ
0f(xy)

h ; "nin isareti uygun secilerek h ;. <0 her zaman elde edilebilir.

Xj
Diger h;’lerin kiimesi sifira esitlenerek Taylor agilimindaki kabulden f(x, +h)—f(x,) <0
veya f(x, +h) < f(x,) bulunur. Bu ise x , noktasinin bir minimum nokta olmasi ile gelisir. O
halde V f(x,) = 0 olmak zorundadur.

Bu sonug gerektir fakat yeter degildir. Yani V f(x,) = 0 iken x,bir ekstremum nokta

olmayabilir.

Teorem-2: Sabit bir x noktasinin bir ekstremum nokta olmasi i¢in yeter sart Hessian
Matrisinin (H¢) x,,” daki degeri ile belirlenir.

H (f) | x o > 0 = x, bir minimum noktadur.

H (f) | xo <0 = X, bir maksimum noktadir.

Ispat: 0 < © <1 icin Taylor teoreminden;

idi.

1
f(XO +h) —f(XO) =V f(Xo)h +(E) hTHh‘XO-i-eh

X, bir sabit nokta iken Teorem-1 geregince V f(x() = 0’dir.Buna gore;

f(XO +h) —f(X()) = [%} hTHh‘X()-l-eh olur.

12



X o hoktasini minimum nokta olarak alalim.

Tanimdan; f(x +h) > f(x() dir. Bunun anlami sudur;

X o noktasinin bir minimum nokta olmasi i¢in; (%j hTHh‘ x0+6h> 0 olmalidir.

Ikinci kismi tiirevlerin siirekli olmasini kabulii ile (%j hTH X, ve X +6h’m her ikisinde de

degerlendirildiginde ayni isarete sahip olmak zorundadir. hTHh‘XO bir karesel form olarak

tanimlanir ve X ; noktasinda degerlendirilirse X, “in minimum nokta olmasi i¢in H |y 0 pozitif
tanimli olmalidir.
Bu son ifadenin anlami sudur:Sabit bir x ;noktasinin minimum nokta olmasi icin yeter sart
Hessian Matrisinin bu noktada pozitif tamimh olmasidir. Ayni yeter sart X, ’in maksimum
nokta olmasi icin yapildiginda Hessian matrisinin X ,noktasinda negatif tanimh olmasi
gerektigi sdylenebilir.
Sonug 1: Eger H X, (ANIMs1Z ise x ( bir biikiim noktas1 olmak zorundadir.
Sonug 2: Teorem-1 ve Teorem-2 ile sunulan ifadeler tek degiskenli y = f(x) fonksiyonu i¢in
su sekilde Ozetlenebilir.Herhangi bir x jnoktasinin y = f(x) fonksiyonunun bir ekstremum
noktasi olmasi i¢in gerek sart f ’(x ) = 0 olmasidir. Yeter sart;

f”’(x,) <0 ise x, bir maksimum noktadir.

f’(x,) > 0 ise x , bir minimum noktadir(16).
Eger, f ’(x,) = 0 ise x,’m ekstremum nokta olmasi i¢in yiiksek mertebeden tiirevler
g6zoniine alinmak zorundadir. Bunu asagidaki sonug teorem ile sunabiliriz.
Teorem-3: y=f(x) fonksiyonu verilsin. f(x)’in sabit bir x , noktasinda;

f(n_l)(xo) =0 ve f(“)(xo) # 0 oluyorsa x = x , noktasinda f(x);

n tek ise bir biikiim noktasina sahiptir.n cift ise;

a) f (n)(xo) < 0 ise maksimuma sahiptir.

b) f (n)(xo) >0 ise minimuma sahiptir(11).
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2.3. Cok degiskenli Fonksiyonlarinin Optimizasyonu (Kisitsiz Optimizasyon)

Daha 6nce tanimlandig1 gibi,y=f(x; x2,...X5) n- degiskenli fonksiyonu 2. mertebeden stirekli
kismi tiirevlere sahipken bu fonksiyonun hessian matrisi simetrik bir matris (simetrik

matris: Vi # j olmak {izere aij=aji olan matristir) olup asagidaki gibidir ;

ot ot @t | e of, fT
OX> OX,0X,  OX,0X, f, f, f,
TS P B B
OX,0% OXy  OX,0X,
o’'f o°f o'f . . .
| OX, 0%, O%,0X, X, | Lf T fon
nxn nxn

y=f(X1 X2,...Xn) fonksiyonlarin ekstremumlara sahip olmasi i¢in;

i) Gerek sart:

of of of

V(X5 Xy sees X, ) = gradf (X, X,,., X)) =| —,—5oc.——
(X15 X ) = gradf (X;, X, ) (axlaxz ox

J =0 olmasidir. Bu denklemin ¢6ziimii
olan noktalara sabit noktalar denir,

ii) Yeter sart:x( noktast Vf (x) = 0 sartin1 saglayan nokta(sabit nokta) olsun.Buna gore;

1.Test :
i.  Hf(xg) > 0 (Pozitif tanimh) ise minimum noktasidir
ii.  Hf(xo) <0 (Negatif tanéimh)ise maximum noktasidir
iii. Hf(x¢) tammmsiz ise x, biikiim noktasidir
2.Test:
det(A-A1)=0 n.dereceden bir polinom denklem olup buna f fonksiyonunun karakteristik
polinomu ,bu denklemin koklerine de karakteristikler veya 6zdegerler denir.Buna gore ;

i. Viigin ?Li >0 ise A pozitif tammhdir (A=(ajj)nxn)

ii. Vi icin ki <0Oise A negatif tammhdir (A=(a;j)nxn)

ili.  Diger durumlarda tanimsizdir.
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2.3.1. A matrisinin tamimhhgi:nxn’lik bir A matrisinin tanimhiligin1 belirlemek icin

asagidaki test uygulanir.

a3
dy; Ay ayy

nxn
a a all a12 al] all . aln
A=[ai] ;A2:|: TR A =la, ay, a,; |--Anfa, . a,, | olarak tanimlanir.
a‘21 a'22
a a3y Ay - Apy
2x2 ixj nxn

Bu matrislerin determinantlarinin hepsi pozitif ise A matrisi pozitif tanimlidir . Yani;
i. Vi icin det A>0 ise A pozitif tammhdir.
ii. Viicin (-l)idet A>0 ise A negatif tanimhdir.

ili.  Diger durumlarda tanimsizdir .Nokta biikiim noktasidir.

2.3.2. Konveks,Konkav Fonksiyonunun Hessian Matrisi ile Tayini (D’escartes kurali)
det (A- A1)=0 ifadesi P(A)=0 seklinde A ’ya bagl bir polinom olup;
p(A)’daki isaret degisikligi sayis1 & (pozitif kok sayist)
p(- A)’daki isaret degisikligi sayis1 0 ° (negatif kok sayisi)
ile tanimlanir ve sabit noktanin kimligi ilefonksiyonun konkav yada konveksligi kolayca

belirlenir.

Ornek : f(X],XQ,X3):X1+2X3+X2X3—X12—X22—X32 fonksiyonun ekstremumlarim1 ve konveks yada

konkavligini inceleyiniz

1)Gerek sart: V f(x)=0 olmalidir
i =1-2x1=0 , i =x3-2X,=0 , i =2+x%,-2x3=0
Xl X2 X3

Buradan; x;=1/2 , x,=2/3 , x3=4/3 oldugu goriiliir . xo=(1/2,2/3,4/3) sabit noktadir.
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2)Yeter sart:Bu fonksiyona ait Hessian matrisini olusturalim

fxlfxl fx1x2 fx1x3 _2 0 0
HEx0)=| froy  fro o | ise Hfxo)=| 0 -2 1
fx3x1 fx3x2 fx3x3 0 1 —2

H,=[-2] oldugundan det H;=-2

H,- {_5 02} oldugundan det Hy=4

-2 0 0
Hi| 0 -2 1 | oldugundan det H3=-6
0 1 -2

He(x) negatif tanimlidir xo=(1/2,2/3,4/3) maksimum noktadir

Not:yeter sart icin II. Metot su sekildedir.

-2 0 O 1 00 -2-1 0 0
Det(H-I4 )=|0 -2 11]-20 1 0 = 0 -2-1 1 |=0 ve buradan;
0 1 =20 |0 01 0 1 -2-2

p(A)=(-2- )[(-2- 2 )*-1]=0ise p(A) = =2* = 64> =111 -6 =0 olur.

p(-A)=A —64* +111 -6 =0"dir (3 tane negatif kok vardir , fonksiyon konkavdir yani X,
noktasimaksimum noktasidir)

Ornek : f(x,y)=x"-4xy+y’ fonksiyonunun ekstremumlarini ve konveks yada konkavligim
inceleyin.

Coziim:

1)Gerek sart: Vf (X) =0 olmalidir

ﬂ =2x-4y=0, ﬂ =-4x+2y=0
OX oy

Buradan; x=0, y=0 oldugu gortiliir. xo=(0,0) sabit noktadir.

Yot e Hif )= fxx fxy| |2 -4
)Yeter sart:Hf(x()= Ty =l 4 5

H=[2] ise det H;=2>0
2 -4
Hy= ise det H, = -12<0
4 2

H ¢ tanimsiz oldugundan f fonksiyonu ne konveks nede konkavdir, xobiikiim noktasidir.
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2.yol : det (H-A1)=0

-2 -4 o -2 -4
4 2| 7o 1] |-4 2-2

‘ZO

p(A)=(2-1)-16= 2> =441 -12=0
p-A)=A +441-12=0

A ’larm bir kismu pozitif bir kismi negatif oldugundan biikiim noktasidir.

Ornek: f(x,y,2)=4x>-6y*-2xy+3xz-2y-4yz+1 fonksiyonunun ekstremumlarini bulunuz
Coziim:

Gerek Sart: Vf (x) = 0 olmalidir.Buna gore;

fi=8x-2y+37z=0

fy=-12y-2x-4z-2=0

f,=3x-4y=0 olup buradan x(-6/7,-9/14,13/7) bulunur.

Yeter sart : f,=-2 f,=3 f,=-12 ,f,,=4 ,f,=0 olup Hessian matrisi;

8 -2 3
H=|-2 -12 -4 |elde edilir.
3 -4 0

)
1.test : det [8§] =8 >0 ve det 5 12} =—-100<0 (Hyx) tamimsiz , X, biikiim noktasi ,

fonksiyon ne konveks ne de konkavdir)

2.test : det (A-Al1)=0

8 -2 3 1 0 0 8—1 -2 3
-2 =12 —4|-A4l0 1 0|=0 -2 -=12—A4 —4|=0 ise buradan su bulunur;
3 4 0 0 0 1 3 -4 -1

P(A)=-2" -4 +671+28=0=p(-A)=1" —41> =671 +28=0
iic negatif kok varsa negatif tamimh , 3 pozitif kdk varsa pozitif tanimli bunun disinda

tanimsizdir.
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2.3. Kisith Ekstremum Problemleri:

Bu boliimde sinir sartlar1 ve kisitlariyla siirekli fonksiyonlarin optimizasyonu ele alacagiz. Bu

sinir sartlar1 veya kisitlar denklem formunda olabillir veya olmayabilir(2).
2.3.1. Esitlik Kisitlar

Esitlik kisitlarina sahip amag¢ foksiyonunun optimizasyonu i¢in iki metod gelistirilmistir.
Bunlardan ilki Jacobian (Kisith Tiirevler) metodu, ikincisi ise Lagrange metodudur(11).

Jacobian metodu Dogrusal Programlama i¢in simpleks metodunun bir genellemesi olarak ele
aliabilir. Ger¢ekten de simpleks metodu sartlar1 Jacobian metodundan tiiretilebilir. ikinci bir
metod olan Lagrange metoduda yine benzer olarak Jacobian metoduna benzer bir mantikla

gelistirilmistir. Bu iligki Lagrange metodunun ilging bir ekonomik yorumunu kabul eder.
A) Lagrange Metodu

og 0

duyarlilik katsayilar1 f'nin optimum degeri tizerinde kisitlardaki kiigiik degisikliklerin etkisini
belirlemede kullanilir. Keza bu katsayilar sabittir. Bu 6zellikler esitlik kisitlarina sahip kisith

problemleri ¢6zmek i¢in kullanilir.

h=Vy, J‘1=2—f
g

Buradan; 0f-Adg=0 bulunur. Bu denklem sabit noktalar i¢in gerek sartlarda yeterlidir.

Yani ? , V¢ T ’ye benzer olarak hesaplanir. Bu denklemleri sunmak i¢in daha elverisli bir
g

ifade de biitiin x; ’lerin kismi tiirevleri alinmak suretiyle elde edilir.

Boylece;
0 :

—(f-Ag)=0 G=1,2, . cccnn.... , 1)

OX;
g = 0 kisit denklemleri ile bu son denklem x ve A ’nin uygun degerlerini kabul eder ki sabit
noktalar i¢in gerek sartlar kafidir.Esitlik kisitlarina sahip optimizasyon problemlerinin sabit
noktalarinin belirlenmesi islemi Lagrange islemi olarak adlandirilir. Bu metodu formulize
eden ifade;

L(X,4)=1x)- 4 g(x) ile verilir.
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Burada L fonksiyonu Lagrange fonksiyonu ve A parametreleri de Lagrange ¢arpanlari olarak

bilinirler.

denklemleri Lagrange fonksiyonu icin gerek sartlarin olusturulmasinda direkt olarak
kullanilir. Bir bagka deyisle, g(x) = 0 kisitlar1 ile f(x) fonksiyonunun optimizasyonu
L ( X, A4 ) Lagrange fonksiyonunun optimizasyonuna esittir. Simdide Lagrange metodu i¢in

yeter sartlar1 ispatsiz olarak tanimlayalim.

e )
Q (m+n)x(m+n)

Burada;
Vg (%)
Vg, (x 2
po | e ve Q=|LLM (V¥ i igin)
. aXi .OX :
] (nxn)
Vg

(mxn)

Iste bu sekilde tanimlanan HPB matrisine sinirlandirilmis Hessian Matrisi denir(11).

Verilen bir (X,,A,) noktasinda HP® sinirlandirilmis Hessian Matrisi ve L (X,)) Lagrange
fonksiyonu degerlendirilirse;

1) Eger H®, 2m + 1)’inci mertebeden temel mindr determinant: ile baslayan ve (n-m)’inci
mertebeden temel mindr ile son bulan determinantlarin isareti (—1)™"ile degisiyorsa

(X{,A) bir maksimum noktadir.

2) Eger H®, (2m + 1)’inci mertebeden temel mindr determinantr ile baglayan ve (n-m)’inci
mertebeden temel mindr ile son bulan determinantlarmn isareti (—1)™ ile ayni isarete sahipse

(X,A) bir minimum noktay1 belirtir(18).
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Bu sartlar bir ekstremum noktay1 tanimlamak i¢in yeterlidir fakat gerek degildir. Bir baska
deyisle bir sabit nokta yukaridaki sartlar1 saglamaksizin ekstremum nokta olabilir.
Bu metodun dezavantaji islem akisinin hesaplama olarak pratik kararlar i¢in uygun

olmayisidir. Bunun igin;

0 P
AZ(PT Q—HJ

matrisini bu sekilde tanimlayip (X,,A,)noktasinda degerlendirelim. Burada P ve Q daha
once tanimladigimiz gibi, p ise bilinmeyen bir parametredir.

| A | =0 determinantin1 gézoniine alirsak;
| A | = 0 polinom denkleminin (n -m) tane u; reel kokiiniin herbiri i¢in;
a) | A | <0 oluyorsa (X,,A,) bir maksimum noktadir.

b) | A | > 0 oluyorsa (X,,A,) bir minimum noktadir.

2.3.2. Esitsizlik Kisitlar

Bu boliimde ilk olarak Lagrange metodunun genislemesini ele alacagiz. Yani smirli bir
anlamda esitsizlik kisitlarin1 gozoniine alarak Lagrange metodunu genisletecegiz. ikinci
olarak ise esitsizlik kisitlarina sahip problemlerin analitik ¢6ziimii i¢in Karush-Kuhn-Tucker

gerek ve yeter sartlar1 sunulmaktadir.

A. Lagrange Metodunun Genisletilmesi

Max z = f(x)
Kisitlar g.(x)<0 (=12, ........... , m)

x. >0

problemini gézoniine alalim.Lagrange metodunun genisletilmesinin esas1 sudur:
Eger f(x)’in kisitsiz optimimu biitlin kisitlar1 saglamazsa, kisitli optimum ¢6ziim uzayimin bir
sinir noktasinda olmak zorundadir. Yani denklem formunda m kisitta yeterli olmak
zorundadir.Buna gore islem adimlar su sekilde 6zetlenebilir.
Adim 1: Maksimum z = f(x) kisith probleminin ¢6ziimiinde eger sonug¢ optimum biitiin

kisitlarda yeterli ise k = 1 alinip adim 2’ye gegilir.
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Adim 2: Herhangi k kisit isleme sokulur ve f(x), k aktif kisit i¢cin optimize edilir. Eger sonug,
kalan kisitlar itibariyla uygunsa dururuz. Bu bir yerel minimumdur. Bir baska deyisle diger
aktif k kisit isler hale getirilip adim tekrarlanir. Eger alinan k aktif kisitinin biitiin kiimeleri

uygun bir ¢oziim kars1 gelmeksizin ayni anda gozoniine alinirsa adim 3’e gegilir.

Adim 3: Eger k = m ise dur. Uygun ¢6ziim yoktur. Yani k = k + 1 teskil edilerek adim 2’ye
geri dontiliir. Bu islemin 6nemli bir noktasi sik sik ihmal edilmektedir. Bu nokta problemin
uygun davrandiginda bile mutlak optimum garanti edilememesidir. Diger bir 6nemli nokta ise
p < q i¢in f(x)’in optimumunun p esitlik kisit icin her zaman q esitlik kisittan daha kolay

saglanmasi gibi yanlis bir kaniya varmaktir.
B.Karush — Kahn — Tucker Sartlari

Karush, Kuhn ve Tucker tarafindan gelistirilen bu sartlar esitsizlik kisitlarina sahip dogrusal
olmayan kisithi bir problemin sabit noktalarini tanimlamak igin gerek ve yeter sartlari
sunar(19).Metoddaki gelisme temelde Lagrange metodu iizerindedir(11). Asagidaki esitsizlik

kisith problemi gézoniine alalim.

i)Gerek Sartlar

maksimum z = f(x;)

kisitlar g(x) <0
xi =20

Esitsizlik kisitlar negatif olmayan aylak degiskenlerin yaklagik toplami olarak
denklemler iginde doniistiiriilebilir.
S=(S1,S7, e ,Sm) T ve 87 =(8;2,85%, . ,S;>) T tanimlayalim.
Burada, m esitsizlik kisitlarin toplam sayisidir. Buna gére Lagrange fonksiyonu;
L(X,S,A)=f (X)—Xlg(x)+82J olarak tanimlanir. Verilen kisitlar (g(x) < 0)
optimallik i¢in gerek sarttir. Yani;
A’nin negatif olmama ( pozitif olmama ) durumu maksimizasyon ( minimizasyon )

problemleri igin verilen g(x) < 0 kisitlarinda optimallik i¢in gerek sarttir. Burada sadece
maksimizasyon durumunu ele alalim.
f'nin g’ye gore degisim orani A ile 6lciildiiglinden; A = Z_f “dir.
g

Bu son ifadenin sag tarafi g < 0 oldugundan artar ve ¢6zlim uzay1 daha az sinirlanmis olur.
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Buna gore, f azalmaz, bu A > 0 demektir. Benzer olarak, minimizasyon i¢in f artmaz ki bu
A < 0 demektir. Eger kisitlar esitlik halinde ise [g(x = 0)] ise A isarette sinirsiz olur.
Bu A fzerindeki kisitlamalar Kuhn — Tucker sartlarimi kismen kapsamaktadir. Simdi

Lagrange fonksiyonu L ( X, S, 4 )’nin sirasiyla X, S ve 4 ’ya gore kismi tiirevlerini alalim.

S—)I;=Vf(x)-ng(x)=0 .................. (1)

%:—M, S S @ (=12, ..., m)
oL __ 2 ]2

= [ex)+82 |20 oo 3)

(2) ile ifade eden denklemden takip eden sonuglar agiga cikar.
a) A; >0 ise Si2 = 0 ’dir. Bu demektir ki esitlik kisit yoktur.

b) Eger S;” >0 ise A, =0 dr.
Yani; A; = ot _ 0 ’dur.
og;
(2) ve (3) ile ifade edilen denklemlerin kiimesinden;

Aigi(x)=0 i=1,2,.......... , M)
Bu yeni sart esas itibariyla A; >0’a gore tekrarlanacak olursa g;(x)=0 veya 812 =0 dr.

Benzer olarak; eger g;(x)<0= Si2 >0 ve A; =0 dur.
Asagida Ozetlenecegi gibi X ve A icin Karush — Kuhn — Tucker sartlar1 yukaridaki
maksimum probleminin bir sabit noktasi olmasi i¢in gerektir. Buna gore;

Maksimum nokta i¢in;

A>0
Vix)-AVgx)=0
Aigi(x)=0 i=1,2,......... , m)
g(x)<0

Ayni sey minimum durum i¢in uygulanirsa A <0 olmak zorundadir. Hem maksimum hemde
minimum durumda, esitlik kisitlarina gore Lagrange carpanlari isarette sinirsiz olmak

zorundadir.
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ii) Karush — Kuhn — Tucker Yeter Sartlar
Eger amag fonksiyonu ve ¢oziim uzay1 konvekslik ve konkavlik ile ilgili kesin sartlara sahip
ise Karush — Kuhn — Tucker gerek sartlar1 ayn1 zamanda yeterdir.
Bu sartlar1 agagidaki gibi 6zetleyelim (Tablo 1).
Tablo.1

Gerek Sartlar

Optimizasyon Cesidi
Amag Fonksiyonu Coziim Uzay1
Maksimizasyon Konkav Konveks Kiime
Minimizasyon Konveks Konveks Kiime

Tablo 1°den de anlasilacag1 gibi amac fonksiyonu ister konveks isterse konkav, ¢éziim uzay1
konvekstir.Bu sartlar1 saglamak i¢in asagidaki genel dogrusal olmayan programlama
problemini gézdniine alalim.

(maksimum / minimum)

kisitlar; g2.(x)<0 i=12,...... ,T)
g.(x)=0 i=r+1Lr+2,......... ,P)
g,(x)=0 i=p+l,p+2, ......... , m)

r p m
L(X,s,M:f(x)-in[gi<x>+si2]— in[gi<x>+siz]— > higi(x)
i=1

i=r+1 i=p+l1

Burada A

19

1 kisittaki Lagrangegarpanlar1 gosterir. Boylece Karush — Kuhn — Tucker yeter

sartlarini belirlemek icin gereken bilgiler bir tablo ile gdsterilecek olursa;

Tablo.2
Optimizasyon Gerek Sartlar
esidi
RS ) | & A

tMaksimizasyon|  Kankaw Konveks =0 l1=i=r
Konkay =0 r+lsiip
Lineer SINIFSIZ pt+l1Li sm

tinimizasyon Konveks Konveks =0 1<i<pr
Kaonkay =0 r+l12isp
Lineer SINIFSIZ p+l1izim
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Tablo 2’deki sartlar Tablo 1’deki sartlarin genellemesini tarif eder. Minimizasyon durumda
L ( X, S, A1) konveks, maksimizasyon durumda L ( X, S, 4 ) konkav fonksiyondur. Bu
genisletilecek olursa;
i.  Eger g;(x) konveks ve A >0 ise A;g;(x) konvekstir.
ii. Eger g,(x) konveks ve A <0 ise A;g;(x) konkavdir.
Unutulmamas1 gereken birsey de dogrusal fonksiyonun hem konveks hemde konkav bir

fonksiyon olmasidir.

Sonug:

Kisith dogrusal olmayan problemlerin ekstremumlarii yerlestirmek icin gelistirilen Klasik
Optimizasyon Teorisi sayisal hesaplamalar i¢cin uygun degildir. Fakat bu teoriler hesap
algoritmalarim gelistirmede temel teskil ederler. Oyle ki Kuadratik Programlama Karush —

Kuhn — Tucker gerek ve yeter sartlarin1 kullanan mitkemmel bir 6rnektir.
III. DOGRUSAL OLMAYAN PROGRAMLAMA ALGORITMALARI

3.1. Optimizasyon Metodlarinin Genel Tasnifi

TASNIF

Klasik Optimizasyon Metodlar1

Lagrange Carpanlar Metodu

Jacobian (Kisith Tiirevler) Metodu

Karush — Kuhn — Tucker Metodu (5, 11, 20)
Statik Optimizasyon Metodlari

Bir Boyutlu Kisitsiz Optimizasyon Metodlar
Arama Metodlar1

Fibonacchi Arama Metodu

Altin Oran Metodu

Ayrmtili Arama Metodu

Catallasma Arama Metodu

Sinirsiz Arama Metodu

Karesel Interpolasyon Metodu

Rastgele Arama Metodu (1, 5, 12, 21,28)
Gradient Metodlar
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Newton Raphson Metodu

Secant Metodu

Kiibik Interpolasyon Metodu

Direkt Kok Metodlari

4.1- Ikiye Bolme Metodu

4.2- Kirigler Metodu

4.3- Deneme Metodu

4 4- Iterasyon Metodu (2, 12, 22)

Cok Boyutlu Kisitsiz Optimizasyon Metodlar1

Arama Metodlar

Hooke ve Jeeves Metodu

Nelder ve Mead Metodu

Spendly, Hext ve Himswort’un Simpleks Metodu
Kompleks Metodu

Izgara - Ag Metodu

Dongiisel Koordinat Metodu

Rosenbrock Metodu (1, 5, 8, 21, 23, 24, 28)

Gradient Metodlar

Davidon - Fletcher - Powell Metodu

En Dik Inis (Cikis) (Egim) Metodu

Fletcher - Reeves Metodu

Smith Metodu

Newton Metodu

Birlesik Dogrultuda Hareket Metodu (1, 3, 5, 8, 24, 25, 27, 30)
Dinamik Optimizasyon Metodlar1

Minimum Yol Problemi

2- Dinamik Programlama, Genel Matematiksel Optimizasyon, Optimallik flkesi
3- Kesikli Karar Modelleri, Dogrusal Olmayan Siirekli Modeller
4- Dinamik Programlama ve Fonksiyonlarin Optimizasyonu
5- Kesikli Maksimum {lkesi (3, 21, 26)

Cok Boyutlu Kisith Optimizasyon Metodlari

Yar1 {lmikleme
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Gradient Yansitma Metodu

Ceza ve Engel Fonksiyon Metodlar1

Ardisik Kisitsiz Optimizasyon Teknigi (SUMT)
Frank Wolfe Algoritmasi (1, 3, 5, 8, 21, 26, 29)
Ozel Programlama Tipleri

Karesel Programlama

Geometrik Programlama

Ayrilabilir Programlama

Tamsayili Programlama

Tahmini Programlama

Amag Programlama
Lineer Carpanlar Metodu (5, 8, 11, 24)
3.2. Secilen Dogrusal Olmayan Programlama Tekniklerinin Secim Sebepleri

Bu calismada ele alinan Newton — Raphson, Nelder — Mead, Gradient, Frank — Wolfe ve
SUMT metodlarinin diger optimizasyon metodlari i¢indeki yerleri ve dnemleri agisindan ele
alimdiginda denilebilir ki, bunlar genel siniflandirma iginde kisitsiz, kisith, direkt (dogrudan

arama = tlirevsiz) ve indirekt (tiirevli = gradient) yontemleri su noktalarda temsil ederler.
3.2.1. Newton Yontemi:

Kisitsiz tek degiskenli y = f(x) fonksiyonunun optimum noktasim1 bulmada yerel olarak
(lokal) karesel bir yakinsaklik gosterir. Karesel bir fonksiyonda minimuma bir iteresyonda
ulagir. Cok degiskenli fonksiyonlar i¢in bir indirekt metod olarak ikinci kismi tiirevlerden elde
edilen bilgi ile ikinci (karesel) yaklagimi kullanarak minimizasyon (veya maksimizasyon) icin

hizl1 bir yontem olarak kendini gosterir.
3.2.2. Nelder - Mead Metodu:

Tiirevleri kullanmaksizin bir arama dogrulltusunda degerlendirilecek f(x) fonksiyonunun
diizenli geometrik sekil (simpleks) kullanarak kdse noktalarinin se¢imini formiile eder. Bu
yontemle siirekli olarak arama ile daha etkili bigimde daha karmasik sekille (n + 1) kose

noktalarini degerlendirerek fonksiyonun minimumunu bulur.
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3.2.3. Gradient Metodu:

Kisitsiz ve kisith fonksiyonlarda tiirevleri kullanarak optimum dogrultuda ve adim
biiytikliigiinde ilerleyerek minimuma veya maksimuma en hizli bigimde ulagir (steepest

descent - ascent). En 6nemli 6zelligi f(x)’in dlgegine gore ¢ok duyarli olmasidir.

3.2.4. Frank - Wolfe Metodu:

Kisith fonksiyonlar1 gradient yontemi ile dogrusal forma sokup dogrusal programlama ile
¢Oziimiine hazirlik yapar. Dogrusal olmayan amag¢ fonksiyonu ve dogrusal kisitli problemi
genellestirilmis Indirgenmis gradient yontemi ile dogrusallastirma islemini yiiriitiir. En sik

kullanilan karesel programlama i¢in ideal bir yontemdir.
3.2.5. SUMT (Ardisik Kisitsiz Optimizasyon Teknigi):

Cok degiskenli sistemlere ceza — fonksiyonu yontemini uygulama Fiacco ve McCormick

tarafindan ilk defa ele alinmis olup Zangwill’in katkilariyla su sartlar gelistirilmistir.

1.  madet g;(x) =0 formunda kisit
ii.  En az bir olurlu ¢6ziim
iii.  Amag ve kisit fonksiyonlar: stirekli
iv.  Kisith problemin kisitsiz hale doniistiiriilmesi ile olusan yeni problemin igerdigi K

gibi pozitif ceza sabiti E gibi bir yakinsaklik dlciitii.

Bu yontemlerin genel degerlendirilmesi sonucu soyle Ozetlenebilir. Ceza maliyet temelli
(SUMT gibi) yontemler en az bir yerel optimuma yakinsama 6zelliginden dolayr muhtemelen

en kuvvetli yontemlerdir. Bu durum 6rneklerde goriilecektir.
3.3.Secilen Tek - Cok Degiskenli Arama - Gradient Metodlar1
3.3.1. Newton Metodu:

Bir boyutlu problemler igin gelistirilmis Newton - Raphson metodunun n-boyutlu
problemlerdeki karsiligi bir gradient arama metodu formundadir. Bu arama Kkaresel
yakinsakligin arzu edilen nitelige sahip olmasina ragmen ikinci kismi tiirevlerinin ve ters

matrisinin belirlenmesini gerektirir.
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Varsayalim ki, x = x* gegerli arama noktasmin civarinda f(x), f,(x) kesilmis Taylor serisi

agilimi ile verilsin. Buna gore;

n K n n
fS(X) = f(xk)+z %(Xi —Xik)-l—%z Z aij(Xi _Xik)'(xj —Xjk)
i=1 i

i i=1 j=1

f(x) = f(x) (M

o f

Burada; a; =a; = ———
8xi.6xj X=X

k 2

f,(x) karesel fonksiyonunun sabit noktalariasagidaki klasik yaklasim ile;

of,(x)  of(x"
0X,, 0X,,

)+lzami(xi _Xik)+lzamj(xj _Xjk)
2’n:I 2’j:I

6fs(x):5f(xk)+ u

k

a . . — . cee 3
o ox. T2 mi (X5 —X0) 3)
afs(x):() (m=1, 2,....... , 1)
0Xp,

seklinde elde edilir.(3) ifadesi matris formunda sunuldugunda;
AF(x—x") = —Vix*)=-g" ... (4)

(4) ifadesinde A, (nxn) tipinde bir kare matris olup;

A1 A1 cerennnen Adn
K A91a92) eennennn don
A*=| . . .

A1 A ceeeeenns nn (an)

(A")™" ters matrisinin var oldugunu farz edelim. Buna gore (4) ifadesinin her iki yamim
(A¥)™ ile carpar ve x yerine x ¥ yazilirsa;
p y y
(AT A -x) =-(aF) g (5)
elde edilir. Bu son ifadeyi basitlestirirsek;

Xk+1=Xk-(Ak)_l.gk (6)
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seklini alir. Bu son ifade genelde bir gradient arama islemini belirtir. Simdi bu genellemeden
sonra Newton arama metodunun bir iterasyonunda yapilmasi gereken islem adimlarini

ozetleyelim.

i) ilk olarak n elemanlh gradient x = x*’da hesaplanir.

n.n+1)
2

ii) Ikinci olarak ise a;;’lerin sayisi olup bunlar f(x)’in kismi tiirevlerine

gore X = x**da belirlenir.

iii) Son olarak A* kare matrisinin tersi (Ak)’1 hesaplanir.

3.3.1.1. Bir Boyutta Newton — Raphson Arama:

Tek degiskenli y =f(x) fonksiyonu verilmis olsun ve bu fonksiyonun ikinci mertebeden siirekli
tiirevlere sahip oldugunu varsayalim. f(x) fonksiyonunun sabit noktalari;

%E £'(x)=g(x)=0

denklemi x’e gore ¢oziilerek bulunur. Bir boyutlu problemlerde Newton - Raphson bir ardisik
islem teknigidir. Oyleki g(x) = 0 denkleminin sifirlarmi bulmakta kullanilir.

Tek degiskenli fonksiyonlar i¢in klasik yaklasim, f(x)’in doniim noktalarindaki x
degerlerini f (x)=0 esitliginin ¢oziimleri gibi bulur. Yaklasik y=f (x) egrisi ortalama
¢oziimiiniin bulunmasini saglayabilir.Eger f (a) ve f (b) "nin ters isaretlere sahip oldugu a ve

b gibi iki bulunabilirse, bu tahmin kesin siirekliligi mecbur kilar. Bu aralikta a < o < b sartina

uyan bir o kokii olacaktir. (Sekil 6)

fi X) f(X) y= Q(X)
A
y=f(x
Q (xy) =y,
P(x,.Y,)
» X 0 % X
K /T Ax,0
Sekil 6 Sekil 7
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Newton metodu kabaca Q(x) denkleminin tahmini kokiinii bulmay1 saglar. [Q(X) =f (x)]

Sekil 7°deki P noktasinin apsisi olan x, noktas1 Q(x)’in tahmini bir kokii olsun. PT,
y =Q(x) egrisinin P noktasindaki tanjant1 ve T noktas1 bu tanjant dogrunun x - eksenini
kestigi nokta olsun. Buna gore OT genellikle K ger¢ek kokii i¢in x, noktasindan daha iyi bir

tahmin olacaktir.

Boylece; OT=0A-TA =x,-TA
: Q(x,)
%:TanG:Q (XO):>TA PA Q (X )=—"—""
TA Q (x,)
=TA = Qxo) iken TA =x, — X,
Q (x9)
=X, —X, = Q‘(XO)
Q (x9)
=X =Xy — Qi) elde edilir.
Q (x9)
Bu son ifadeyi genisletecek olursak;
Xk+1=Xk_M k:(),l, ....... ,1’1
Q (x)
veya tek degiskenli y =f(x) fonksiyonu i¢in Newton — Raphson formiilii;
f
xk+1—xk— (Xo) k=0,1,....... ,n) olur.
f'(xq)

Boylece Newton metodu bu son formiilasyon ile bir ardigik iglem haline gelmis olur ve bu

islem x, ., ile x, arasindaki fark (hata pay) istenilen hassasiyete ulasinca son bulur.

3.3.2. Nelder ve Mead Metodu

Nelder ve Mead Metodu Spendly, Hext ve Himsworth’un simpleks metodunun genisletilmis
bir seklidir(1). Bu metod adindan da anlasilacagi gibi cok degiskenli bir fonksiyonun
optimizasyonunu bulmak i¢in Nelder ve Mead tarafindan tasarlanmis bir simpleks metoddur.
Bu metotda (n + 1) adet nokta, bir diizenli simpleks (basit ve diizenli) olarak bilinen n-boyutlu
Oklidyen uzayda karsilikli olarak konulur. Bu nedenle iki boyutta simpleks bir
dortyiizliidiir(12).
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Iki boyutta bu metod {icgenin kdselerinde fonksiyon degerlerini karsilastiran bir model arama
metodudur. Iki degiskenli bir z =f(x,y) fonksiyonunun minimizasyon durumunu gozdniine
aldigimizda, tiggenin en kotii kosesinde (w = worst vertex) z = f(x,y) fonksiyonunun degeri
en biiytiktiir.
Bu nedenle, bu en kotii kose yeni bir nokta ile yer degistirir. Boylece yeni bir iiggen elde
etmis oluruz. Artik arama islemi bu yeni liggen icinde devam ettirilir ve bdylece bu islem kose
nokta degerinde fonksiyon degerinin gittikce kiiciildiigii bir iicgenler dizisine doniisiir.
Islem iicgenlerin kiigiilerek bir noktaya yaklasmast ile son bulur ki bu nokta istenen minimum
noktadir. Iki degiskenli z=f(x,y) fonksiyonu icin gelistirilen bu metod n-degiskenli
£(x) =1(X|,Xg,eeemeee ,X,) fonksiyonuna genellestirilebilir. Nelder ve Mead’in gelistirilmis
oldugu bu metod etkili ve hesap agisindan kisadir.
Bu metodda simpleksin hareketi ii¢ temel islem (Reflection- Yansitma, Expansion-Biiylime-
Genisleme) ve (Contraction-Biiziilme-Kisalma) ile saglanir. Simdi bu iglemleri sathalarn ile
agiklayalim.
i) Baslangic Ucgeni BGW: (Initial Best Good Worst Triangle)

Min z=1f(x,y) fonksiyonunu gozoniine alalim. Bir {iggenin verilen ii¢ kosesi ile

isleme baglayalim.

Sonra bu ti¢ kose noktanin herbirinde fonksiyon degerlerini bulalim ve buna z, =f(x,,y,)
(k = 1, 2, 3) diyelim. Bu degerleri de biiytikliik sirasina gore z, <z, <z, olacak sekilde
siralayalim. Ucgenin kdse noktalarini;

B=(x,,y,),G=(x,,y,), W =(x3,y;) ile gosterelim.Burada;

B = Best Vertex = En iyi kdse nokta
G = Good Vertex = Sonraki en iyi kose nokta

W = Worst Vertex = En kotii kose nokta olarak tanimlanabilir.

B noktasi maksimum durumunda foksiyonda yerine kondugunda en biiylikk fonksiyon
degerine sahip iken ayni nokta minimum durumunda ise en kiiclik fonksiyon degerine

sahiptir.
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Iyi Kenarin Orta Noktasi:lyi kenardan maksat {iggenin B=(x,,y,)veG =(X,,y,)
noktalarint birlestiren dogru pargasidir. Bu dogru pargasinin orta nokta koordinatlarida

B=(x,,y;)veG =(x,,y,) noktalarmin koordinatlarinin ortalamalar1 alinarak asagidaki

sekilde bulunur.

M= B+G :(Xl +X5 ’yl +y2]
2 2 2

R Noktasim1 Kullanarak Yansitma islemi:

W noktasi ile B noktasi arasindaki BGW {iggeninin kenar1 boyunca hareket ettigimizde f(x ,

y) fonksiyonu gittikce azalan bir grafik ¢izer. Benzer olarak W noktasindan G noktasina

dogru iiggenin bu kenar1 boyunca hareket ettigimizde f(x , y) fonksiyonu yine azalan bir

grafik ¢izer. Bu nedenle B ve G noktalarmi birlestiren dogrunun kars1 kenar1 iizerinde W’ya

uzak noktalarda f(x , y) fonksiyonu ¢ok kii¢iik degerler alir. Bunu test etmek i¢in R noktasini

BG kenarindan gegecek sekilde yansitarak elde edebiliriz.

R noktasmi belirleyebilmek icin ilk olarak BG kenarinin M noktasim1 daha Once

tanimladigimiz gibi tespit ederiz. Ikinci olarak W ile M noktalarini birlestirerek bir dogru elde

ederiz. Bu dogrunun uzunluguna d dersek, son olarak M noktasindan d uzunlugunda bir dogru

gizeriz ve bu dogrunun bittigi noktaya R deriz. Boylece yansima islemini kullanarak R

noktasini elde etmis oluruz(Sekil 8).

Sekil 8

Sekilden de goriilecegi gibi R noktasinin vektorel notasyonu;

R=M+ M - W)=2M - W seklindedir.
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Genisleme Islemini Kullanarak E noktasim1 Elde Etmek:

Eger R’deki fonksiyon degeri W’deki fonksiyon degerinden daha kiiciikse yani f(R) < f(W)
ise minimuma dogru bir yonde hareket ederiz. R noktast minimum noktaya uzak olabilir. Bu
nedenle M noktasindan R noktasina olan dogruyu R noktasindan ayni d uzunlugunda

genislettigimizde bitim noktasi E’yi elde ederiz.

Boylece biz BGW liggeninden genisleme islemi ile BGE {iggenini elde ederiz.(Sekil 9)

Sekil 9

Eger E noktasindaki fonksiyon degeri R noktasindaki fonksiyon degerinden daha kiigiik ise
yani f(E) < f(R) ise, R’den daha iyi bir kdse bulmus oluruz.Genisleme islemi ile elde ettigimiz
(Sekil 9)’daki E noktasina ait vektdr formiilasyonu;

E=R+ (R -M)=2R - M’dir.
Daraltma (Biiziilme) islemini Kullanarak C noktasinin Elde Edilmesi:
Eger R noktasindaki fonksiyon degeri W noktasindaki fonksiyon degeri ile ayni ise yani,
f(R) = f(W) ise, bagka bir nokta test edilmek zorundadir. Fonksiyon M noktasinda kiiciik
olabilir fakat biz M ile W’yi yeniden yazamayiz ¢iinkii yeni bir tiggen elde etmek zorundayiz.
WM ve MR dogrularinin orta noktalarina sirastyla C1 ve C2 dersek yeni tiggenimiz BGC

olur. Burada BGC1 veya BGC2 olmas1 iki boyutlu durumunda farketmez. Fakat ¢ok boyutlu
durumda farkader (Sekil 10).
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T - R

Sekil 10

Ucgenin B noktasina Dogru Daraltilmasi:

Eger C noktasindaki fonksiyon degeri W noktasindaki fonksiyon degerinden daha kiiciik
degilse yani f(C)<f(W) ise G ve W noktalar1 B noktasina dogru daraltilmak zorundadir.
(Sekil 11) Bu daraltma islemini ilk adimda G noktasi yerine BG dogrusunun orta noktasi olan
M noktast ve W noktasi yerine BW dogrusunun orta noktasi olan S noktas1 alinir. Sonraki
ardisik islem adimlar1 B noktasina dogru hep orta noktalar alinarak devam ettirilir. islem B

noktasi elde edildiginde son bulur. (Sekil 11)
R

Sekil. 11

Her bir adim icin mantiksal kararlar:Yukarida acgiklanan her bir adimda yeni bir kose
bulunur ve bu W ile degistirilir. Bunu bir algoritma olarak su sekilde agiklayabiliriz.
f(R) < f(G) ise Satha - 1
f(R) < f(G) ise Saftha - 2 diizenlenir.
Safha 1: Yansima veya Genisleme

f(B) < f(R) = W yerine R alinir.

f(B) <f(R)= E ve f(E) hesaplanur.

f(E) < f(B) = W yerine E alinir.

f(E) <f(R) = W yerine R almur.
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Safha 2: Biiziilme veya Daralma

f(R) < (W)= W yerine R alinir.

Sonra C=

almir ve f(C) hesaplanir.

f(C) < (W)= W yerine C alinir.
f(C) < f(W) = S yerine f(S) hesaplanir.
W yerine S ve G yerine M alinir(12).
Ornek: iki Boyutlu Problemler icin Nelder - Mead Metodu

Coziim:
Degisken Sayis1 12
Iterasyon Say1s1 215

[1]. Min [2]. Max .1
Amag Fonksiyon X + Xy’ - 3xy
Vektor Elemanlart

1. Vektor Elemanlart : (0.0000, 0.0000)

2. Vektor Elemanlari : (2.0000, 0.0000)

3. Vektor Elemanlari 2 (2.0000, 1.0000)

k1B(xk, yx) G (X, yi) W(xi,yx) F (xk, i)

1 [(2.0000, 1.0000) [(2.0000, 0.5000) (1.0000,0.5000) 0.00000000000
2 |(1.0000, 0.5000)  [(1.5000,0.5000) (1.5000,0.7500) -0.75000000000
3 [(1.5000, 0.7500)  |(1.5000,0.6250) (1.2500,0.6250) -0.84375000000
4 ((1.2500, 0.6250)  [(1.5000,0.7500) (1.1250,0.8125) -0.87890625000
5 1(1.1250,0.8125) 1.2500,0.6250) (1.3438,0.7344) -0.97119140625
6 |(1.1250,0.8125) (1.3438,0.7344) (1.2188,0.9219) -0.97119140625
7 ((1.1250,0.8125) (1.2188,0.9219) (0.8281, 1.1328)  |-0.97119140625
8 1(0.8281, 1.1328) {(0.9766, 0.9727) (1.0234,1.0273)  |-0.97475528717
9 [(0.9766,0.9727) |(1.0234, 1.0273) (0.9141, 1.0664)  |-0.99809467793
10 |(0.9766, 0.9727)  |(1.0234, 1.0273) (0.9570, 1.0332)  |-0.99809467793
11 {(0.9570, 1.0332)  |(0.9668, 1.0029) (0.9902, 1.0303)  |-0.99846400321
12 1(0.9902, 1.0303)  |(0.9668, 1.0029) (1.0215,0.9834) -0.99928985350
13 |(1.0215, 0.9834)  |(1.0059, 1.0068) (0.9941,0.9932) -0.99962122552
14 1(0.9941,0.9932) (1.0000, 1.0000) (1.0078,0.9883) -0.99987939186
15 ((1.0000, 1.0000)  [(1.0039,0.9941) (0.9971, 0.9966)  |-1.00000000000
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3.3.3. Gradient Metodu:n - degiskenli bir f(x)="f(x,,x,,...... ,X,) fonksiyonunun yerel
optimumunu bulmak i¢in 140 y1l1 agkin bir siiredir ¢ok ¢esitli algoritmalar gelistirilmistir.
Bu algoritmalarin ¢ogu su esasa gore tasarlanmistir.

f(x)=1f(x;,X5 0 ,X,) n - degiskenli fonksiyonunun grafigini tepe ve vadilerden
olusan bir siradaglar toplulugu olarak gbzoniine alirsak, vadilerin en alt tarafindaki bolgeler
fonksiyonun minimumunu gdosterirken tepelerin en {istiindeki bolgelerde fonksiyonun
maksimumunu temsil eder.Eger minimum noktada degil isek bulundugumuz noktadan
asagiya dogru minimumu buluncaya kadar hareketimize devam ederiz. Maksimum noktada
degil isekte bulundugumuz noktadan yukariya dogru maksimumu buluncaya kadar

hareketimize devam ederiz(2). (Sekil12)

(Mutlak
Maksimum
F

Minimum)
(Yerel Minimum)

C
(Mutlak Minimum)

Sekil 12

Bir gradientin yonii en dik ¢ikis (steepest ascent) yoniidiir. Tersi ise en dik inis

(steepest descent)yoniidiir. Yani en dik ¢ikis yoni V f(x) yoniinde iken en dik inis yoniide -

V {(x) yoniindedir(1).

n-degiskenli bir f(x)=f(x;,X,,...... ,X, ) fonksiyonunu gézoniine alalim.
Burada, (x, , X, , ...... ,X,) n-boyutlu 6klidyen uzayda;
X]
X2
X =| . | slitun vektorii ile temsil edilir.
Xn
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f(x) fonksiyonunun gradienti ise grad f(x) veya V f(x)ile gosterilir ki,

grad f(x) = (f; ,f, ,...... ,f,) (12) veya

Vix) = of k=1,2,....... , ) (1)
0 Xy
Vi) = ﬁ, .......... , of seklindedir.
0x, 0x,
. : o of , S
ifadesinde kismi tiirevler f, = k=1,2,....... ,n x’de belirlenir(1).
Xk

Simdi X =(x,,X;,......,X,) uygun degerleri iizerinde herhangi bir kisitlama olmaksizin
f(X)=(X],Xg 5eeene ,X,) konkav fonksiyonunun maksimizasyon problemini gozoniine

alalim.
Bir boyutlu arama islemini ¢ok boyutlu problemimiz i¢in genisletmeye ¢alisalim. Bir boyutlu

problemlerde bayag tiirev bir veya iki olasi yolu yani x’in azalig veya X’in artig yOniinii
segmek icin kullanilir. Amag bir noktay1 aragtirmaktir ki bu noktada tiirev sifirdir. [f (x) = 0]

Bu 6zellik ¢ok degiskenli bir fonksiyon i¢in su sekilde genisletilebilir. Sabit noktalar
arastirmak amag iken, bu noktalarda biitiin kismi tiirevler sifira esittir(7).

Bu nedenle bir boyutlu aramanin ¢ok boyutlu aramaya genisletilebilmesi kismi tiirevleri
kullanarak hareket yoniinde 6zel bir yon segmeyi gerektirir.Iste  bu  gereksinim  amag
fonksiyonunun gradientini kullanmay1 kapsar.

f(x) amag¢ fonksiyonu yiiksek mertebeden siirekli kismi tiirevlere sahip oldugunda herbir x

noktasinda f(x) , V f(x)ile gosterilen bir gradiente sahiptir(7).

Vf(x):[ﬁ, or . ﬁj

Ozel bir x =x noktasindaki gradient ise elemanlari kismi tiirevler olan ve x’

noktasinda degeri olan bir vektordiir.

of 8f]

Vf(x')z(a—x, .......... ,
1

Gradient arama iglemi kisitsiz bir problemin ¢6ziimii i¢in etkili bir arama islemidir. Bu iglem

gradientin yoniindeki hareketi koruyan ve x optimal ¢oziimiinii arastiran bir yontemdir.
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Bu nedenle normal olarak V f{(x)’in yoniinde x’i siirekli olarak degistirmek pratik degildir.

Ciinkii bu degisikliklerin serisi siirekli olarak aa—f’lerin yeniden belirlenmesini ve her

Xj

ikisinin yoniinde degisiklik yapmay1 gerektirir.
Bundan dolay1 en iyi yaklasim gegerli asikar ¢ozlimden sabit bir yondeki hareketi koruyan ve
f(x) fonksiyonunun artis1 durana dek devam eden bir yaklagimdir(19).
f(x)’in artiginin bittigi nokta ise son asikar ¢éziimdiir ve bu noktada gradienthareketin yeni
yoniinii belirlemek icin yeniden hesaplanacaktir. Bu yaklasimla herbir ardisik islem x'
gecerli asikar ¢oziimiin degisikligini kapsar. Soyle ki;

X =x +t Vf(x) alalim. @

Burada, t, f [x' +tV f(x')]’yi maksimum eden pozitif (t) degeridir.
flx +t"Vix)| = maxf[x +tVEx)|  (t20)

(I) ifadesini genisletecek olursak;

v of
0X;

elde edilir. Bu son ifade Xx; i¢in yalnizca sabitleri ve t'yi igerir. Yani f(x) t'nin bir

\ Pi=(1,2, . 1)
X=X

fonksiyonudur. Bu gradient arama igleminin iterasyonlar kii¢iik bir € toleransi ile V f(x) =0

olana dek siirdiiriiliir. Yani;

<g i=(1,2, ...... ,n
ox i=( )

j
Simdi bu degindigimiz 6zelliklere gore gradient islemini basit bir algoritma ile tanimlayalim.

Baslangic Adim: istenilen hassasiyet € ve baslangic asikar ¢oziim (x )’yi alalim.

Ardisik Adimlar:

' of
1) x.=x; +t| —
)xJ X; [ax]}

Kiimesi olusturarak t’nin bir fonksiyonu olan f [x' +tV f(X')] ifadesi olusturulur ve

f(x) yerine bu ifadeler konulur. Son adima gidilir.

2) t=>0 icin bir boyutlu arama islemi kullanilarak f [x' +tVf(x')]’yi maksimum

kilan t =t bulunur.
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3) x =x +t" Vf(x') olusturulur ve son adima gegilir.

Son Adim: x=x de Vf(x) hesaplanir. Daha sonra

Xj

< &’un saglanip saglanmadig:

kontrol edilir. Eger bu kontrol saglantyorsa x~ optimal ¢oziimiiniin yaklasik beklenen degeri

icin x optimal ¢oziim almnir. Aksi halde ilk adima déniiliip islem tekrarlanir(7).

Biitlin gradient arama tekniklerinin ortak 6zelligi

Vf=g= ﬁ yeeeennes , ﬁ ’1 kullanmalaridir.
of, of,
Ayrica; X, _; = X, -tV f(x, ) iterasyon islemini kullanmalaridir.

Ornek:Gradient arama isleminin nasil yapildigimi gostermek icin konkav bir fonksiyon igin

iki degiskenli kisitsiz optimizasyon problemini goz oniine alalim.
Max. f(x)=2x,x,+28x,-x, > -x, *+4x,-x, ’

Coziim:x, ve x, degiskenlerine gore kismi tiirevlerini alirsak;

ﬂ=2xz+28-2xl-4xl3

dx,

df , . L

P =2x,+4-2x, olarak bulunur. Buna gore f(x) in grandienti

2

df df 3

V {(x) = grad f(x) =(d— v )=(2x,+28-2x,-4x,”, 2x,+4-2x, )dr.
Xl X2

grad f(x) = 0 sartindan; (2x,+28-2x,-4x,”, 2x,+4-2x, )=(0,0)
Boylece, 2x,+28-2x,-4x,°=0

2x,+4-2x, =0
Bu denklemlerin ayn1 anda ¢dziimii ile optimal ¢oziim (x,, x, ) =(2,4 ) bulunur. Buna
gore;f(2,4) =2.(2).(4) +28 .(2) - (2)*-(2) *+4.(4)—(4)* =52 vegrad f(2,4)=8+28 -4 —
32,4+4-8)=(0,0) bulunur.
Simdi f(x) ve grad f(x) géz Oniine alinarak gradient arama isleminin nasil elde edilebilecegini
gorelim. Bu isleme baglamak i¢in bir baslangi¢c asikar ¢éziime ihtiyacimiz vardir ki; bu
noktada f(x,, x,) = (0,0 ) dir. Boylece (x, ,x, ) =(0, 0) baslangi¢ asikar ¢6ziim olarak

almabilir.
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Bu nokta i¢in gradient; grad £ ( 0, 0 ) = ( 28.4 ) Bu su anlama gelir x = ( 0, 0 ) noktasinda

f(x) deki max. artma oran1 (0, 0 ) dan (0, 0 ) + ( 28.4 ) e hareket edilerek bulunur. Buna

gore (0, 0) ve ( 28.4 ) noktalart arasindaki dogru denklemi;(Sekil.13)
(0,0)+[(284)—(0,0)]=(28t,4t) dir.Buradat> 0 olmalidir.

A

Sekil.13
(0, 0) dan ( 28,4 ) noktalarin1 birlestiren dogru boyunca ne kadar hareket etmeliyiz. Bir

baska deyisle; ( 28t , 4t ) dogrusu i¢in t sifirdan ne kadar arttirilmalidir.

Bu sorularin cevabi sudur: f(x) ‘in artmasi durana kadar bu dogru boyunca hareket edilir. Yani
x1 = 28t ve X, = 4t degerleri fonksiyonda yerine yazilir.

£(28t,4t) =2 (28t) (4t) + 28 (28t) - (28t)* — (28t)* + 4 (4t) - (4t)?

f(28t, 4t ) =800t — 576t* — 614.656t"

f(28t,4t) ‘ nin degeri max. olana kadar t’nin arttirilmasi gerekir. Bunu gergeklestirmek igin
bir boyutlu arama iglemi ile t'nin maksimum degeri; t" = 0.0665 olarak bulunur. (Sekil.14)

f(28t,4t) = 800t — 576> — 614.656t*

\/

Sekil. 14
Buna gore yeni asikar ¢oziim;(x; X2) = (28‘[*,4‘[* )=1(1.862,0.266 ) olur.
£(1.862,0.266 ) = 38.63
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Bu ilk iterasyonu;

‘Adlm| X’ ‘ grad f(x) ‘ X+ [ grad f(x) ] ‘ t ‘x’+t* [gradf(x’)]‘
‘ 1 |(o,0)‘ (28.4) ‘ (0+ 28t , 0+ 4t) ‘0.067‘ (1.862,0.266) ‘

seklinde bir genel tablo ile ifade edebiliriz.(Sekil.15)

[
P

I 1

\j
»

1.862

Sekil.15

Simdi ikinci iterasyonu ilk iterasyonun sonucuna gore tekrarlayalim. Gegerli asikar ¢6ziim
(x,,%x,)=1(1.862,0.266 ) noktastyla ( 1.862,0.266 )+ (0.832, 7.459 ) noktasin1 birlestiren
dogru boyunca olacaktir.
Bu dogrunun denklemi;
(1.862,0.266 ) + (-1.028 ,7.193) = (1.862 — 1.028t, 0.266 + 7.193t)
bu dogru boyunca;

x;=1.862 - 1.028 t

xo= 0.266+7.193 t dir.
Boylece; f(x,,x,)=38.6+52.8t—-89.7 £+ 8.14 t — 1.13 t* ve bir boyutlu arama islemi
gerceklestirilirse; t" = 0.306 olarak bulunur. Buna gore yeni agikar ¢oziim;

(x,,x,)=(1.862-1.028t,0.266 + 7.193t) = (1.547 , 2.469 )

Simdi bu iki iterasyonu

*

Adim x’ grad f(x’) x’ + [ grad f(x’) ] t X+t [grad f(x") ]

1 (0,0) (28.4) (0+ 28t, 0+ 41) 0.067 | (1.862,0.266)

2 | (1.862,0.266) | (-1.03,7.193) | (1.86-1.03t,0.27+7.19t) | 0.306 | ( 1.547,2.469)

seklinde bir genel tablo ile gosterilebilir. A asikar ¢dziimlerin optimal noktaya dogru

hareketlerini de yandaki sekille gosterebilir. (Sekil.16)
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0.266

(1.547,2.469)

1.862

Sekil.16

Bundan sonraki iterasyonlarida genel tablomuzla asagidaki sekilde verebiliriz.

'§ x’ grad f(x’) x’ + [ grad f(x°) | t X+t [grad f(x) ]
11(0,0) (28.4) (0+28t, 0+ 4t) 0.067 | (1.862,0.266)
2 | (1.862,0.266) | (-1.03,7.193) | (1.86—1.03t,0.27 +7.19t) | 0.306 | ( 1.547,2.469 )
3 | (1.547,2.469) | (15.09,2.155) | (1.55+15.1t,2.47 +2.19t) | 0.027 | (1.948,2.526)
4 |(1.948,2.526) | (-0.41,2.843) | (1.95+0.41t,2.53 +2.84t) | 0.291 | (1.978,3.354)
5 1(1.829,3.354) | (6.59,0.99) (1.83+6.59t,3.35+ 0.99t) | 0.023 | (1.978,3.376)

Iterasyonlarin sayis1 istenilen hassasiyete bagli olarak belirlenir. Eger iterasyona devam

edilecek olursa belli bir iterasyon sonunda tam optimal ¢dziime erisilebilir.

Bu 6rnegimizde 0.1 hata toleransi s6z konusu iken tam optimal ¢éziim olan (x, , X, ) =(2,4)

noktasini elde etmek icin yapilan iterasyonlar yukaridaki tabloda sunulmustur. Bu optimal

¢cOziime ulagincaya kadar elde edilen biitiin asikar ¢ozlimler birlestirildiginde son agikar

¢ozlim olan (x, , X, ) =(2,4) (optimal ¢6ziim) noktasina dogru zigzag bir grafik ortaya ¢ikar

(Sekil.17).
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(1.978 , 3.376)

Sekil.17

3.3.4. Konveks Programlama:
Konveks Programlama z = f(x) amag¢ fonksiyonunun konkav ve biitiin g;(x) kisitlarinin

konveks oldugu 6zel bir dogrusal olmayan programlama tiiriidiir.
Bu varsayimlar problemi oldukca basitlestirir. g, (x) kisitlarinin konveks olusu, miimkiin

¢oziimler kiimesininde konveks olmasini gerektiren, f(x) amag¢ fonksiyonunun konkav olusu
ile bulunacak herhangi bir ekstremum yada yerel optimum ¢6ziimiin ayn1 zamanda mutlak
optimum ¢6ziim olmasini saglar.
Bir baska deyisle bir¢ok yerel optimumlar1 bulup bunlarin iginde mutlak optimumu se¢mek
zorunlulugu bulunmamakta, elde edilecek bir yerel optimum problemin mutlak optimum
¢Oziimii olmaktadir. Bu konuda da birgok metod gelistirilmistir(18).
Fakat Konveks programlama problemlerini ¢ézmek i¢in her zaman kullanilan standart bir
algoritma yoktur. Bu konuda farkli pek ¢ok algoritmalar gelistirilmis olup bunlarin avantajlari
ve dezavantajlart mevcuttur.Bu algoritmalar temelde ii¢ kategoride toplanmustir.

1) Gradient Algoritmalar: Bu algoritmalar temelde korunmak sarti ile gradient
arama iglemine benzer olarak gelistirilmistir. Genel indirgenmis gradient metod bunlarin en

Onemlilerindendir.
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2) Ardisik Kisitsiz Algoritmalar: Penalty (Ceza) ve Barrier (Engel) fonksiyon
metodlarini igerir. Bu algoritmalar orjinal kisitli optimizasyon problemlerini kendi i¢inde
kisitsiz optimizasyon problemlerinin bir dizisine doniistiiriir. Bundan sonra da kisitsiz
optimizasyon problemlerinin herbiri gradient arama iglemi ile ¢oziilebilir.

3) Ardisik Yaklasik Algoritmalar: Bu algoritmalar Dogrusal yaklasim ve Karesel
yaklasim metodlarini igerir. Bu algoritmalarla dogrusal olmayan ama¢ fonksiyonu Dogrusal

veya Karesel yaklagimlarin bir ardarda gelisi ile yeniden yerine konur.

Dogrusal kisith optimizasyon problemleri i¢in bu yaklasimlar Dogrusal veya Karesel

programlama algoritmalarinin tekrar uygulanmasini kabul eder(7).
3.3.4.1. Frank - Wolfe Algoritmasi:

Bu algoritma bir amag fonksiyonunun dogrusal kisitlar altindaki optimizasyonunu inceler.

Amag optimize f(x)
Kisitlar Ax <b
x>0
Verilen olurlu ¢6ziim x iken f(x) amag fonksiyonu i¢in dogrusal bir yaklasim f(x)

fonksiyonunu x = x civarinda birinci mertebeden Taylor serisine agmakla elde edilir. Buna
gore;

f(x) = f(x) + Z Ofx)
j=1

(X; -x ) =fx)+Vix)(x-x)

Xj

f(x') ve V1(x').x degerleri sabit degerler oldugundan yeni amag fonksiyonumuz;
fx)=f(x )+ Vix).x-Vf{x).x
f(x)= Vf(x).x +c¢ seklindedir.
Bu son ifadeyi;
g(x)=VIf(x).x yazarsak bu bir dogrusal programlama problemine doniislir ve

optimal ¢6ziim simpleks metod veya grafik ¢oziimden elde edilebilir.

Bu ¢oziime x;, diyelim. Dogrusal ama¢ fonksiyonu x’den x;, arasindaki dogru pargasi

boyunca bir hareket gibi zorunlu olarak muntazaman artar.
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Frank -Wolfe algoritmasina ait iglem adimlar1 asagidaki gibidir.

Baslangic Adimi: Bir baglangig¢ olurlu ¢6ziimii bulabilmek i¢in dogrusal programlama

islemi uygulanarak bu asikar ¢6ziim x (@ bulunur. k = 1 yazilir.

Ardisik Adimlar:
1.Adm: j=1,2,3,...,nigin X = x&=D ge

o) degerlendirilir ve c; o)

. 1=
axJ j

ifadesi yazilir.

2. Adim: Asagidaki dogrusal programlama problemine ait XLP(k) optimal ¢éziimii bulunur.

n
Maksimum g(x) = Zc X
j=1

Kisitlar Ax<b,x >0
3. Adim: 0 <t <1 arasindaki t degiskeni igin;

X = x(k_l) +t XkLP — x(k_l)
icin h(t) = f(x) ifadesi olusturulur. Bundan sonra problemimiz 0<t <1 i¢in h(t) ifadesini
maksimize etmeye doniisiir ki bu bir boyutlu arama iglemi ile ¢ok kolay basarilabilir. Buradan
bulunan t* degeri (1) ifadesinde yerine konarak yeni agikar ¢6ziim elde edilir. Daha sonra son
adima gegilir.

(k=1)

Son Adim: Eger x®) ile x arasindaki fark istenilen hassasiyete ulastiginda aranilan

optimal ¢6ziim x®) olarak alinir. Bir baska deyisle k = k + 1 alinarak ardisik adimlara geri
dondiliir.

Frank — Wolfe Algoritmas ile ¢oziilen drneklerin genelinde karsimiza su 6nemli sonug ¢ikar.
Asikar ¢ozlimler iki veya daha fazla yoriinge lizerinde degisirler. Bu ¢oziimler yoriingeler
tizerinde degistiginde, bu yoriingelerin kesistigi yaklasik noktanin tahmini optimal ¢6ziim
olacagi agiktir. Bu tahmin son agikar ¢oziimden daha iyidir. Bunun sebebi asikar ¢éziimlerin
optimal ¢6ziime dogru ¢ok yavas yakinsamasi ve bundan dolay1 optimal ¢oziimden uzak
olmalaridir. Fank-wolfe algoritmasinin nasil uygulandigi gostermek i¢in asagidaki dogrusal

kisith optimizasyon problemini géz oniine alalim.
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Ornek: Max.f(x)=32 x,-x, *+8x, x,
3x,+x,<7
X, -x,<1 ve x, 20 x,20
Coziim:Bu problemin dogrusal kisitlarina gore elde edilen uygun bolge Sekil. 18 deki gibidir.

X,

7“
> 3x,+x,=7
2.4
()]
—»  X,-x,=1
1 %
Sekil.18
Kisitlar gdz oOniine almmaksizin kisitsiz~ f(x) = 32 x,-x, *+8x,-x, > fonksiyonun

= maximumu kismi tiirevler alinip sifira esitlenerek (x,, x,) = (2,4) olarak kolayca
bulunabilir. Fakat kisith maximumu bir baslangic asikar ¢oziime ihtiyacimiz olacaktir. Bu

baglangic asikar ¢oziimii (x,, x, ) = (0,0) olarak alalim. Kismi tiirevleri alip bu noktada

degerlendirirsek;
ar_ 32-x, = £(0,0)= 32-4(0)° =32
dx, dx,
df df o .
v =8-2x, = v (0,0) =8 -2 (0) =8 olarak bulunur. Bu gore yeni amag
X2 X2

fonksiyonumuz bir dogrusal yaklasim olarak ; g ,, =32 x, +8x, dr.

Buna gore yeni problemimiz;

Max. g, =32 x,+8 X,
Kisitlar 3x,+x, <7
X, -X,<1 ve x;, 20;x, 20 olarak tekrar yazilir.Bu problemin

orijinal kisitlarla ¢ozlimii (x,, X, ) = (2,1) noktasin1 ¢dzlim olarak kabul eder. (Sekil.19)
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— =
\ 3x,+x,=7

S 3x,+8x,=72

v

Sekil.19
g(21)=32(Q) +8(1)=72
(2,1) noktasina yakin olmadigindan bu iyi bir yaklasim degildir. Bu nedenle (0,0) ve (2,1)
noktalarini birlestiren dogru pargasi lizerinde  f(x) ‘1 en biiylik yapan X = (x,, x, ) noktasini
bulmaya caligalim.
f(2,1) =551iken g(2,1) =72 dir. Buna (2,1) deki yaklagim iyi bir yaklagim degildir.(0,0) ve
(2,1) noktalar1 arasindaki dogrunun denklemi;
(0,0) +t[(2,1)=(0,00]=(2tt)(0< + < 1) Buna gore;
x,=2t, x, =t olarak almip f(x)’de yerine yazilirsa t’ye bagl bir h(t) fonksiyonu elde edilir. f
(x,,X,)=1(2t t)=h(t)=32(2t) - (2t)* + 8t + t*
h(t)="72t- t*- 164 t* (0<t<1)
t’ye bagl bu h(t) fonksiyonuna bir boyutlu arama iglemi uygulaniyorsa;

df

—(2,1)=32-4(2)°=0
dx,

% (2,1)=8-2(1)=6 ve yeni problemimiz; g(x) =0. x,+ 6. x,

2
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Kisitlar 3x,+x, <7
x,-x,<1 iken¢ozim(x,,x, )=(0,7)dir.

g0,7)=42 , £(0,7)=7
Simdi (2,1) ve (0,7) noktalar arasindaki dogru bulunur.

2,D)+t[(0,7)-(2,1)]=(2-2t, 1+ 6t) (0<+ <1)

h(t) = f( 2-2t, 146t ) =55+ 36t- 132t +64t° - 16t*

h(t) ¢ yi maximum yapan t degeri;
t"= 0.1524 diir. Buna gore,( x,, x,) = (22 t, 1+6 t') = ( 1.695,1.914 ) yeni asikar
¢oziimdiir.Yine benzer islemleri bu son asikar ¢oziimiimiiz i¢in uygulayalim.

f(x)=32 x,-x, *+8x,-x, *iken

= j—f(1.695,1.914) =32 - 4(1.695)° = 12,52
X

1

:;—f(1.695,1.914) = 8 - 2 (1.914) = 4,17  belirlenir ve yeni amag

X2
fonksiyonumuz;g(x) = 12.52 x, +4.17 x, olur.

Bu yeni amag fonksiyonu ile orijinal kisith problemimizi yukaridaki gibi ¢6zdiigiimiizde yeni

asikar ¢oziim (x, ,x,)=(1.695,1.914) olarak bulunur.(Sekil.20)

AX
7

(1.695,1.914)

2,1

Sekil.20
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3.3.5. Konveks Olmayan Programlama :

Konveks programlamada bir yerel ekstremum aymi zamanda bir mutlak ekstremumu
gerektirir. Fakat dogrusal olmayan programlama problemlerinde bu 6zellik her zaman
karsimiza c¢ikmayabilir. Bu nedenle konveks olmayan programlama problemlerini
uygulayabilmek i¢in ortak bir yaklagim izlemeniz gerekir. Bu ortak yaklasimda arama islemi
algoritma vasitasiyla yapilabilir ki bu islem bir yerel ekstremum bulana dek uygulanir ve
sonra bu isleme tekrar baglanarak miimkiin oldugu kadar farkli yerel ekstremumlar bulunur.
Bu ekstremumlarin en iyisi de mutlak ekstremum olarak alinir. Normal olarak bu arama
islemi konveks programlamanin biitiin sartlar1 saglandiginda mutlak ekstremumu bulmak
icin tasarlanmistir. Fakat konveks programlamanin sartlar1 saglanmadigi durumlarda bir yerel

ekstremumu bulmak i¢in de kullanilabilir.

Iste bu kisaca degindigimiz 6zete uygun bir arama islemi 1960’11 yillarda gelistirilmis ve ¢ok
genis bir uygulama alan1 bulmustur. Bu algoritma <<Sequential Unconstrained Miimazition

Technique>> (SUMT) adiyla bilinen ardisik kisitsiz optimizasyon teknigidir (7).
3.3.6. SUMT (Ardisik Kisitsiz Minimizasyon Teknigi) Algoritmasi :

Ardisik Kisitsiz Minimizasyon Teknigi (SUMT) ilk olarak 1961°de Carroll tarafindan ileri
stiriilmesine ragmen bu metodun sadece teorisi ve Ozellikleri iizerinde durmayan , ayni
zamanda bu metodun genislemesi i¢in pratik bir sistem gelistiren Fiacco ve McCormick

tarafindan arastirilip gelistirilmistir.

Pratik bir kural ile metodu kullanmanin miimkiin olmasi i¢in teorrik yaklasim (yakinsaklik)
ozelligini gercek bir hesaplamaya doniistirmek sarttir(1).

SUMT algoritmasi esas itibar1 ile 2 boliimde incelenir. Bunlardan ilki uygun bélge icinde
yakinsak olan bir penalty (ceza) fonksiyonunu kullanan ve uygun olmayan ¢dziimlerden
bahseden harici nokta algoritmasidir. [exterior Point Algorithm] ikincisi ise uygun bdolge
icinde barrier (engel) fonksiyonunu kullanan ve direkt uygun ¢oziimlere deginen dahili nokta
algoritmasidir. [interior Point Algorithm].

Adindan da anlasilacagi gibi Ardisik Kisitsiz Minimizasyon Teknigi (SUMT) c¢oziimleri
orijinal problemin ¢oziimii ile birlesen kisitsiz optimizasyon problemlerinin bir dizisi ile

orijinal problemin yerini alir.
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Bu yontem cok etkili sonuglar verir. Buna sebep kisitli bir optimizasyon problemi yerine
kisitsiz bir optimizasyon problemini ¢dzmenin daha kolay olmasidir.Ayrica bu tip
problemlerin Gradient Metodla ¢6ziilebilmesidir (7).

SUMT algoritmasinda ¢ok genel haliyle bir Gradient metoddur. Burada ama¢ fonksiyonunun
konkav ve her bir kisit fonksiyonun konveks oldugu varsayilmistir. Bu algoritma temelde
kisith problemi kendi icinde kisitsiz bir probleme doniistiiriir. Bu haliyle islem Lagrange

carpanlar metodunu andirmaktadir.

Béylece;P(x,r)=f(x)+ré1 b—;g(x) - él XL ................ *)

1 1 J
seklindeki ifade edilen problemimizi gézoniine alirsak , buproblemin steepest ascent
(en dik ¢ikig) metoduyla ¢ozebiliriz.
Burada b;- gi(x) konveks iken; _ konkavdir(11).

b. —g.(x)

Bu son ifade P(x,r)’nin x’de konkav olmasi demektir.sonug olarak P(x,r) bir tek ekstremuma
sahiptir.Ayrica orijinal kisitli problemin optimizasyon (maksimizasyon veya minimizasyon)
P(x,r)’nin optimizasyonuna esittir ve x¢ baslangi¢ asikar ¢6ziim noktasi uygun bolge i¢inde
bir nokta olmak zorundadir. (interir point). Buna gére bu ¢oziimii takip eden diger ¢oziimlerde
uygun bolge i¢inde kalmak zorundadir.
(*) ifadesi ile verilen problemimizde r>0 skalerinin farkli iki degeri icin P(x,r)’yi ekstremum
yapan x’in optimum degerleri yaklasik olarak aynmi ise SUMT algoritmasi bu optimum
noktada son bulur.

Maksimum P(x,r) = f(x) — rB(x) problemini goz oniine alalim. Kisitsiz problemlerin
dizisini olusturan her bir problem i¢in buradaki r skalerini kesin pozitif yapan bir r degeri
secilir ve problem x’e gore ¢oziiliir. Burada B(x) bir barrier (engel) fonksiyonudur ve su
ozelliklere sahiptir.

1) x uygun bolge siniria uzak iken B(x) kiiciiktir.
i1) X uygun bdlge sinirina yakin iken B(x) biiytiktiir.
x uygun bolge sinirinda iken B(x) — oo’a yaklasir.

Boylece, P(x,r)’yi artirmak i¢in arama islemi uygun bir ¢6ziim ile baslar. B(x)’in genel formu;

B n 1 noo]
=Y ————+3F —
) i=1 bi—gi(x) =1 xj
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x’in uygun degerleri i¢in sunu gorebiliriz ki; negatif olmayan kisit veya uygun fonksiyon igin
her terimin paydasi x’in kisit sinirindan olan uzakligi ile orantilidir.
Bu nedenle her terim simirda olmayan bir terimdir ve kismi kisit smirina gore B(x)’in {i¢
ozelligine sahiptir. B(x)’in diger bir etkili 6zelligi dee konveks programlamanin tiim sartlar
saglandiginda P(x,r)’nin konkav fonksiyon olmasidir. Ardisik Kisitsiz Minimizasyon Teknigi
(SUMT) kisitsiz optimizasyon problemlerinin bir ¢ézliimiinii kapsadigindan r’nin uygun
degerleri i¢in r sifira yaklagir. Bu yaklasimda her bir yeni r degeri daha 6nceki r degerinin bir
0 (0<0<1,06=0.01) sayisi ile ¢arpilarak bulunur.
Ornegin: r, =1 — r, = .0 =1.0.01 =0.01 r’nin sifira yaklasmasi halinde P(x,r) ,f(x)
fonksiyonuna yaklasacaktir. Soyle ki P(x)’nin uygun yerel maksimumu orijinal problemin
yerel maksimumuna yakinsayacaktir. Bu nedenle sadece kisitsiz optimizasyon problemini
¢ozmek gerekir.
Orijinal problem konveks programlamanin sartlarimi sagladiginda bize yardimci olacaak bir
bilgi verir . Eger, X ,P(x,r)’nin bir mutlak maksimumu ise;
f(x) < f(x*) < f(x)+1B(x) ’ dir

Burada, x* orijinal problem i¢in bilinmeyen optimum ¢oziimdiir. Boylece rB(x) amag
fonksiyonunun degerindeki maksimum hatadir ve | X —x* | degerine esittir.
Dabha ileride bu hata i¢in bir hassasiyet sinir1 getirilirse rB(x) bu hassasiyetten daha kiiciik
kalinca islem son bulur. Fakat konveks olmayan programlama problemlerinde maksimum
hata icin bdyle bir garanti verilmez.
Bu bilgilerin 15181 altinda Ardisik Kisitsiz Minimizasyon Teknigi (SUMT) nin islem adimlari
su sekilde 6zetlenebilir.

Baslangic Adim : Uygun bolgenin sinir1 izerinde olmayan bir x0 baglangi¢ noktasi
alalim ve k = 1 atayalim. Kesin pozitif r skalerini ve 0 sabitini secelim.
[Genellikle r =1, 6 = 0.01 olarak alinir].

Ardisik Adimlar :

1 i

n
P(x,r)=f(x)-r| 3 —+
(x,r)=f(x) Hb e & 3

Fonksiyonunun xi yerel ekstremumunu bulmak i¢in xi.; noktasindan baglayarak daha once
tanimladigimiz gradient islemini uygulayalim.

[Xk = Xp1-t V f(x1)]
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Son Adim : Eger xi ile xi arasindaki fark ihmal edilebilirse islem xi’nin orijinal
problemin tahmini yerel ekstremumu olarak kullanilmasi ile son bulur .
Aksi halde k =k + 1 ve r, =0 . 1) alinarak ardisik adima geri doniiliir.
Bu algoritma konveks programlamanin sartlari saglanana dek baslangi¢c tahmini uygun
¢Oziimlerle baslanarak tekrarlanir. Yerel degerlerin en iyisi ekstremum olarak kullanilir.
Sonug olarak Ardigik Kisitsiz Minimizasyon (maksiminizasyon) Teknigi esitlik kisitlarina
sahip [gi(x) = b;] problemler i¢inde kolayca genigletilebilir. Her esitlik kisit;
L gl
—bi - gi(X) yerine —\/;
almarak SUMT algoritmasi aym sekilde tekrarlanir. SUMT algoritmasinin nasil ¢aligtigini
gormek icin asagidaki 6rnegi verelim.

Ornek: Ardisik Kisitsiz Minimizasyon Teknigi(SUMT)

Alt Kisitlardaki Degiskenlerin Sayist 02
Alt Sinir Kisitsiz degiskenlerin Sayist : 0
Esitsizlik Kisitlarin Sayisi 01
Esitlik Kisitlarin Sayisi : 0
P(r)=f(x) - — d d

B(x) L L
Burada; f(x) =4x;-1X; +2x, —1x}

Bl(X) = 5-4X1-2X2

Li(x) =1x;

Ly(x) =1x,

Ardisik Kisitsiz Minimizasyon teknigi Coziimii:
k |r X1 X2 f(x)
0 0.5 0.5 2.6875
1 |1 0.669 | 0.716 | 3.3954
2 10,01 0,871 | 0,671 | 3,8012
3 10,00001 0,89, 10,712 | 3,8526
4 10,0000001 0,894 | 0,712 | 3,8541
510 0,894 | 0,712 | 3,8543
6 |0 0,894 | 0,712 | 3,8543
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34. UYGULAMALAR VE YORUMLARI

3.4.1. Secilen Dogrusal Olmayan Programlama Tekniklerinin Karsilastirmalh Genel

Yorumu

Bu ¢alismamizda sectigimiz Dogrusal Olmayan Programlama Tekniklerini tek-cok degiskenli,
kisith-kisitsiz, direkt-indirekt olmak iizere iic ana baghk altinda tasnif edebiliriz. Buna gore
Newton-Raphson Metodu tek degiskenli , indirekt(tiirev kullanan), kisitsiz bir ardisik islem
metodudur.

Nelder - Mead Medodu ise ¢ok degiskenli kisitsiz ve direkt (tiirev kullanmayan) bir arama
metodudur. Gradient metodu ise adindan da anlagilacagi gibi ¢ok degiskenli kisitsiz ve
indirekt bir arama metodudur. Frank-Wolfe Algoritmasi ise ¢ok degiskenli , dogrusal kisithi ve
indirekt bir Gradient arama islemidir. SUMT Algoritmasi ise ¢ok degiskenli, dogrusal ve
dogrusal olmayan esitlik ve esitsizlik kisitli ve indirekt olan bir Gradient arama islemidir.

Bu tasnife gore karsilastirmali yorumu kisithh metodlar1 kendi aralarinda , kisitsiz metodlar
kendi aralarinda olmak iizere ayiralim.

Newton-Raphson Metodu y = f(x) tek degiskenli fonksiyonunun sifirlarin1 bulan metodlarinin
arasinda gercek koke en hizli yakinsayan bir ardasik arama islemidir. Bu nedenle calismada
tek degiskenli fonksiyonlar1 temsilen segilmistir.

Nelder - Mead Medodu ile Gradient Metodu c¢ok degiskenli kisitsiz fonksiyonlarin
optimizasyonunu bulan iki metod olmasina ragmen Nelder ve Mead Medodu tiirev
kullanmayan (direkt) bir arama islemi , Gradient Metodu ise tiirevleri kullanan (indirekt)
arama islemidir.

Gradient arama isleminin en énemli 6zelligi optimum ¢dzlime steepest ascent ( en dik ¢ikis ),
steepest descent ( en dik inig ) veya zigzag seklinde bir grafik ¢izerek yakinsamasidir. Bu
Gradient arama igleminin en karakteristik 6zelligidir. Bu nedenle uygun bolgede segilen her
baslangi¢ asikar ¢6ziim optimum ¢6zlime hizli bir sekilde yakinsar. Uygulama 4 ve Uygulama
5 bunu agikca ortaya koymaktadir. Fakat bu metodun bir dezavantaji adim uzunlugunun
kiigiilmesi durumunda bir sonraki iterasyona gecememesidir. Bu bilgisayarlardaki alt tagmasi ,
iis tagsmas1 gibi hatalarindan kaynaklanmaktadir. Bu nedenle ancak uygun baslangic agikar
¢Oziimlerin, se¢imi ile tam optimum ¢6ziime ulasabiliriz.

Nelder — Mead tarafindan gelistirilen metod ise bir simpleks metodudur ve ¢ok degiskenli
kisitsiz fonksiyonlarin optimizasyonunu bulmakta oldukca etkilidir. Iki boyutta simpleks bir

iicgen oldugundan, ilk tiggenin ii¢ kdse noktas1 baslangic vektorler alinarak isleme baslanir.
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Bu kose noktalarda maksimum problem i¢in en biiyiik, minimum problem i¢in en kiiciik
fonksiyon degerine sahip noktaya Best Vertex (En iyi kdse nokta ), sonraki en iyi noktaya
Good Vertex ( Sonraki en iyi koge nokta ) ve maksimum problemlerde en kii¢iik, minimum
problemlerde en biiyiik fonksiyon degerine sahip noktaya da Worst Vertex (En kotii kose
nokta ) denir. Bu islem her iterasyonda tekrarlanarak iki boyutlu problmlerde {iggenlerin bir
dizisi ile optimum ¢oziime yaklasilir. B, G ve W ile isimlendirdigimiz iicgenin bu kose
noktalar1 birbirlerine esit iken bir noktay1 gosterirler ki iste bu nokta aranilan optimumu
noktadir. Bu nedenle baslangis vektorlerinin iyi secimi ile bu metod Gradient Metodundan
daha etkili bir arama iglemi haline gelir.

Buna gore, Gradient Algoritmast her iterasyonda kismi tlirevlerin hesab1 gerektiginden

Nelder - Mead Metoduna gore daha ¢ok islem siiresine sahip bir arama iglemidir. Gradient
arama isleminde adim uzunluklar1 arasindaki fark yakimsakligin durumu gostermesi agisindan
onemli iken Nelder - Mead Metodunda bu 6lgiit her iterasyondaki {iggenin bir 6dncekine gore
daha kii¢lilmesi yani B, G ve W noktalarinin birbirine yaklasmasz ile belirlenebilir.

Simdi de Frank-Wolfe ve SUMT Algoritmalarinin kendi aralarinda karsilagtirmali
yorumlarin1 yapalim. Bu iki algoritmada  kisith ¢ok degiskenli fonksiyonlarin
optimizasyonunu bulurlar. Ikisinin ortak 6zelligi islem adimlar1 esnasinda Gradient arama
islemini kullanmalaridir. Yani her ikisi de Indirekt ( tiirev kullanan ) arama islemidir.
Frank-Wolfe Algoritmasi dogrusal kisitli problemlerin optimizasyonunu bulurken, SUMT
Algoritmasi hem dogrusal hem dogrusal olmayan kisith problemlerin optimizasyonunu bulur.
Frank-Wolfe Algoritmasinin genel karakteristigi dogrusal kisitli , dogrusal amag fonksiyonu
olan bir dogrusal programlama problemine doniigiir . Frank-Wolfe Algoritmasinin diger
onemli bir karakteristigi ise iterasyonlarin optimum ¢6ziime dogru iki farkli yonden
yaklagmasidir. Bu nedenle Frank-Wolfe Algoritmasinda optimum ¢6ziime yakinsama SUMT
Algoritmasina gore daha yavas bir yakinsamadir.

SUMT Algoritmasinin en genel karekteristigi ise ceza fonksiyonlarmi kullanarak kisith
optimizasyon problemlerini kisitsiz optimizasyon problemlerinin bir dizisi ile ¢g6zmesidir. Bu
nedenle SUMT Algoritmast uygun bdolge icinde secilen bir baglangic asikar ¢éziim ile
optimum ¢6ziime ¢ok hizli bir gekilde yakinsayan ve r = 0.000000001 degeri igin;

P(x,r) = f(x) — rB(x) fonksiyonunun amag¢ degerini bulan bir gradient arama iglemidir.

Bu o6zellikleri ile SUMT Algoritmas1 gerek dogrusal kisith gerekse dogrusal olmayan kisitl

fonksiyonlarin optimizasyonunda ¢ok etkili bir algoritmadir.
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4. BOLUM
ESITSIZLIKLER VE LINEER PROGRAMLAMA
4.ESITSIZLIKLER

4.1. Birinci Dereceden Bir Bilinmeyenli Esitsizlikler

a# 0vea,b,x € R olmak iizere f(x)=ax+b ifadesine birinci dereceden fonksiyon ve birinci

dereceden iki terimli denir. ax + b>0, ax+b<0, ax+b >0 ve ax+b <0 seklindeki ifadelere

birinci dereceden bir bilinmeyenli esitsizlikler ad1 verilir.

ax+b=0 ifadesine birinci dereceden denklem, x = b sayisina da denklemin kokii denir.
a

ax +b>0,ax+b<0, ax+b>0 ve ax+b<0 esitsizliklerini ise sonsuz say1 ger¢eklediginden
bunlarin ¢6ziim kiimesini bulma isleminde denklemden yararlanilarak 6nce kokii bulunur.
Daha sonra isaret kurali agagidaki tabloda oldugu gibi diizenlenerek ¢6ziim kiimesi bulunur.

f(x)=ax+b iki terimlisinin isaret kurali agagidaki tabloda verilmistir.

f(x)=ax+b | a'nin isaretinin tersi #) a'nin isaretinin ayni

Ornek:f(x)= -2x+8 fonksiyonunun isaret tablosunu hazirlayarak —2x+8 < 0 esitsizliginin
¢0zliim kiimesini bulunuz.

Coziim:

f(x)=-2x+8 fonksiyonun once kokiinii bulalim. —2x+8=0 = x =4 ve a=4 diir.

x|

4
-2x+8 + ﬁ) /

Tablo incelendiginde;
1) x<4 ise f(x)< 0
ii) x=4 ise f(x)=0

iii) x>4 ise f(x)>0 olur. O halde ¢6ziim kiimesi C=[4, o) dir.

+ o0
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4.2. Ikinci Dereceden Bir Bilinmeyenli Esitsizlikler

a,b,c €R, a#0ve xeR olmak tizere; f(x)=ax2+bx+c ifadesine ikinci derece fonksiyonu ve
ikinci dereceden ti¢ terimli denir.a x2+bx+c>0, ax?+bx+¢>0, ax’ +bx+c<0ve

ax® +bx +c <0 seklindeki ifadelere ikinci dereceden bir bilinmeyenli esitsizlikler denir.

f(x)=ax2+bx+c ti¢ terimlisinin igaret kurali agagidaki tablolarda gosterildigi gibi bulunur.
ax’+bx+c=0 denkleminde;

I) A> 0 ise denkleminin birbirinden farkl iki kokii vardir.Bunlar x;, X, olsun.

X ‘_00 X X, + 0
ax +tbxt+c a'nin isaretinin ayni + a'nin isaretinin ter31<~) a'nin isaretinin ayni
II) A=01se denkleminin esit iki kokii vardir. x, =x, = "o
a
X ‘_OO 5~ X% +00
ax+bx-+c anm isaretinin ayni #) anm isaretinin ayni

1) A<0 ise ax*+bx+c=0 denkleminin gergek kokii yoktur. f(x)=ax*+bx-+c higbir zaman sifir

olamayacagindan, isareti degismez,a ile ayn1 kalir.

X ‘—oo +00

ax*+bx+c anmn isareti ile aym

A<0 vea>0 < {(x)>0

A>0 vea<0 & {(x)<0 dir.

Ornek:  a) x*+3x-10<0 b)9x*+12x+4>0 ¢)x*-2x<-8 esitsizliklerinin ¢6ziim
kiimelerini bulunuz.

Coziim: a) x*+3x-10<0 esitsizliginin ¢6ziim kiimesini bulurken 6nce esitsizligi
denkleme ¢evrilir.Daha sonra kokler bulunarak isaret tablosu hazirlanir.

A =49 >0, farkl iki gercek kokii vardir.

x*+3x-10=0 denkleminin kdkleri (x+5)(x-2)=0 ise x=-5, x=2 dir.

(V)
+
8

X ‘—oo -5

X+3x-10 + 4) / + +

C:{x| -5<x<2,xeR }= (-5,2)
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b) 9x*+12x+4>0 , a’da yapilan islemler izlenerek kokleri arastirilir. A =0, birbirine esit iki
kokii vardir.9x*+12x+4=0 denkleminde A =0 oldugundan birbirine esit iki kokii vardir ve

denklemin kokleri x, =x, = _b_ —gtﬁr.
2a 3

_2
_ % voo
9X+12x-+4 + ﬁ)
C=R’dir.
¢) x*2x<-8 = x> —-2x+8<0 sekline getirdikten sonra a’da yapilan islemler tekrarlanarak
kokleri arastirilir.  x* —2x+8=0 denkleminde A < 0 oldugundan gergek kok yoktur.

X ‘—oo + 00

2x+8 ++++++++
C=0 dir.

4.3. Esitsizlikler ve grafikleri

axtb.y+c >0, ax+b.y+tc <0, a.x+b.y+c > 0 ve a.x+b.y+c < 0 seklindeki esitsizliklere
1.dereceden iki bilinmeyenli esitsizlikler denir.Bu esitsizliklerin grafigini ¢izmek i¢in ilk

olarak;
a.x+b.y+c =0 denkleminden,;

a c
=——x—— (a,b,celR bz0
Y= T% ( )

sekline getirilerek fonksiyonun grafigi ¢izilir.Burada —% = m,—% = n dersek;

alinarak, y=mx+n ile y<mx-+n ve y>mx+n grafikleri asagidaki gibi ¢izilir.
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y=mx-+n

y>mx+n
n

Sekil.21 y==mx+n grafigi Sekil.22 y<mx+n ve y>mx+n grafikleri

\4

y=mx+n esitliginde y<mx+n veya y>mx+n esitsizliklerinin grafigi sekil.22” deki gibidir.
y<mx+n esitsizliginin grafigini cizmek i¢in y=mx+n dogrusunun grafigi ilk olarak
cizilir.Daha sonra, bu dogru {izerinde bulunmayan herhangi bir test noktasi alinarak esitsizligi
saglayip saglamadigi belirlenir.Eger bu nokta esitsizligi sagliyor ise, bu noktanin alindigi
bolge istenen bolge, karsi bolge ise diger esitsizlige ait olur.Bundan bagka, ax+by-+c>0 ve
axt+by+c<0 esitsizliklerinde yine yukaridaki yol takip edilir.Fakat, grafik c¢izilirken
ax+by+c=0 dogrusu kesikli ¢izgi ile gosterilir.(Sekil.23)

A ax+tby+c=0

ax + by +\4>\()\/

ax +by+c<0

Sekil.23 ax+by<0 ve ax+by+c>0 grafikleri
4.4. Esitsizlik sistemlerinin grafik gdosterimi:

Eger birden fazla esitsizligin bir araya gelmesiyle olusan bir sisteme sahipsek, bu sisteme
esitsizlik sistemi denir.Bu sistemin ¢oziimiine ait grafigi bulmak icin ayr1 ayr1 her bir
esitsizligin grafigi aynmi koordinat diizleminde cizilir ve bu grafiklerin ayni1 anda saglandigi

bolge (¢6ziim bolgesi) bulunur.Bunu asagidaki gibi basit bir 6rnek ile gosterebiliriz.
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Ornek:

2x+4y =28
3x-2y<6| . .. PR
<3 sistemini saglayan ¢dziim bolgesini bulalim.
y <
x>0
Coziim:
A
Coztm y=3
Bolgesi
5X+4y:8
1
—x—-y=0
> y
Ornek : 2x+3y <2 esitsizlik sisteminin grafik ¢6ziimiinii bulunuz.
y>2
x>-1
Coziim:
Xx=-14Y 1
—x-y=0
y=2 I 2
3 |/ Cozim
Bolgesi
X
2x+3y=2

Not: Her iki 6rnekte elde edilen ¢6ziim bdlgesini bulmak i¢in dncelikle esitsizlikler esitlikler
haline getirilerek her birinin grafigi ¢izilir.Daha sonra, esitsizligin durumuna gore bir test
noktas1 yardimiyla dogrunun alt1 veya iistli ¢6ziim bolgesi olarak alinir.Sonug olarak, biitiin

esitsizliklerin ayn1 anda saglandig1 bolge istenen ¢oziim bdlgesi olarak alinir.
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4.5. Lineer Programlama Grafik Coziimii
4.5.1. Genel Bilgi:

Lineer programlama lineer fonksiyonlardan olusan problemleri ¢6zmek i¢in gelistirilmis bir
metottur. Bu metotla problemlerde istenilen amaca ulasilmaya c¢alisilir. Bu ama¢ maksimum
kar, minimum maliyet, maksimum agirlik vb.gibi olabilir. Bunun anlami sudur. x,y
degiskenleri gercek hayatta bir olay1 temsil ettiklerinden hi¢cbir zaman negatif olmazlar. Bir
lineer programlama problemi;

amac z=f(x;)

Kisitlar;

gi(x)<(2) b;

x; 20 seklinde tanimlanir. Burada,ama¢ maksimum ise gi(x)<b; ,

amag¢ minimum ise gi(x)=> b;

4.5.2. Lineer Programlama Islem Basamaklar

1)
i-) Bilinmeyenler belirlenir ve buna gore degiskenler tanimlanir.

ii-) Kisitlar lineer esitsizliklere ¢evrilir.
iii-) Amac fonksiyonu olusturulur.
2) Uygun bolgenin grafigi ¢izilir.
i-) Esitsizlikler standart forma cevrilir.
ii-) Her bir esitsizligin grafigi cizilir.
iii-) Her esitsizligin ayn1 anda saglandigi uygun boélge bulunur.
3) Uygun bolgenin kose noktalari bulunur.
4) Bu kose noktalarda amag¢ fonksiyonu belirtilir. En iyi amaca ulasilan nokta

Optimal Coziim Noktasidir.

60



4.5.3. Lineer Programlama Problem Ornekleri

Problem: Asagidaki tabloda piring ve soya fasulyesinde birim bardakta bulunan kalori,
vitamin ve B, vitamin miktarlar1 verilmistir. Buna gére minimum maliyete sahip diyeti elde

edebilmek i¢in glinde ne kadar piring ve soya fasulyesi (bardak cinsinden ) liretilmelidir?

Piring Soya Giinliik Gereksinim
(gr) Protein 15 22.5 90
Kalori 810 270 1620
(mg) B, Vitamin 1/9 1/3 1
Maliyet 21 14

Coziim: x = giinde tiretilecek bardak cinsinden piring miktart.
y = giinde iiretilecek bardak cinsinden soya miktari.
Modeli kurarsak; Minz=21x+14y

Kisitlar x | 0 6 Y
4 810x+270y=1620
y | 4 0 € 15x+22.5y > 90

A (0,6) Uygun
Bolge

15x+22.5y=90

y | 6 0 € 810x+270y>1620

x | 09 €« ;X+;y21 7

y 3 0 7
x20;y20
Bigin; 810x+270y=1620 Sonuglarin degerlendirilmesi ;
15x+225y=90 A(0,6) = z=21.0+14.6=284
6 24
X=—; Y=— B(g,ﬁ): z=21.§+14.g=66
7 7 77 7 7
Cigin; 15x+22.5y =90 C(3,2) = z=21.3+ 14.2=91
Lyilyog D(9,0) = z=21.9+14.0=189

9 3
Yorum : Giinde 6/7 bardak piring ve
x=3 ; y=2 24/7 bardak soya tiretirsek 66 T.L.‘na
malolur ve optimum ¢6ziimdiir
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Problem: Asagidaki tabloda verilenlere gore isletmenin maksimum kar1 elde edebilmesi icin

giinde kag tane hangi tip bigak tiretilmelidir.

( A tipi bigak ) x ( B tipi bigak ) y |Mevcut Kapasiteler
Is giicii 2 6 90
Celik 20 35 700
Odun 4 3 120
Kar 2 5
Coziim:

x = Gunde uretilecek A

tipi bigak sayisi.

y = Giinde {iretilecek B tipi bicak sayisi.

Model :

Kisitlar :

x | 0 45
y |15 0

Maksimum z= 2x + Sy
€= 2x+6y<90

< | 0 35 €m0x+35y<700

y |20 0
x | 0 30 €m4x+3y<I20
y |40 0 x20; y>0

B noktasi igin ;
20x+35y=700
-10/ 2x+6y=90

x=21 ve y=8

C noktasi igin ;
20x+35y=700

-5/ 4x+3y=120

x=26.25 ve y=5

B (21, 8 ) noktasi igin ;
z=2.21+5.8=82

C (26.25, 5) noktasi i¢in ;
z=2.(265)+5.5=1775

Optimum ¢6ziim B ( 21, 8 )’dir.
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Problem: Asagidaki tabloya gore giinde iiretilecek pamuk ve flos ipligi miktarini bulunuz.

(Pamuk) x (Flos) y Mevcut Kapasiteler
Hallag 1 4 8
Cer-fitil 1 1 5
Taraklama 2 1 7
Maliyet 20 30
Coziim:
x= Giinde iiretilecek Pamuk Ipligi miktari.
y= Giinde iiretilecek Flos ipligi miktar1.
Model 1 .
Min z=20x+30y
Kisitlar W B Noktasi
748007 xtv =5
x | 0 8 =>x+4y2>8 4
2.0 i 2x+y =7
Y g LIy gun it
) Bolge x=2,y=3
x| 0 3 (2.3)
s o X +y>5 1
Y 2 C Noktas1
- x+4y =8
X
x| 0 7 § 35 |5 8 o
y | 35 0 =>2x+y2>7 Ik y=T xty =5
x20;y>0 xry=5 crdy=8 x=4,y=1

Bigin z=20.2+30.3=130 , Ci¢in z=20.4+30.1=110 Optimum ¢oziim.
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Problem:

Yandaki tabloda verilenlere (A Tipi) (B Tipi) Mevcut
gore isletmenin maksimum kar1 X y Kapasiteler
elde edebilmesi i¢in giinde| 1.Atdlye 1 4 340
hangi tip malzemeden ne kadar | 2. At6lye 3 4 380
iiretmesi gerekir. 3.Atolye 5 2 330
Kar 80 120
Coziim:
x = A tipi malzemeden giinde iiretilecek miktar.
y = B tipi malzemeden giinde iiretilecek miktar.
Model :
Maksimum z = 80x + 120y %
Kisitlar )
] Se+2y=330
x | 0 340 i
y 8570 = x+4y <340 |
i B(20,80
; 905 38;% = 3x+4y <380 ﬁ(ﬂ,gﬁ)j | (314[],55) #Hdg=340
[Uygun
X 100 ay<330 B I ey |y
Y [ 1650 0. ys0 D630} fppay=180
B i¢in Ci¢in B(20,80) =» Z=80.20+120.80=11.200
3x+4y=380 5x+2y=380 C(40,65) =» Z=80.40+120.65=11.000
x+4y=340 x+4y=340 O halde B(20.80) noktas1 optimum ¢6ziim noktasidir.
x=20,y=80 x=40, y=65
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Problem: Bir igletmede radyo ve TV iretilmektedir .Bu {iretim tasarim montaj ve test
atolyelerinde gergeklestirilmektedir. Birim radyo {iretimi i¢in bu atdlyede sirasiyla
6saat,4saat,3saat is giicii, gerekli iken birim TV {iretimi i¢in bu atdlyede sirasiyla 3saat,4saat,
ve saat is glicli gerekmektedir .Atolyelerin giinliik maksimum kullanim siireleri sirasiyla
90,72 ve 96 saattir.Birim karlar sirasiyla 10 ve 20 dolardir.Buna gore isletmenin maksimum
kar1 elde edebilmesi i¢in giinde kag tane radyo ve TV iiretilmesi gerekir.

Coziim: x: glinde iiretilecek radyo sayisi

y:giinde tiretilecek TV sayis1

X y Mevcut kapasite
Tasarim 6 3 90
Montaj 4 4 72
Test 3 6 96
Kar 10 20
Maksimum z = 10x + 20y
y
% 6x + 3y = 90
x | 015 €& 6x+3y=90 30 /
y |30 0 4x +4y =72
x |0 18 & x+4y=T2 16 3x + 6y =96
y | 18 0
Uygun
< 0 3 Bolge .
y 16 0 € 3Xx+6y=9% (0,0 15 18 32
x2>0,y>0
4x +4y =172 ise x=4 C(4,14) ise z=10.4+20.14=320
3x + 6y =96 y=14
4x+4y =172 ise x=12 D(12,6) ise z=10.12+20.6 =240
6x + 3y =90 y= 6

Isletme giinde 4 tane radyo , 14 tane TV iiretmesi gerekir.
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Problem:

Bir isletmede pamuk ve flos ipligi iiretilmektedir. Bu {iretim hallag, cer-fitil ve taraklama
dairesinde gerceklesmektedir. Atolyelerin giinliik kullanim siireleri mil olup 16,72,56
saattir.Birim pamuk tiretimi i¢in bu atélyede sirasiyla 2,12,4 saat is giicii gerekirken birim flog
iiretimi i¢in 2,6,14 saat is giicii gereklidir.Birim maliyetler sirasiyla 5 ve 6 dolardir. Buna
gore, isletmenin minimum maliyeti elde edebilmesi i¢in giinlitk ne kadar pamuk ve flos ipligi
iiretmesi gerekir.

Coziim:

u : giinde iiretilecek pamuk ipligi miktar1

v: giinde iiretilecek flos ipligi miktar1

u A% mevcut kapasite
Hallag 2 2 16
Cer-fitil 12 6 72
Taraklama 4 14 56
Maliyet 5 6
Min z = 5u + 6v
Kisitlar
\
v 9 8 & 2u+2v=16 I‘A(O 12)
vIE0 u+6v=72 €\
0 6 8 [é}-l-%un
‘Vl T € = e " olge
4
- 104 € uiv-s6 dutdv=564 | 024 (140
6 8 14
u=0,v=0
4u+ 14v =56 ise u=5,6D(56,24) ise z=55,6+624=424
2u+2v=16 v=24
12u+ 6v="72 ise u=4 C“44 ise z=54+64=44
2ut+2v=16 v=4

giinde 5,6 birim pamuk 2,4 birim flos ipligi liretilmesi gerekir.
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4.6.Simpleks yontemiyle Lineer Programlama Problemi Co6ziimii

Bu yontemi asagidaki 6rnek problem iizerinde inceleyelim.
Maxz=80x+70y
Kisitlar
6x+3y<96
x+y<18
2x+6y< 72
x>20,y=>0
Adim 1: Aylak degiskenler girilir ve lineer denklem sistemine gore degiskenler kurulur
Adim 2: Buna gore bunun i¢in baglangi¢ simpleks tablosu olusturulur
Adim 3: Amag fonksiyonun satirinda en biiyiik negatif degerli saymin oldugu siitundaki pivot
eleman belirlenir Bu eleman en sag siitundaki katsayilar sabitler pivotlar siitundaki kat
sayilara boliinerek en kiiclik orana sahip degisken temel’e girer obiirii temelden ¢ikar(temel
¢Oziim)
Adim 4:Yukarida ki adimlar amag¢ fonksiyonu satirinda negatif eleman kalmayincaya kadar
tekrarlanir.
Maxz=80x+70y amag fonksiyonu M-80x-70y=0 sekline gevrilir.
Kisitlar
6x+3y+u =96
xty +v =18
2x+6y +w =72
-80x-70y +M =0

Bundan sonra adim 2’ye gegcilir yani baslangi¢ simplex tablosu hazirlanir.

X|y|lu|lv | w|M
u |63 |1]0]01]01]96
v i1l|,1]0}1]0]0]18
wi| 2|6 |0]0]1]0]|72
M |-80(-70/ O O] 0|10

Boyali siitun amag fonksiyonu siitunudur.
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Tabloya gore u=96, v=18 ,x=0 ,y=0 olup ¢oziim degildir ¢6ziim i¢in ama¢ fonksiyonu
satirinda negatif eleman kalmamalidir.
3.asama:amag¢ fonksiyonu belirlendi ve bu satirdaki en kiiglik negatif eleman (-80) yok

edilmeye ¢aligiliyor.

6.....96 96/6=16 en kiiciik eleman oldugundan bunu
I.....18 belirlendi ve 18/1=18
2...72 72/2=36

96/6=16 en kii¢iik eleman oldugundan bunu saglayan say1 6 olduguna gore bu say1 isaretlenir

ve 6’nin bulundugu satir1 6’ya boleriz

X|y|lu|v 6 w M
u | 1| %|l/6]0]| 0| 0|16]|Dl
v| 1 |1]0|1]0)|0]|18|D2
w|l2]6|0[0|1|0/|72|D3

-D1+D2 D2
-2D1+D3 D3 islemleri yapilarak yeni bir matris olusturulur.
-80D1+D4 D4

Amag x siitununu , u siitununa doniistiiriip x’1 temele almaktir.

X |y u v i w | M
X 1 | %2 |16 0| 0] 0]16
v | 0| %|-1/6|1 0|0 2
w0 |5 |-1/3]0 1 0 | 40
M| 0 [-30(40/3] 0 | O 1 1280

x=16 , v=2 ,w=40 ,m=1280, y=0 olup ¢6zlim degildir .O halde, isleme devam edilerek —30

2 40

belirlenir Ve%: ,5:4,?:80ranlarmdan en kiicligli saglayan Y2 sayisi pivot

elemandir.
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X y u v | w | M X u |[v|iw| M
X 1 | % |16] 0 0 0 | 16 x |1 ]0[1/3]-1]0] 0] 14
v 0| % (-1/6] 1 0 0 2 y | 0|1 |-1/3]2]0]0]| 4
w |0 5 1-13] 0 1 0 | 40 wi| 0|0 ]|43]-10/ 1020
M | 0 |-30(40/3| O 0 1 [1280 | M | O | O [10/3|60| O | 1 |1400
(-1/2)D2+D1 Dl
(-5)D2+D3 D3
30D2+D4 D4

O halde; x=14 , y=4 ,w =20 , m=1400 ¢6zliimdiir yani;maksimumz=80.14+70.4=1400"diir.

4.6.1.Marjinal Analiz

X |y | u|v

X 1 0 [1/3] -1

14 | +3.(1/3)=15
0| 1 [-13] 2 4 | +3.-1/3)=3
0] 0 [43]-10] 1 20 | +3.(4/3)=24
0| 0 [103]60] 0 [ 1 [1400]+3.(10/3)=1410

ol o =

o o o B

| 2|«

u tasarim , v montaj , w test atolyesi olsunlar .Tasarim siitununu dikkate alalim burada ilave
bir is giicii liretim seviyesi ve kar1 ne kadar degistirilebilir ? Bunun i¢in tasarim atdlyesinde 3
saatlik ilave is giicli sonug tabloyu sekilde eklenir

Sonug olarak u=10/3 , v=60 ,w=0 degerlerine marjinal degerler denir.

Ornek.4.7 :maxz=3x+5y

Kisitlar

3x+6y<90  Tasarim

7x+5y<138 Montaj

4x+3y<120 Test

x=0,y=>0

montaj atolyesine 18 saat ilave edildiginde kar ne kadar artar?Montaj at6lyesine ilave edilecek

saati belirleyen analizi yapmiz.
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Coziim.4.7:

X|y|lu|v| w| M X |y u v w | M
u | 3/6|1[0[0[0]|9%|y|O0O]|1][727|-1/9]0] 08| +18(-1/9)=6
v I 75101100 [138|x|1]|0][-527|29 |0]0/|14|+18(2/9=18
w |4 [310[0]1][0/[120)w|O0]|O0]|-1/27|-59 | 1] 0 [40|+18(-5/9)=30
M|-3|-5(0[0]0]| 1] 0 |M|[O|O0{2027] 1/9 |0 |0 |82 +18(1/9)=84
(2 liraart1)  utasarim, v montaj , w test atelyesi olsunlar.
girig kisitlama
8+h(-1/9)  h<72
14+h(2/9) h>63 -63<h<72
40+h(-5/9) h<72
Ornek.4.8: minz =375-2x-3y minz= - max(-z)
Kisitlar
x<30
y<25
xty>15(ise — x — y <—15)
xt+y <45
Xx=20,y=>0
Coziim4.8: x+t =30
y+tu =25
Xty +v =-15
xty +w =45
-2x-3y +M =-375
X y t u \ w | M
t 1 0 1 0 0 0 0 | 30
u 0 1 0 1 0 0 0 | 25
v -1 ] -1 0 0 1 0 0 | -I5
w 1 1 0 0 0 1 0 | 45
M| -2 |3 0 0 0 0 1 |-375
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X y t u v w | M
Dl t 0 -1 1 0 1 0 0 15
D2 | u 0 1 0 1 0 0 0 | 25
D3 | v 1 1 0 0 -1 0 0 15
D4 | w 0 0 0 0 1 1 0 | 30
D5 M| O -1 0 0 -2 0 1 |-375

X y t u v w | M
v 0 -1 1 0 1 0 0 15
u 0 1 0 1 0 0 0 | 25
X 1 0 1 0 0 0 0 | 30
w 1 -1 0 0 1 0 15
M 0 -3 2 0 0 0 1 |-315
X y t u v w | M
\4 0 0 0 0 1 1 0 | 30
u 0 0 1 1 0 -1 0 10
X 1 0 1 0 0 0 0 | 30
y 0 1 -1 0 0 1 0 15
M 0 0 -1 0 0 3 1 |-270

Maksimum problemi olsaydi 3°i sececektik burada ise —2’yi yok etmeye calisacagiz .
Karsilikli elemanlar1 oranliyoruz

30/1; -15/-1; 45/1 oranlarindan en kii¢iik oran1 aliyoruz (-15)/(-1)’dir .(-) pivot elemandir.
Bulundugu satirin tiim elemanlarimi (-) ile carptik ikinci tabloyu yazdik .Daha sonra asagidaki
satir iglemlerini yaptik;

2D3+D5 D5

D3+D1 } D1

D3+D4 D4

Ikinci tabloda —2’yi yok etmeye ¢alisacagiz. Karsilikli elemanlari oranliyoruz

15/1;15/-1;30/1 en kiigiik oran1 aliyoruz.
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X y t u v w | M
v 0 0 0 0 1 1 0 | 30
t 0 0 1 1 0 -1 0 | 10
X 1 0 0 -1 0 0 0 | 20
y 0 1 0 1 0 1 0 | 25
M 0 0 0 1 0 2 1 |-260

Min 375-2x-3y ise 2x+3y-375=M=> x=20, y=25 i1se 2.20+3.25-375=-260 TL

Negatif ¢ikmasinin sebebi minimum problemi olmasidir.
4.7.DUALITE

max CX
Kisitlar
AX<B
X>0 lineer programlama probleminin duali;
min B'U
kisitlar
A'UzCT

U2 0 seklinde tanimlanir.Bir 6nceki 6rnek problemimizi buna gore uyarlarsak;

X
Maxz=80x+70y} max[80 70]M

Kisitlar Kisitlar
6 3 96
X X 0
6x+3y <96 1 1 { }S 18 ve{ }2{ }
y y 0
2 6 72
xty<18 3x2 2x1 3x1
2x+6y< 72
x>0,y=>0

Dual problem:Minz=96u+18v+72w
Kisitlar
6utv+2w> 80
3utv+ow =70

u=0,v=0,w=>0
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Ornek: minl8x+20y+2z
kisitlar

3x-5y-2z<4

6x -8z29
X=20,y>0,z>0

yeni kisitlar

-3x+5y+2z> -4

6x -8229
X>0,y>20,z>0
maxz=-4u+9v (simpleks ¢oziim)
Kisitlar
-3ut6v<18 -3ut6vtx =18
5u<20 Su +ty =20
2u-8v<2 2u-8v +tz =2
u>0,v=>0
-3 5 2 -3 6
6 0 -8 ,|5 O
2 -8
2x3 3x2

M=-4u+9v ise 4u-9v+M=0

u v X y V/ M
X -3 1 0 0 0 18 D1
y 5 0 0 1 0 0 20 D2
z 2 -8 0 0 1 0 2 D3
M 4 -9 0 0 0 1 0 Amag
fonksiyonundaki
en kiigiik say1,D4

18/6 ,20/0 ,2/-8 , buradan 18/6 secilir.6 pivot elemandir
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u \ X z M
v [-12] 1 [ 1/6] 0 0 0 3 | DI
y 5 0 0 1 0 0 | 20 | D2
z -2 0 [ 43| 0 1 0 | 26 | D3
M (-172| 0 [32]| 0 0 1 27 | D4

2D2+D3=(1/2)D2+D1= (1/2)D2+D4=islemleri gerceklestirilir.

%/2 ’? , _2—62, buradan 20/5 segilir.5 pivot elemandir.
u v X y z M
v 0 1 [ 1/6 (1710 O 0 5
u 1 0 0O |1/5] 0 0 4
z 0 0 [4/3 (23] 1 0 | 34
M| 0 0 (372 (1710 0O 1] 29

v=5, u=4 oldugundan maxz = -4.4 + 9.5 =29’dir optimum ¢6ziim saglanmistir.
M=18x+20y+2z , x=3/2 , y=1/10,2z=0 ise M=18.3/2+20.1/10+2.0=29
Ornek.4.9:

minz=2x-3y+6z

kisitlar

3x-4y-6z<2

2x+y+2z2>11

x+3y-2z<5

X>0,y>0,z>0 LP problemini ¢dziiniiz

Coziim.4.9 :

minz= 2x-3y+6z (standart forma ¢evirelim)

kisitlar

-3x+4y+6z> -2

2x+y+2z>11

-x-3y+2z> -5

x>0,y 20,z 20 (dualini alalim)
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maxz=-2ut+11v-5w
kisitlar
-3ut2v-w<2
4utv-3w< -3
6ut+2v+2w<6
u=0,v=0,w=>0

SBut2v-wtx =2
4utv-3wty  =-3
6ut2vt2w +z = 6

2u-11v+5w +M= 0

6/2=3 ,-3/1=-3 ,2/2=1 (en kii¢lik oran

almir)pivot eleman ikinci satirn tim

elemanlarin1 2’ye bolelim satir iglemleri

ile pivot elemanin bulundugu siitundaki

u vV | w | X z | M
x [ 3] 2 |-1]1 0 0] 0| 2
y | 4 1 3]0 1 0] 0 |-3
z 6 | 21210 0 1 0] 6
M| 2 -11] 5] 0 0 0 1 0

elemanlar1 0 yapalim son satirdan(amag

satirinda) negatif eleman kalmayana kadar bu islemlere devam edelim.

u v w X V/ M
v | -3/2 I | -12] ' 0 0 1
y (112 0 |-52]-12 0 0 -4
Y/ 9 0 3 -1 1 0 4
M [-292| 0 |-1/2|11/2 0 1 11

u v w X z M
\4 0 1 0 1/3 0 1/6 0 5/3
y 0 0 |-13/3]-1/9 1 -11/18| 0 |-14/9
u 1 0 /3 |-1/9( 0 1/9 0 4/9
M 0 0 | 13/3]1359| 0 29/18 1 |157/9

u=4/9 , v=5/3 , w=0=-2u+11v-5w=-2 4/9 +11.5/3-5.0=157/9
x=35/9 ,y=0 , z=29/18=2x-3y+62=2.35/9-3.0+6.29/18=157/9

ilk atolyede 3 saatlik bir artis yapilirsa kar ne olur?

5/3+3(1/3)=8/3=>-14/9+3(-1/9)=-17/9=>4/9+3(-1/9)=1/9=>157/9+3(35/9)=262/9
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5.BOLUM
5.Ulastirma Problemleri

5.1.Ulastirma Problemlerine Giris

Bu boliimde, dogeusal programlama problemlerinin 6zel bir tiirii yani belirli sayida kaynakta
iiretilen mallarin, belirli amaglere minimum maliyette gonderilmesi ile ilgili olan ulastirma
modellerine deginilecektir. Ulagtirma probleminde amag¢ kaynaklardan hedeflere, yani iretim
merkezlerinden dagitim merkezlerine mallar dagitilirken, bu dagitim islemini mnimum
maliyette gergeklestirmektir. Ulastirma modelinde kisitlayici kosullar, istem ve sunum

miktarina bagli olarak daha ¢ok esitlik seklindedir.

Ulastirma modeli seklinde kurulan bir problem simpleks yontem ile ¢oziilebilir. Fakat
ulagtirma problemleri kendine 6zgii teknikleri ile, yani ulagirma algoritmasi, atama ve aktarma
modelleri gibi tekniklerle daha az zaman ve daha az hesaplamayla ¢6zmek olanaklhdir.
Ulastirma modelini bugiinkiine benzer fakat daha basit yapida ilk kez 1941 yilinda Hitchock
petrol endiistrisine uygulamistir. Sonralari, Koopmans, Dantzig, Cooper ve charnes’in
gelistirdikleri ve uygulamada gegerli olan teknik 1960’larda yayginca kullaniimaya

baslamistir.Ulastirma problemleri asagidaki alanlarda sik¢a kullanilmaktadir:

1- Uretim ve tiiketim merkezleri arasinda optimal mal dagitiminin belirlenmesinde,
2- Islerin makinalara dagitiminda,

3- Uretim planlamasinda,

4- Cesitli sebeke ag1 (network) problemlerinde,

5- Isletmelerin (fabrikalarm) kurulus yeri seciminde gibi..
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5.2.0rneklerle Ulastirma Problemlerinin incelenmesi:

Problem.5.1: Bir isletmeden asagidaki veriler alinmistir

Uretim merkezleri | Uretim miktarlart | Tiiketim merkezleri | Tiiketim miktari
F1 200 D1 250
F2 400 D2 200
F3 250 D3 350
Tiiketim merkezi Dl D2 D3 Bu tablo iki merkez arasindaki birim tasima
Uretim merkezi maliyetidir Uretim yerlerinden tiikketim yerlerine
Fl 10 6 S gonderilecek mallari isleminin toplam
F2 7 8 8 maliyetinin en az olmasi isteniyor
F3 6 9 12
Coziim.5.1: Ulagtirma tablosunun diizenlenmesi
D1 D2 D3 Arz
3 3
F1 10 6 5 200 a>%'bp
X11 X12 X13
F2 7 8 8 400
Xo1 Xon Xo3 Buna gore amag fonksiyonu;
X31 X32 X33 X520 dir
Talep |250 200 350
Kisitlar
X11+X12+X13 < 200 M
X21HX20+X23 < 400 > arz kisitlayicilar
X311+X321+Xx33< 250 »,
X11+X21+Xx312> 250 )
X12+X20+x32> 200 > talep kisitlayicilar
X13+X23+X33 > 350 p,

77



Kuzey-bati kosesi yontemi :Hantal bir ¢6ziim yontemidir,daha iyisi vardir.

D1 D2 D3 D4 Arz
F1 10 6 5 0 200
200 X12 X13
F2 7 8 8 0 400
50 200 150
F3 6 9 12 0 250
X31 X32 200 50
Talep | 250 200 350 50 850
850
En kiiciik maliyetli hiicreler yontemi:
D1 D2 D3 D4 Arz
F1 10 6 5 0 200
200
F2 7 8 8 0 400
50 200 150
F3 6 9 12 0 250
200 50
Talep |250 200 350 50
VAM(vogel) yontemi:
Dl D2 D3 D4 Arz
(sunum)
Fl1 45 17 21 30 15
F2 14 18 19 31 13
Talep |9 6 7 9
(istem)
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Arz=Talep olmasi i¢in D4’1i ekledik
Zmin=200.10+7.50+8.200+8.150+12.20

0+0.50

Zmin=7550 TL.

m-+n-1=6(m=4,n=3)

Zmin=7.50+8.200+8.150+5.200+6.200+
0.50
Zmin=7350TL.

Arabalarm  kiralandigi merkez ile

kiralayan merkezler arasindaki birim

tagima maliyetleri tabloda

verilmigtir.Buna  gbre  arabalarin

dagitim programlarmi ve toplam en
kiiciik  tasima

maliyetini ~ vagel

yontemine gore diizenleyiniz.



Oncelikle arz talep dengelenir.Bunun icin kukla fabrika kurariz F3 gibi .Daha sonra her satir
ve siitiin i¢in en kiiciik iki saymin farkini hesaplayip ilgili satir yada siitunun sonuna yazariz.

Islemlere en biiyiik farktan baslariz m+n-1=4+3-1=6 tane carpim toplanir.

D1 |D2 |D3 |D4 |Arz 449
F1 |45 |17 |21 |30 |15 44112
6 |3 |6
F2 |14 |18 |19 |31 |13
9 4
F3 |0 |0 |0 |0 (3
3 14 17 19 30
31 1 2 1
talep|9 |6 7 |9 |31
1 2 1
31
2 1

Minz= 0x3+14x9+17x6+3x21+19x4+30x6=547 TL.’d1r .

6.BOLUM

6.Atama Problemleri

6.1 Atama Problemlerine Giris:

Atama problemleri en ¢ok isgilerin iglere ve islerin makinalara programlandirilmasinda
kullanilir. Atama modeli kaynaklarin en etkin kullanimini amagladigindan islerin min.
Zamanda veya min. maliyette gerceklesmesi istenir .Atama problemleri ulagtirma

problemlerine doniistiiriilebilir. Burada tiim arz ve talepler toplamu1 1’e esit olmaktadir.

6.2.Atama Problemlerinin C6ziim adimlari:

Adim-1 ) Maliyet matrisinin her sirasinda yer alan en kiiclik degerli eleman belirlenir,
sonra yeni bir maliyet matrisi olusturmak i¢in ayni siradaki tiim elemanlardan ¢ikarilir.

Adim-2 ) Adim-1’de elde edilen maliyet matrisinin her siitunundaki en kii¢iik degerli
eleman bulunur, sonra bu elemanlar ilgili oldugu siitundaki tiim elemanlardan ¢ikarilir.

Adim-3 ) Elde edilen yeni matristeki “0” degerli elemanlara kaynkalar veya isciler
atanir. Bir ig¢inin sadece bir ige atanmasi yapilmig ise bu durum uygun atamanin oldugunu
gosterir.Hangi is¢inin hangi ise atandigini belirlemek igin “0” degerli elemanlar daire igine
almir. Eger uygun atama yoksa Adim-4’e gecilir. En uygun atamalar daire i¢ine alinan

“0’lara karsiliktir.

79



Adim-4 ) Matriste yer alan tim “0” degerli elemanlardan gegen en az sayida ¢izgiler
cizilir. Cizilen ¢izgilerin sayisi sira veya siitun sayisindan az olacaktir. Uzerinden ¢izgi
gecmeyen en kiiciik eleman segilir sonra bu eleman, {izerinden ¢izgi ge¢meyen en kiigiik
eleman secilir sonra bu eleman, {izerinden ¢izgi ge¢meyen tiim elemanlardan cikarilir ve iki
cizginin kesistigi yerdeki elemanlara eklenir. Uzerinden c¢izgi gecen &teki elemanlar

degismeden kalir. Biitiin islemlerden sonra Adim-3’deki islemlere bagvurulur.

6.3. Orneklerle Atama Problemlerinin incelenmesi:
Problem:

Asagidaki tabloda saat olarak her makinenin ilgili is bitirme siiresi verilmektedir .Buna gore,

minimum zamanda islerin makinelara atanmasi problemini ¢6ziiniiz.

Makineler
A|BJ|] C]|D
1 [ 10| 14|15 ] 13
Ister 2 [ 12 [ 13| 16 | 12
3 8 | 12 | 12 ] 11
4 | 13 ] 16 | 18 | 13
Coziim:
0[4[5[3[1]0o3]1]3
0(1(4]0|2]0]0]0]0
ol44]313[0[3]03
o3 150]*[0o2 (10

Her satirdaki en kiiciik eleman belirlenir. Iki taneyse herhangi biri almir sonra biitiin
elemanlar bu elemandan ¢ikartilarak yeni bir matris olusturulur. Daha sonra I. adimda elde
edilen maliyet matrisinin her siitunundaki en kii¢iik eleman bulunur ve bu tiim elemanlardan
cikartilir. Elde edilen yeni matristeki “0” degerli elemanlara is¢i, is veya makine atanir .

Hangi is¢inin (makinenin ) hangi ise atandig1 belirlemek icin “0” degerli elemanlar daire igine

alinir Atama uygun degilse adim 4’e gegilir.
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Matriste yer alan tiim “0” degerli elemanlardan gegen en az sayida dogru cizilir. Cizilen
dogrularin sayis1 satir veya siitun sayisindan az olacaktir. Uzerinden dogru ge¢meyen en
kiiciik eleman bulunacak ve {lizerinden dogru gegmeyen biitliin elemanlardan ¢ikarilacak ve iki
dogrunun kesistigi yerdeki elemanlara eklenecektir .Sonu¢ vermezse adim 3’e doniiliir

1.is A makinesine, 2.is B makinesine, 3.is C makinesine , 4. is D makinesine atanir

minz=10+13+12+13=48

Problem:Asagida verilen degerlere gore iscilerin iglere atamalarimi yaparak toplam maliyeti

minimum yapiniz.

Isler
1 2 3 4
1 |12 14 10 9
Isciler |5 |17 g8 12 7
3 |8 6 9 5
4 |6 4 7 6
Coziim:

1 2 3 4 1 2 3 4
1 |1 5 0 1 1 |1 5 0 0
211 0 3 0 2 12 1 4 0
300 0 2 0 301 1 3 0
4 10 0 2 3 4 10 0 2 2

Opimal ¢oziim = 1.is¢i 3.ise,2.is¢i 4.ise,3.is¢i 1.ise, 4.is¢i 2. ise atanir minz=10+7+8+4=29,
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7.BOLUM

7.Gezgin Satic1 Problemi

7.1 Gezgin Satic1 Problemlemine Giris:

Gezgin satict problemi basladigi noktaya tekrar donmek kosuluyla (n-1) sayida yerlesim
yerine ugrayan satici ile ilgilidir. Burada amag¢ sayis1 “n” tane olan yerlesim yerinden bir
saticinin (n-1) tane kente en kisa siirede ugrayarak basladigi kente donmesini saglayacak bir

gezi plan1 hazirlamaktir.

Bu yontem teslimat, teftis gibi islemlerde ve T:v: rdle istasyonlarinin yerinin tespitinde veya

okul 6grencilerinin minibiislerle toplanmas1 gib giinliik islerde siklikla kullanilir.
7.2.Gezgin Satic1 Problemi islem Adimlar:

Gezgin satici problemi i¢in dort adimda iglem yapilir Bunlar ;

1.-Adim ) Verilen problemin maliyet matrisinde bos hiicreler varsa bu hiicrelere en
biiylik sayilar yazilir matriste yer alan en kiigiik eleman daire igine alinir gezi planinin
halkasina eklenir

2.-Adim ) Adim I’de daire igine alinan elemanin bulundugu satir ve siitunundaki tiim
diger elemanlarin yerine ¢ok biiyiik degerli sayilar yerlestirilerek yeni bir matris elde
edilir

3.-Adim ) Adim II’de ulasilan maliyet matrisinde daire icine alinmayan en kiiciik
eleman isaretlenir ve sonra heniliz tamamlanmamis gezi planinda karsilik oldugu
halkaya deneme yoniinde eklenir. Sonuglanan gezi uygun degilse isaretlenen maliyet
daire i¢ine almarak Adim IV’ e gegilir.

4.Adim ) Eger sonuglanan gezi plani uygun degilse en son halka plandan ¢ikartilir ve
onun maliyeti yerine daha 6nce verilen biiylik maliyet alinarak Adim III’e doniiliir
5.Adim ) Gezi plan1 tamamlanmis ve optimale yakin ise bu plan kabul edilir aksi halde
adim 2’ye doniiliir. Bos birakilan herhangi bir yerlesim yeri Adim II’deki islemlerine
gecilir. Bos birakilan herhangi bir yerlesim yeri Adim II’deki islemler ile yeniden geriye

birakilmaz ve herhangi bir yerlesim yeri gezi planina girdi ise tekrar plana girmez.
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7.3. Gezgin Satic1 Problemlerinin Orneklerle incelenmesi:

Problem:

Asagida gezgin satic1 problemi i¢in verilen maliyet matrisine optimale yakin ¢6ziim varsa

bulunuz.
A B C DE
A |- 3580 105165
B [35- 45 20 80
C |80 45 - 30 75
D [1052030 - 60
E [1658075 60 -
Coziim:

Once bos birakilan gozelere yeni c;,22,C33,c44 V€ Css yerine 2000 gibi ¢ok biiyiik

degerli maliyet eleman yerlestirilerek asagidaki tablo elde edilir.

A B C D E
200035 80 105 165
35 200045 20 &0
80 45200030 75
105 20 302000 60
165 80 75 60 2000

m g Q w >

Yukaridaki tabloda en kiiciik deger cy4 veya cs’dir. cys elemanim sectigimizi
diistinelim ve isaretleyerek bunu, gezi planinin bir halkas1 yani 2 — 4 olarak kabul edelim.
Sonra cy4 elemaninin disinda kalan ikinci sira ve dordiincii stitundaki elemanlar ile ayni

degerdeki elemanlarin yerine biiyiikk degerli say1 2000 yerlestirilir ve asagidaki tablo elde

edilir.
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A B C D E
200035 80 2000 165
2000 2000 2000 20 2000
80 45 2000 2000 75
105 20 30 2000 60
165 80 75 2000 2000

m g O W >

Yukaridaki tabloda isaretlenmemis en kiiciik eleman cs3 = 30’dur. Simdiki gezi
planina 4-3 halkasini da ekleyerek, uygun olmayan ve hala tamamlanmanuis 2-4 ve 4-3 gezi
plan1 elde edilir. Ayrica c43 elemam isaretlenerek ilgili oldugu satir ve siitundaki diger

elemanlar ile doniisiim eleman1 ¢34 yerine 2000 elemani konularak asagidaki tablo elde edilir.

A B C D E
2000 35 2000 2000 165
2000 2000 200020 2000
80 45 2000 2000 75
2000 2000 30 2000 2000
165 80 2000 2000 2000

m g Q wm »

Yukaridaki tabloda isaretlenmeyen ci, =35’tir. Tamamlanmamis simdiki gezi planina
1-2 halkas1 ilave edilerek 1-2,2-4,4-3 gezi plani elde edilir. cj, eleman1 isaretlenir, birinci
siradaki diger elemanlar ile ikinci siitudaki tiim diger elemanlar ve doniisiim elemani ¢;; nin
yerine bilyiik degerli sayr 2000 konulur. Bu islemin sonug¢lari asagidaki tabloda

goriinmektedir.

A B C D E
2000 35 2000 20002000
2000 20002000 20 2000
80 2000 2000 2000 75
2000 2000 30 2000 2000
165 2000 2000 2000 2000

m o o w »
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Ayni islemlere devam edilerek c3s ve cs; elemanlart da sirasi ile isaretlenerek asagidaki
tablolar elde edilir. Gezi plan1 son tabloda isaretlenen elmanlar ile gosterilir ki, adlandirilinca

gezi plam1 1522 —>44—533—55—>1 olur. Bu tamamlanmig bir plan olup optimale

yakindir. Gezinin toplam maliyeti ise z=20+35+30+165+75=325 birim lira olur.

A B C D E A B C D E

2000 35 2000 2000 2000 200035 20002000 2000
2000 2000 2000 20 2000 2000 2000 2000 20 2000
2000 2000 2000 2000 75 2000 2000 20002000 75
2000 30 2000 2000 2000 2000 30 2000 2000 2000
165 20002000 2000 2000 165 2000 2000 2000 2000

m g Q w >
Mg QO % »

8.BOLUM
8.DINAMiIK PROGRAMLAMA

8.1.Dinamik Programlaya Giris:

Bir ekonomik olaya bagli bir fonksiyonun optimal degerinin degerinin arastirmanin en
giivenilir araglarindan birisi, 20 yil kadar 6nce A.B.D’ li matematik¢i Richard Bellman
tarafindan agiklanmistir .Bu analiz aracinin 6nemi ekonomik olaylarda oldugu kadar fizik

matematik alanlarda da gegerli olmasindadir .

DP optimizasyon probleminin c¢ogunu ¢6zmekte kullanilan bir yontemdir ve
problemin sonundan basina dogru calisarak ¢oziimlerin elde edilmesine dayanir .bdylece
biiylik ve ¢oziilemez problemler ¢oziilebilen kiigiik problemlerin bir dizisine indirgenmis olur
bu yontem daha g¢ok yatinm , sgsebeke , ve kaynak tahsisi problemlerinde

kullanilir.(yatinnm:inventory,sebeke:network ,kaynak tahsisi:resource allocation)
8.2.Dinamik Programlanin Orneklerle incelenmesi:

Ornek: Bir masada 30 kibrit ve iki oyuncu vardir 6ncelikle ilk oyuncu 1,2 veya 3 kibrit
toplayarak basliyor .Sonra rakip 1,2 veya 3 kibrit topluyor .Oyun bu sekilde devam ederken
son kibriti olan oyuncu oyunu kaybediyor .Oyunu kazanacagindan ilk oyuncu olarak nasil

emin olabilirim.

85



Coziim: Problem sondan baglanarak ¢oziiliir

Eger masada 5,9,13,17,21,25,29 kibrit kalirsa ben kazanirim bunun i¢in 30-29=1 kibrit olarak
ilk benim siramsa mutlaka kazanirim

Ornek: (sebeke- problemi)DP’nin pek ¢ok uygulamasi verilen bir sebekede iki noktayi
birlestiren en kisa veya en uzun yolu bulmaya dayanir

Joe NY ’ta yasiyor fakat arabayla LA’ya gitmeyi planliyor .joe’nin imkanlar1 sinirlidir ve her
geceyi seyahatlerde gecirmek istiyor joe’nin arkadaslarinin bulundugu sehirler ve aralarinda
ki mesafeler asagida ki tabloda verilmistir . buna gore joe en az mil giderek LA’ya nasil
ulasir.

Coziim:

Columbus?2 680

790
550 1050

580 '
Newyorkl <290 Nashvillla3 @
66

770 510

Kansas5 610

790
Denver8 1030

Oklomaha6 Los Angeles10
San Antonia9 1390

Louisville4 Dallas7 270

830

safhal safha2 safha3 safha4
F3(5)=min { C58+14(8)=610+1030=1640
C59+f4(9)=790+1390=2180
F3(6)=min { C68+f4(8)=540+1030=1570
C69+f4(9)=940+1390=2330
F3(7)=min { C78+f4(8)=790+1030=1820
C68+£4(9)=270+1390=1660
C25+£3(5)=680+1640=2320
F»(2)=min C26+£3(6)=790+1570=2360
C27+£3(7)=1050+1660=2710
C35+£3(5)=580+1640=2220
F»(3)=min C36+£3(6)=760+1570=2330
C37+£3(7)=660+1660=2320
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C45+13(5)=510+1640=2150
F»(4)=min C46+13(6)700+1570=2270
C47+13(7)=830+1660=248
(f4(8)=1030 ve f4(9)=1390)
C12+£2(2)=550+2320=2870
Fi(1)=min C13+f2(3)=900+2220=3120
C14+£2(4)=770+2150=2920
(Burada, f,,(a) seklindeki ifadelerde n agama(stage) sayisidir.)
Sonug: 1-2-5-8-10=2870 km’dir

Ornek: Bir sirket gelecek 4 ayda iiriinii i¢in olan talebin su sekilde olacagini bilmektedir.

l.ay 1 birim
2.ay 3 birim
3.ay 2 birim
4.ay 4 birim

her aym baslangicinda sirket gecerli aylarda ka¢ birim {iiretilmesi gerektigini belirlemek
zorundadir her hangi bir birimin iiretildigi bir ay icinde 3 dolarlik bir maliyetle kars1 karsiya
kalinmaktadir ayrica iiretilen her birim i¢in 1 dolarlik degisken bir maliyet olmaktadir .Her ay
sonunda 50 cent birimlik bir maliyetle kars1 karstya kalintyor kapasite birimi her ay boyunca
mam 5 birim iretilmesine izin veriliyor .Sirketin stoklarinin boyutu her ay i¢in olsa olsa 4
birimlik bir {iretimin c¢ikisiyla simirlanmaktadir bu sirket biitiin istekleri zamaninda
karsilayabilmek icin toplam iiretim i¢in en uygun kosullar1  belirlemek ve 4 ay boyunca
olacak maliyeti karsilayabilmek c¢in bir iiretim programi belirlemek istemektedir .Bu
programa gore ilk ayin baslangicinda 0 birim oldugu varsayilmaktadir Biitiin istekler her ayin

iiretim ¢ikis1 pozitif olacak sekilde sinirlandirilacak ve zamaninda karsilanacaktir.
Coziim:4.ay irilinleri + 3 aydan gelen stoklar = 4 ay talebi

x((1)= t ay1 basinda i birimleri iiretilmis t,t+1,.., 4 aylar1 boyunca tutan toplam harcamalar
minimize eden iiriin seviyesi

fi(i)=her ay i¢in minimummaliyetle karsilanan talep

t,t+1,..,4 eger i birimler (t) aymin basinda hazir halde ise

C(x) = periyod siiresince tiretilen x birimlerinin maliyet

C(0)=0 ve x>0 ise c(x)=x+3$
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f4(0)=tiretim maliyeti 4-0 birim=c(4)=3+4=73% ve x4(0)=4-0=4

fu(1)=1// 4-1 birim=c(3)=3+3=6% ve x4(1)=4-1=3
f4(2)= 1/ 4-2 birim=c(2)=3+2=5% ve x4(2)=4-2=2
f43)=// 4-3 birim=c(1)=3+1=4$ ve x4(3)=4-3=1
fu(4)=1/ 4-4 birim=c(0)=0 ve X4(4)=4-4=0

f3(1)’yi belirleyecegiz , i=0,1,2,3,4(asamalar aylardir)
f3(1)=min[ 1/2(1+x-2)+tc(x)Ha(i+x-2)](4> 1+ X —-2>0)
f3(0)12,£3(1)=10,£3(2)=7.x3(0)=2 ,x3(1)=5,x3(2)=0
£3(3)=13/2,5(4)=6,x3(3)=0,x3(4)=0

Ornek:Ekipman (Equipment) Yenileme Problemi

Lyl 2.y 3.yl 4.y1l Syl

0.zaman 1.zaman 2.zaman 3.zaman 4.zaman 5.zaman
g(t) =t’den 5’e kadar
cx—t zamanda satin almman bir makinenin net maliyetini x zamana kadar isletme olarak
tanimliyoruz
cx=1000% +mt+...+me-Siq
G(t)=mil {cxt+g(x)}(t=0,1,2,3,4)
Bir oto tamir dilkkkan1 mutlaka bi r makine analizine ihtiya¢ duyar. Yeni bir makine analizi
1000$’dir. Bir makine analizinin 1,2 veya 3 yil elde tutulabiliyor. Birinci elde tutma maliyeti
my;; = 60 $, ikinci yil elde tutma maliyeti mp=808$,liglincii yil elde tutma maliyeti
m3=1208"dir. X yil sonra makine bir yenisi ile degistirilebilir. Bu x yasindaki makineyi
degistirebilmemizde birinci yil s;;=8008,ikinci y1l s;=6008,liglincii yil s3=500$ kurtarma
maliyeti elde ediliyor. Bu diikkan yeni bir makine almak zorunda oldugu zaman 5 y1l boyunca

bu maliyeti en aza indirmek i¢in ne yapmalidir.
Coziim:

001:1 000$+60$-800$:260$: C12=C23=C34=C45
Co= 1 OOO$+6O$+80$'6OO$:540$:C132024:C35
003:1 000$+60$+80$+ 1 20$-500$:760$:C 14=C25
g(t)y=min {c,tg(t)}(t=0,1,2,3,4)
t+1<=x<=t+3,x<=5

g(5)=0
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g(4)=c4s+g(5)=260+0=2608.

g(3)=min C341+g(4)=260+260=520%
{ c351tg(5)=540+0=54%

— Ctg(3)=260+520=780$

g2)=minY  c4+g(4)=540+260=800$

Cost+g(5)=760+0=760$

c12tg(2)=260+760=1020%

g(1)=min » c131tg(3)=540+520=1060%

c14+g(4)=760+260=1020$

{ cortg(1)=260+1020=1280$

\ ¥

Cortg(2)=540+760=1300%
cos+g(3)=760+520=1280%

2(0)=min

9.BOLUM
9.Uygulama Programlar

9.1 Simpleks Metot

http://vinci.inesc.pt/lp/ internet sitesinden temin ettigimiz simpleks metot
problemlerinin ¢oziimlerini yapan programimiz bir java uygulamasidir. Bu sebepten browser
iizerinden herhangi baska bir internet ayar1 yapmadan kullanilabilir.

Program temel olarak simpleks problemlerini simpleks yontem kullanarak ya da dual
yontem kullanarak ¢ézebilmektedir.

Program internet uygulamasi olabilmesi i¢in Applet seklinde hazirlanmistir. Ayrintili
bilgi i¢in http://vinci.inesc.pt/lp/ adresine bakabilirsiniz.

Programin isleyisi acisindan yazim kurallari mevcuttur. Bunlar kisaca:
Problem minimum ya da maksimum problemi olusuna gore “min” ya da “max” yazilir. Bu

732

yazinin ardindan isareti koymak gerekiyor. Ilk yazilacak deger de maksimum ya da
minimum degerlerden hangisinin hesaplanacagini gosteren bu deger olacaktir.

Verilecek degisken isimleri istenilen sekilde secilebilir. Sonuglar verdiginiz degisken
adlariyla ekrana getirilecektir.

Yazilan her esitsizlikten sonra ““:” igareti kullanmak zorundasiniz.

Bu yazim kurallarma dikkat ederek programi kodladigimizda sol ortada bulunan “solve”

butonuna bastiginizda sonuglar bir altta bulunan kutucukta gosterilir.
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Se¢me sekmelerinden “somefeedback” sekmesini segerseniz islemlerin sadece bazi adimlari
ve sonug ekrana getirilir. “Only solution” sekmesi segilirse sadece problemin sonucu ekrana
verilir. “All steps” sekmesini secerseniz islemlerin tiim adimlarini ekrana listeler. ”Clear”

butonuna tikladiginizda da ¢6ziim ekranindaki sonuglar silinir.
9.2 Atama Problemleri

Atama problmelerinin ¢6ziimlerini yapan uygulama proje grubu tarafindan Delphi’de

gelistirilmis Active X teknolojisi kullanilarak internet ortamina aktarilmig bir yazilimdir.

Bu yazilimizdan biz de basit bir yazim kurali kullandik. Temelde makinalar ve onlara
atanacak is¢iler olmak iizere bir matris olusturulmustur. Bu ilk matristir ve makinalar iistte
is¢iler solda olacak sekilde eslesmeye denk gelen degerler ilk matrise yazilir.

Kullandigimiz yazim kurali sudur:

Her bir satir siitun kesisimindeki degeri yazdiktan sonra “;” issareti koymaniz gerekmektedir
Bu degerler yazildiktan sonra “isle” butonuna basilir. Atama problmelerinin ¢dziimi
boliimiinde anlatildig1 gibi ilk once yatayda en kiiciik deger ya da segilen sekmeye gore en
biiylik deger bulunur. Daha sonra satirlar bazinda islemler yapilir. “yatay islemler” matris
bunu gosterir.Daha sonra ayni islemler dikey i¢in de yapilir. “dikey islemler” matrisine o
degerler islenir. Eger uygun ¢6ziim yoksa Atama problemlerinde bahsi gecen Adim-4
islemleri gerceklestirilir. Ardindan eger uygun ¢6ziim varsa bu uygun ¢oziim matrisi bir

sonraki “Coziim” matrisine yerlestirilir. Son boliimde ise metinsel olarak verilen problemin

¢Oziimiiniin ne anlama geldigi “Sonuclar” belirtilir.

Maksimum ya da minimum problemlerinden istenilen yapt bu program dahilinde
coziilebilir. Ancak maksimum ya da minimum olma durumunu sag st kosedeki secim

sekmelerinde belirtmek gerekmektedir.
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EK.1.PROGRAM VE PROGRAM TANIMI

Dogrusal Olmayan Programlama Tekniklerini inceledigimizde bu ¢aligmada Gradient,
Frank-Wolfe ve SUMT algoritmalarina ait uygulamalar Mathprog adli bir paket programla
yapilmistir. Bu uygulamalara ait yorumlarin daha iyi yapilmasi agisindan bu uygulamalara
bazi ilaveler yapilmistir. Diger kalan Nelder - Mead Metod ve Newton-Raphson Metodlari
icin Pascal Programlama dilinde ayr ayr1 program yazilmistir.

a) NELDER - MEAD METODU iCiN PROGRAM

Bu programda amag¢ fonksiyonu program icerisinden tanimlamaktir . Tanimlama FUNC

prosediirii igerisinden yapilmaktadir.

Program calistiginda tanimlanan fonksiyon degisken sayisi , iterasyon adedi , maksimum-
minimum segimi ve baslangic vektdr elemanlar1 VEKTOR prosediirii yardimiyla belirlenir.

RME prosediirii yardimi ile baslangic vektorleri fonksiyonda yerine konur ve c¢ikan
degerlerden BGW prosediirii kullanilarak BEST (en iyi), GOOD (sonraki en iyi) ve WORST
(en kotii) noktalar tespit edilir. Bu islem istenen iterasyon sayist kadar devam ettirilir.

Istendigi taktirde 999 iterasyon yazici veya ekran iizerine almarak incelenebilir.

CERCEVE, BOSA, BOSALT, ALT _CERCEVE isimli prosediirler degisken degeri sifirlama

ve ekran tasarimi i¢in kullanilan program pargalaridir.
b) NEWTON — RAPHSON METODU iCiN PROGRAM

Programin amaci bir boyutlu problemlerin Newton-Raphson Metodu ile ¢oziimiidiir.

Coziim i¢in gerekli fonksiyon fx(p) tek degiskenli fonksiyon pargasinda, tiirevi ise fxt(p) tek
degiskenli fonksiyon parcasinda program icerisinde tanimlanmalidir.

BILGI AL prosediirii yardinu ile baslangi¢ degeri , iterasyon sayis1 ve hata miktari
belirlenir.

ITERASYON isimli prosediir ile verilen iterasyon miktar1 kadar veya tamiml
fonksiyondan ¢ikan deger , istenilen hassasiyetten daha kiiciikk kalincaya kadar iterasyon
islemine devam edilir.

Sonuglar istendigi taktirde yazici iizerine alinip incelenebilir.

CERCEVE, ALT CERCEVE, ve YAZICI isimli program pargalari , ekran tasarimi

ve yazici ¢iktilari i¢in kullanilmistir.
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a)PROGRAM NELDERMEAD:;

uses crt,dos,PRINTER;
VAR
Q.QQ,YER,SAT:BYTE;
grv:array[1..10,1..3,1..20] of real;
CH,CV:CHAR;
V:array[1..3,1..20] of real;
Ac:array[1..20] of real;
F,PRM:real;
ITER,K,ILJ,N,L,H:INTEGER;
X:array[1..20] of real;
M,E,R,C,S:array[1..20] of real;
AMAC:STRING[1];
{Amac fonksiyon}(*amac fonk*)
PROCEDURE FUNC(N:BYTE);
VAR
A,B,C:REAL;
begin
F=X[11*X[1]-4*X[1]+X[2]*X[2]-X[2]-X[1]*X][2];
end;
PROCEDURE VEKTOR;
VAR
Z:BYTE;
begin
Z:=13;
GOTOXY(5,6);WRITE(' DEGISKEN SAYISI....>";READLN(N);
GOTOXY(5,8);WRITE(' ITERASYON ADEDI....>");READLN(ITER);
GOTOXY(5,10); WRITE(' [1].MIN [2].MAX....>");READLN(AMAC);
GOTOXY(5,12);WRITE(' EKRAN YAZICIL.[E/Y]...>");READLN(CV);
FOR K:=1 TO 3 DO
BEGIN
GOTOXY(5,Z);WRITELN('"V',K,'VEKTORU ELEMANLARI";
INC(Z);
FOR J:=1 TO N DO
BEGIN
GOTOXY(5,Z);WRITE(J,'.CI ELEMAN=");READLN(V[K.J]);
INC(Z);
END;
END;
FOR J:=1 TO N DO
BEGIN
erv[1,1jl:=v[1;
erv[1,2,]:=v[2,;
grv[1,3.,j]=v[3,j];
END;
END;
PROCEDURE BGW;
VAR
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FV:array[1..3] of real;

BEGIN

FOR I:=1 TO 3 DO

BEGIN
FOR J:=1 TO N DO
BEGIN
X[J=VI[LI];
END;
FUNC(20);
FVI[I]:=F;

END;

FOR J:=3 DOWNTO 1 DO BEGIN
FOR I:=1 TO J-1 DO BEGIN
IF FV[J]>FV[I] THEN BEGIN
PRM:=FVII];
FV[I]:==FV[J];
FV[J]:=PRM;
FOR L:=1 TO N DO BEGIN
PRM:=VJ[LL];
VI[LL]:=V[J,L];
V[J,L]:=PRM;
END;
END;

END;

END;

IF AMAC='1' THEN BEGIN
FOR L:=1 TO N DO BEGIN
PRM:=V[1,L];
V[1,L]:=V][3,L];
V[3,L]:=PRM;

END;
END;
END;
PROCEDURE BOSA;
BEGIN

FOR J:=1 TO 20 DO BEGIN

A[J]:=0;

M[J]:=0;

E[J]:=0;

R[J]:=0;

S[J]:=0;

C[J]:=0;

END;

END;
PROCEDURE BOSALT;
BEGIN
FOR I:=1 TO 3 DO
FOR J:=1 TO 20 DO
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VI[LI]:=0;
END;
PROCEDURE RME;
VAR
B1,B2,B3,B4:real;
BEGIN
FOR I:=1 TO N DO
BEGIN
M[I]:=(V[LI+V[2.,1])/2;
R[I]:=2*M[I]-V[3.1];
E[1]:=2*R[1]-M[I];
ClI]:==(V[3,I][+M[1])/2;
S[I]:=(V[1,I]+V[3,1])/2;
END;
FOR I:=1 TO N DO
X[I]:=R[1];
FUNC(20);
B1:=F;
FOR I:=1 TO N DO
X[]:=VI[2.1];
FUNC(20);
B2:=F;
IF B1<B2 THEN
BEGIN
FOR I:=1 TO N DO
X[I]:=V[1.1];
FUNC(20);
B3:=F;
IF B3<B1 THEN
BEGIN
FOR I:=1 TO N DO
BEGIN
VI[3.1]:=R[I];
END;
END
ELSE
BEGIN
FOR I:=1 TO N DO
X[I]:=E[1];
FUNC(20);
B4:=F;
FOR I:=1 TO N DO
X[]:=V[1,1];
FUNC(20);
B3:=F;
IF B4<B3 THEN
BEGIN
FOR I:=1 TO N DO
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V[3.1]:=E[I];

END

ELSE

BEGIN
FOR I:=1 TO N DO
V[3,I]:=R[I];

END;

END;

{ELSE

BEGIN
FOR I:=1 TO N DO
X{]:=R[];}
FUNC(20);
B1:=F;
FOR I:=1 TO N DO
X[1]:=V[3.1];
FUNC(20);
B2:=F;

IF B1<B2 THEN

BEGIN
FOR I:=1 TO N DO
V[3.I]:=R][I];
FOR I:=1 TO N DO
X[I]:=C[1];

FUNC(20);

B3:=F;

FOR I:=1 TO N DO

X[I]:=V[3.1];

END;

FUNC(20);

B2:=F;

IF B3<B2 THEN

BEGIN
FOR I:=1 TO N DO
V[3.1]:=CI[I];

END

ELSE

BEGIN
FOR I:=1 TO N DO
X[1]:=S[1];
FUNC(20);
B4:=F;
FOR I:=1 TO N DO
BEGIN

V[3,1]:=S[I];
V[2,1]:=M[I];

END;

END;
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END;
END;
PROCEDURE CERCEVE;
VAR
X:BYTE;

BEGIN
textcolor(15);textbackground(6);
clrscr;
writeln;
writeln;
writeln('||

11;
for x:=1 to 21 do begin
gotoxy(1,3+x);

write('[|');
gotoxy(79,3+x);
write('[|');
end;
writeln('||

11;
gotoxy(7,4);writeln(' **IKI BOYUTLU PROBLEMLER ICIN NELDER-MEAD
METODU**");
END;
PROCEDURE alt_cerceve;
var
x:byte;
begin
gotoxy(2,5);writeln('||===| | I I [1;
gotoxy(2,6);writeln('|| k || B(Xk,Yk)||G(Xk,Yk)||W(Xk,Yk)|[F(Xk,Yk)||");
gotoxy(2,7);writeln('[|===| | | | [1;
for x:=1to 16 do
begin
gotoxy(2,7+x);writeln(l| | || | I [
gotoxy(2,24); writeln('|[===| | | | 1
end;
end;
PROCEDURE YAZICI;
BEGIN
write(LST,H:3," ');
write(LST,'(,V[1,1]:6:4,",",V[1,2]:6:4,") ");
write(LST,'(,V[2,1]:6:4,",,V[2,2]:6:4,") ");
write(LST,'(,V[3,1]:6:4,",,V[3,2]:6:4,") ");
X[1]:=V[1,1];
X[2]:=V[1,2];
FUNC(2);
write(LST,F:18:16);
END;
BEGIN
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cerceve;
YER:=2;
BOSALT;BOSA;VEKTOR;
ALT CERCEVE;
SAT:=8§;
IF UPCASE(CV)="Y' THEN
BEGIN
GOTOXY(1,25);WRITE('YAZICIYI ACIP BIR TUSA BASINIZ....";
CH:=READKEY;
writeln(LST,'TKI BOYUTLU PROBLEMLER ICIN NELDER-MEAD METODU");
writeln(LST,' ");
writeln(LST,");
writeln(LST,'Degisken sayIs[......:",n:3);
writeln(LST,'Tterasyon say[Is[......." iter:3);
writeln(LST,'[1].Min [2].Max......:',amac:3);
writeln(LST,'Amac Fonksiyon......:x"*2-4x+y"2-y-xy'");
writeln(LST,'Vektor Elemanlar(');
writeln(LST,'l.vektor elemanlar(J:(",v[1,1]:6:4,",",v[1,2]:6:4,")");
writeln(LST,'2.vektor elemanlar(J:(",v[2,1]:6:4,",",v[2,2]:6:4,")");
writeln(LST,'3.vektor elemanlar:(",v[3,1]:6:4,",",v[3,2]:6:4,")");
writeln(LST,' ");
writeln(LST," k B(Xk,Yk) G(Xk,Yk) W(Xk,Yk) F(Xk,Yk) ");
writeln(LST,' ";
end;
for H:=1 to 20 do
X[H]:=0;
for H:=1 to ITER do
begin
BGW;RME;
gotoxy(4,sat); write(H:3);
gotoxy(8,sat); write(V[1,1]:6:4,",,V[1,2]:6:4);
gotoxy(24,sat); write(V([2,1]:6:4,',,V[2,2]:6:4);
gotoxy(42,sat); write(V[3,1]:6:4,',',V[3,2]:6:4);
if upcase(CV)="Y' then
YAZICI,
X[1]:=V[1,1];
X[2]:=V[1,2];
FUNC(Q);
gotoxy(61,sat); write(F:18:16);
INC(SAT);
IF SAT>23 THEN
BEGIN
CH:=READKEY;
CERCEVE;
ALT CERCEVE;
SAT:=8;
END;
END;
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IF UPCASE(CV)='Y' THEN
WRITELN(LST, );
CH:=READKEY;

END.

b) PROGRAM NEWTON_RAPHSON;
uses crt,dos,printer;
var
ch:char;
b,hata,z,s:real;
x,iter,sat:byte;
function fx(p:real):real;
begin
{p:=p*3.14/180;}
fx:=exp(p)+p;
end;
function fxt(p:real):real;
begin
{p:=p*3.14/180; }
fxt:=exp(p)+1;
end;
PROCEDURE cerceve;
VAR
X:BYTE;
BEGIN
textcolor(15);textbackground(6);
clrscr;
writeln;
writeln;
writeln('|

11;
for x:=1 to 21 do begin
gotoxy(1,3+x);

write('[|');
gotoxy(79,3+x);
write('[|');
end;
writeln('||

11;

gotoxy(7,4);writeln("  ***IKI BOYUTLU PROBLEMLER ICIN NEWTON-RAPHSON
METODU***");

END;

PROCEDURE bilgi_al;

begin

GOTOXY(7,10);WRITE(BASLANGIC DEGERINI GIRINIZ....>");READLN(b);

GOTOXY (7,12);WRITE(ITERASYON SAYISINI GIRINIZ...>");READLN(ITER);
GOTOXY(7,14);WRITE('HATA TOLERANSINI GIRINIZ....>");READLN(hata);
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end;

PROCEDURE alt_cerceve;
var

x:byte;

begin

gotoxy(2,5);writeln('||===] I I I
gotoxy(2,6);writeln('|| || | F(Xk) | I s
gotoxy(2,7);writeln('|| k || Xk |[Xk+1=Xk-|| F(Xk) || Xk+1-Xk]|');
gotoxy(2,8);writeln('|| || | F(Xk) | I s

115

gotoxy(2,9);writeln('||===| [ [ [
for x:=1 to 14 do

begin

gotoxy(2,9+x);writeln('[| || I [ I s

end;

1

gotoxy(2,24);writeln('||===| I l l
end;
PROCEDURE yazici;
label 10;

begin
writeln(Ist,***IKI
METODU***");
writeln(Ist,’ ");
writeln(lst,’ F(Xk) ");
writeln(Ist,) k Xk Xk+1=Xk---  F(Xk) Xk+1-Xk ');
writeln(lst,’ F(Xk) ");
writeln(lst,’ ";
b:=s;

for x:=1 to iter do

begin

z:=b-fx(b)/fxt(b);

write(lst,x:3,' ");

write(lst,b:13:10," ";

write(Ist,z:13:10,)  ');

write(Ist,fx(b):13:10," ');

write(Ist, ABS(Z-B):13:10,' s

if fx(z)<=hata then

goto 10;

b:=z;

end;

10: writeln(Ist,"L);

end;

PROCEDURE iterasyon;

begin

cerceve;

alt_cerceve;

sat:=10;

for x:=1 to iter do

begin

BOYUTLU PROBLEMLER ICIN
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z:=b-fx(b)/fxt(b);
gotoxy(4,sat);write(x:3);
gotoxy(8,sat);write(b:13:10);
gotoxy(24,sat);write(z:13:10);
gotoxy(42,sat);write(fx(b):13:10);
gotoxy(61,sat);write(ABS(Z-B):13:10);
if ABS(fx(z))<=hata then

exit;

inc(sat);

if sat>23 then

begin

ch:=readkey;

cerceve;

alt_cerceve;

sat:=10;

end;

b:=z;

end;

end;

begin

clrscr;

cerceve;

bilgi_al;

s:=b;

iterasyon;

gotoxy(1,25);write(' Yaziciya aktarmak ister misiniz[E/H] ?');
ch:=readkey;

if upcase(ch)="E' then

yazici;

end.
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EK.2. Dogrusal Olmayan Programlama Tekniklerinin Yorumsuz Ek Uygulamalari

1) Dogrusal Olmayan Programlama

Degisken sayisi 12
Kisitlarin sayisi )
Max Z = -0.07x,+0.38x>
Kisitlar

3x; +1x,L511

2X + 5x, £16

ve

X120, x>0

Frank - Wolfe Algoritmasi

Baslangi¢ Asikar Coziim: (0, 0)

fix) = 32x1 + 50%5 - 107 + 1x5° - 1%y - 1x2°
df7dx; =32 - 4y

df/dx, =50 - 20x; + 3x,” - 4x,°

k
X(k_l) Ci () XE';) t X

[u—

( 0, 0) |32 50

(2.188, 1.458) |-9.87 |14.81
(1.902, 1.686) [4.499 |5.634
(2.024, 1.721) |-1.15 |4.078
(1.966, 1.763) |1.597 |2.149
(2.008, 1.773) |-0.4  |1.697
(1.986, 1.788) [0.655 [0.958
(2.004, 1.792) |-0.18 |0.785
(1.994, 1.799) [0.291 |0.455
(2.001, 1.8) |-0.07 [0.383

. 2) (0729 [(2.188, 1.458)

3
0, 3.2) [0.131  [(1.902, 1.686)
3, 2)  |o.111 [(2.024,1.721)
0, 32) [0.028  [(1.966, 1.763)
3, 2) [0.041  [(2.008,1.773)
0, 32) [0.011  [(1.986,1.788)
3, 2) (0017  [(2.004,1.792)
0, 32) [0.005  [(1.994,1.799)
3, 2) [0.007 [(2.001, 1.8)
0, 3.2) [0.002  [(1.997, 1.803)

O 0 3 O L b WD
—~ NN N SN~~~ ~

—
)

2) iKi BOYUTLU PROBLEMLER iCiN NELDER - MEAD METODU
Degisken Sayis1 )

Iterasyon Sayisi 120

[1]. Min [2]. Max .1

Amag Fonksiyon (x4 2y% - 8xy
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Vektor Elemanlar:

1. Vektor Elemanlari

2. Vektor Elemanlari

3. Vektor Elemanlar:

 (2.0000, 2.0000)
: (3.0000, 2.0000)
: (3.0000, 3.0000)

k

B (Xk , Yk)

G (Xk - yx)

W(Xk,yk)

F (Xx, yx)

p—

O 0 3 N L A~ WD

DO = = = e e e e e e
S O 0 N Dn bW = O

(2.0000, 2.0000)

(1.5000,3.5000)
(1.5000,3.5000)
(1.5000,3.5000)
(1.7500,2.7500)
(1.9375,3.1875)
(1.9375,3.1875)
(17969, 3.8594)
(2.0156,3.7031)
(1.9063,3.7813)
(1.9453,4.0391)
(1.9805,3.8711)
(2.0000, 4.0000)
(2.0000, 4.0000)
(2.0000, 4.0000)
(2.0000, 4.0000)
(2.0000, 4.0000)
(2.0000, 4.0000)
(2.0000, 4.0000)
(2.0000, 4.0000)

(3.0000, 3.0000)

(2.0000, 2.0000)
(2.0000, 2.0000)
(1.3125,3.0625)
(1.5000, 3.5000)
(1.8438,2.9688)
(1.7188,3.3438)
(1.9375,3.1875)
(1.9063,3.7813)
(2.0156,3.7031)
(1.9258,3.9102)
(1.9453,4.0391)
(1.9902,3.9355)
(1.9951,3.9678)
(1.9976,3.9839)
(1.9988,3.9919)
(1.9994,3.9960)
(1.9997,3.9980)
(1.9998,3.9990)
(1.9999,3.9995)

(1.5000,3.5000)

(2.3750, 2.8750)
(1.1250,2.6250)
(1.7500, 2.7500)
(1.9375, 3.1875)
(1.7188,3.3438)
(1.7969,3.8594)
(2.0156, 3.7031)
(1.9766, 3.4453)
(1.9453,4.0391)
(1.9805,3.8711)
(2.0000, 4.0000)
(1.9727,4.0195)
(1.9863,4.0098)
(1.9932,4.0049)
(1.9966,4.0024)
(1.9983,4.0012)
(1.9991,4.0006)
(1.9996,4.0003)
(1.9998,4.0002)

-8.00000000000

-12.43750000000
-12.43750000000
-12.43750000000
-13.99609375000
-14.99412536600
-14.99412536600
-15.26407522000
-15.78073114200
-15.86393642400
-15.90938055100
-15.97781214500
-16.00000000000
-16.00000000000
-16.00000000000
-16.00000000000
-16.00000000000
-16.00000000000
-16.00000000000
-16.00000000000

3) iKi BOYUTLU PROBLEMLER iCiN NELDER - MEAD METODU

Degisken Sayisi

fterasyon Say1s1

[1]. Min [2]. Max

Amag Fonksiyon

Vektor Elemanlarlar:

1. Vektor Elemanlari

2. Vektor Elemanlar

3. Vektor Elemanlari

12

:20

01
:X4+2y2—8xy

: (-1.0000,-2.0000)
: (-1.0000,-3.0000)
: (-2.0000,-2.0000)
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—

B(xx, yx)

G (Xk », Yk)

W(Xk,yk)

F (x, yx)

O 0 3 N L AW N =

—
i

N = = = = = = e
S O 0 3N L kWD

(-2.0000, -2.0000)

(-1.5000, -2.5000)
(-1.5000, ,2.5000)
(-1.8750, -2.6250)
(-1.5625, -3.1875)
(-2.1563, -3.7188)
(-1.8438, -4.2813)
(-2.0000, -4.0000)
(-2.0000, -4.0000)
(-2.0000, -4.0000)
(-2.0000, -4.0000)
(-2.0000, -4.0000)
(-2.0000, -4.0000)
(-2.0000, -4.0000)
(-2.0000, -4.0000)
(-2.0000, -4.0000)
(-2.0000, -4.0000)
(-2.0000, -4.0000)
(-2.0000, -4.0000)
(-2.0000, -4.0000)

(-1.5000, -2.0000)

(-1.5000, -2.2500)
(-1.7500, -2.2500)
(-1.5000, -2.5000)
(-1.8750, -2.6250)
(-1.5625, -3.1875)
(-2.0000, -4.0000)
(-1.8438, -4.2813)
(-2.0703, -4.2734)
(-2.0352, -4.1367)
(-2.0176, -4.0684)
(-2.0088, -4.0342)
(-2.0044, -4.0171)
(-2.0022, -4.0085)
(-2.0011, -4.0043)
(-2.0005, -4.0021)
(-2.0003, -4.0011)
(-2.0001, -4.0005)
(-2.0001, -4.0003)
(-2.0000, -4.0001)

(-1.5000, -2.5000)

(-1.7500, -2.2500)
(-1.8750, -2.6250)
(-1.5625, -3. 1875)
(-2.1563, -3.7188)
(-1.8438, -4.2813)
(-1.7031, -3 .7344)
(-2.1406, -4.5469)
(-1.9219, -4.1406)
(-1.9609, -4 .0703)
(-1.9805, -4.0352)
(-1.9902, -4.0176)
(-1.9951, -4.0088)
(-1.9976, -4.0044)
(-1.9988, -4.0022)
(-1.9994, -4.0011)
(-1.9997, -4.0005)
(-1.9998, -4.0003)
(-1.9999, -4.0001)
(-2.0000, -4.0001)

-8.00000000000

-12.43750000000
-12.43750000000
-13.23413085900
-13.56297302200
-14.87318325000
-14.93421840700
-16.00000000000
-16.00000000000
-16.00000000000
-16.00000000000
-16.00000000000
-16.00000000000
-16.00000000000
-16.00000000000
-16.00000000000
-16.00000000000
-16.00000000000
-16.00000000000
-16.00000000000

4) iKi BOYUTLU PROBLEMLER iCiN NELDER - MEAD METODU

Degisken Sayisi

Iterasyon Sayisi

22
.15

[1]. Min [2]. Max
Amag Fonksiyon
Vektor Elemanlarlart
1. Vektor Elemanlart
2. Vektor Elemanlari

3. Vektor Elemanlari

o1
:x3+y3-3x-3y+5

 (1.0000, 2.0000)
 (2.0000, 0.0000)
: (2.0000, 2.0000)

k1 B(xk, yi)

G (Xx, yx)

W(Xi,yx)

F (X, yx)

(1.0000,2.0000)

1
2 {(1.0000,0.0000)
3 {(1.0000, 1.0000)
4 {(1.0000, 1.0000)

(2.0000, 0.0000)

(1.0000, 1.0000)
(1.0000,0.0000)
(0.7500, 1.0000)

(1.0000,0.0000)

(1.5000,0.0000)
(0.5000, 1.0000)
(1.0000,0.5000)
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15

(1.0000, 1.0000)
(1.0000, 1.0000)
(1.0000, 1.0000)
(1.0000, 1.0000)
(1.0000, 1.0000)
(1.0000, 1.0000)
(1.0000, 1.0000)
(1.0000, 1.0000)
(1.0000, 1.0000)
(1.0000, 1.0000)
(1.0000, 1.0000)

(0.8750, 1.0000)
(0.9375, 1.0000)
(0.9688, 1.0000)
(0.9844, 1.0000)
(0.9922, 1.0000)
(0.9961, 1.0000)
(0.9980, 1.0000)
(0.9990, 1.0000)
(0.9995, 1.0000)
(0.9998, 1.0000)
(0.9999, 1.0000)

(1.0000,0.7500)
(1.0000, 0.8750)
(1.0000,0.9375)
(1.0000,0.9688)
(1.0000,0.9844)
(1.0000,0.9922)
(1.0000,0.9961)
(1.0000,0.9980)
(1.0000,0.9990)
(1.0000,0.9995)
(1.0000,0.9998)

1.00000000000
1.00000000000
1.00000000000
1.00000000000
1.00000000000
1.00000000000
1.00000000000
1.00000000000
1.00000000000
1.00000000000
1.00000000000

5) IKi BOYUTLU PROBLEMLER ICIN NELDER - MEAD METODU

Degisken Sayisi 12
Iterasyon Sayisi .16
[1]. Min [2]. Max .1
Amag Fonksiyon X+ y2 +1x-2y-xy+1
Vektor Elemanlari

1. Vektor Elemanlart : (0.0000, 2.0000)
:(2.0000, 0.0000)

 (2.0000, 1.0000)

2. Vektor Elemanlari

3. Vektor Elemanlari

k  [B(xx, yx) G (xx 5 yi) W(xk,yx) F (xx, yx)

1 1(0.0000, 0.0000) (2.0000,1.0000) (0.0000,1.0000) 1.00000000000
2 1(0.0000, 1.0000) (10.0000, 0.0000) (1.0000,0.7500) 0.00000000000
3 {(0.0000, 1.0000) (10.0000, 0.0000) (-1.0000,0.2500) 0.00000000000
4 1(0.0000, 1.0000) (-0.5000, 0.6250)  |( 0.0000, 0.5000) {0.00000000000
5 1(0.0000, 1.0000) (-0.2500,0.8125) ( 0.0000, 0.7500) 10.00000000000
6 1(0.0000, 1.0000) (-0.1250,0.9063) ( 0.0000, 0.8750) |0.00000000000
7 1(0.0000, 1.0000) (-0.0625,0.9531) (0.0000, 0.9375) 10.00000000000
8 1(0.0000, 1.0000) (-0.0313,0.9766) (0.0000, 0.9688) 10.00000000000
9 1(0.0000, 1.0000) (-0.0156, 0.9883) |(0.0000, 0.9844) |0.00000000000
10 |(0.0000, 1.0000) (-0.0078,0.9941) (10.0000, 0.9922) 0.00000000000
11 {(0.0000, 1.0000) (-0.0039,0.9971) (0.0000,0.9961) 0.00000000000
12 {(0.0000, 1.0000) (-0.0020, 0.9985) (0.0000,0.9980) 0.00000000000
13 {(0.0000, 1.0000) (-0.0010, 0.9993) (0.0000, 0.9990) 0.00000000000
14 {(0.0000, 1.0000) (-0.0005, 0.9996) ( 0.0000, 0.9995) 0.00000000000
15 {(0.0000, 1.0000) (-0.0002, 0.9998) |(0.0000, 0.9998) [0.00000000000
16 {(0.0000, 1.0000) (-0.0001,0.9999) (10.0000, 0.9999) 10.00000000000
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6) IKi BOYUTLU PROBLEMLER iCiN NELDER - MEAD METODU

Degisken Sayisi 12
Iterasyon Sayisi .15
[1]. Min [2]. Max .1
Amag Fonksiyon X+ xy2 - 3xy
Vektor Elemanlari

1. Vektor Elemanlari : (0.0000, 0.0000)
:(2.0000, 0.0000)

 (2.0000, 1.0000)

2. Vektor Elemanlari

3. Vektor Elemanlari

k  |B(xk, yi) G Xk, Yi) W(Xk,yx) F (xk, yi©)

1 |(2.0000, 1.0000) (2.0000, 0.5000) (1.0000,0.5000) 0.00000000000
2 {(1.0000, 0.5000) (1.5000,0.5000) (1.5000,0.7500) -0.75000000000
3 [(1.5000, 0.7500) (1.5000,0.6250) (1.2500,0.6250) -0.84375000000
4 1(1.2500, 0.6250) (1.5000,0.7500) (1.1250,0.8125) -0.87890625000
5 [(1.1250,0.8125) 1.2500,0.6250) (1.3438,0.7344) -0.97119140625
6 [(1.1250,0.8125) (1.3438,0.7344) (1.2188,0.9219) -0.97119140625
7 1(1.1250,0.8125) (1.2188,0.9219) (0.8281, 1.1328) -0.97119140625
8 1(0.8281, 1.1328) (0.9766, 0.9727) (1.0234, 1.0273) -0.97475528717
9 1(0.9766, 0.9727) (1.0234, 1.0273) (09141, 1.0664) -0.99809467793
10 |(0.9766, 0.9727) (1.0234, 1.0273) (0.9570, 1.0332) -0.99809467793
11 1(0.9570, 1.0332) (0.9668, 1.0029) (0.9902, 1.0303) -0.99846400321
12 1(0.9902, 1.0303) (0.9668, 1.0029) (1.0215,0.9834) -0.99928985350
13 |(1.0215, 0.9834) (1.0059, 1.0068) (0.9941,0.9932) -0.99962122552
14 1(0.9941,0.9932) (1.0000, 1.0000) (1.0078,0.9883) -0.99987939186
15 |(1.0000, 1.0000) (1.0039,0.9941) (0.9971, 0.9966) -1.00000000000

7) Dogrusal Olmayan Programlama

Degisken sayis1

Kisitlarin sayist

Max Z =

Kisitlar

22

1

1.302x; + 0.86x,

4x1 + 2%, <5 ve x>0, x>0

Frank - Wolfe Algoritmasi

Basglangi¢ Asikar Coziim: (0, 0).
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flx) = 4x;-1x} +2x, —1x]
dfidx, = 4-4%’
df/dXz = 2—2X2

@) g 3
k [x c C2 x(L';} t X
1]C 0, 0 |4 2 ( 125, 0) |08 ( 1, 0
20 1, 0 o 2 (0, 25) 0228  [(0.772,0.569)
3 1(0.772,0.569) [2.156 [0.862 [( 125, 0) (0215  [(0.875,0.446)
4 ((0.875,0.446) [1.317 [1.107 |( 2.5) (0.074  |(0.81,0.598)
5 [(0.81,0.598) |1.87 [0.803 |( 125, 0) [0.145  |(0.874,0.512)
6 [(0.874,0.512) [1.329 [0.976 |( 2.5) [0.054  |(0.827, 0.62)
7 10.827, 0.62) [1.74 0761 |( 125, 0) [0.113  |(0.875,0.549)
8 (0.875,0.549) |1.323 [0.902 |( 2.5) [0.043  |(0.837,0.633)
9 [(0.837,0.633) [1.652 [0.735 |( 125, 0) [0.096  |(0.877,0.572)
10 [(0.877,0.572) [1.302 [0.856 |( 0, 2.5) |0.035  [(0.846, 0.64)

Sonug¢ Coziim: (0.8461, 0.6398)

8) Dogrusal Olmayan Programlama
Degisken sayis1 : 2

Kisitlarin sayisi: 2

Min Z = -49.3x; - 49.3x,
Kisitlar

Ix. + 1x,<<6

-2x1 + 3%, £<3

ve x1>0,x,>0

Frank - Wolfe Algoritmasi

Baslangic Asikar Cozim: (0, 0).

flx) = 1X,, +1X] +4X; — 8%} —19%, X, —6X; —9x, — 18X,
df/dx; = 3%, +2X,X, —16X, —19%, —9
dfidx, = 1x7+122-19x, —12x, —18
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k
k (1) C C (k)
X 1 2 XLP t* X

1 [ o 0 [9 18

20 3, 3) |69 |6
3 ((3.902,2.098) [9.3 |-49.3
4 1(3.902,2.098) |-49.3 |-49.3

3y |1 ( 3, 3)

0) (0301  [(3.902,2.098)
0 |0 (3.902, 2.098)
0 |0 (3.902, 2.098)

-

A& W

-

~ A~~~

Sonug Coziim: (3.9017, 2.0983)
9) Otomatik Bir-Boyutlu Arama islemi
Max f(x) o -16x° +48x° - 61x* +42x% - 16.5x> + 3.5x
Alt Sinir -l
Ust Sinur 2 4 Hata Tolerans1 : 0.08
Yaklasik Coziim : x =0.48438
f(x)=0.3125
10) Otomatik Bir-Boyutlu Arama islemi
Min f(x) - -16x° + 48x° - 61x* + 42x7 - 16.5x* + 3.5x
Alt Sinir -1
Ust Sinur 14
Hata Toleransi: 0.08
Yaklasik Coziim : x =3.92188

f(x) =-25823
11) Ardisik Kisitsiz Minimizasyon Teknigi
Alt Sinir Kisitlardaki Degiskenlerin Sayis1 02
Alt Sinir Kisitsiz Degiskenlerin Sayisi :0
Esitsizlik Kisitlarin Sayisi i1
Esitlik Kisitlari Sayist :0
P(x, r) = f(x)

P()=fx) — ﬁ - LL - EX)

X2 f(x)

0.25 0.25 1.6719

1 0.343 |0.357 |2.29
0.01 0.322 |0.619 |3.023
0.0001 0.331 [0.663 |3.1689

~
-
>

W N - O

109



4 10.000001 {0.333 |0.666 |3.1836
5 10.0000000 {0.334 |0.666 |3.185
6 (0 0.334 |0.666 |[3.1852

F(x) =3x+4x-X; X2

Bi(x) =1-x1-x;
Ll(X) :1X1
Lz(X) :1X2

12) Ardisik Kisitsiz Minimizasyon Teknigi

Alt Smir Kisitlardaki Degiskenlerin Sayis1 2

Alt Smir Kisitsiz Degiskenlerin Sayisi

Esitsizlik Kisitlarin Sayist
Esitlik Kisitlari Sayisi

P(x, 1) = f(x) -— '

r

0
2
0

r

Burada;

B(X) B,(x) L LX)

f(x)  =3xx; + 40x; + 30x; - 4%, - X! - 3%, - %,

Bl(X) :12-4X1-3X2
By(x) =4-1x;-2x;

Lix) =1x

L2(x) =Ix,

Ardisik Kisitsiz Minimizasyon Teknigi Coziimii
k |r * % f(x)
0 0.5 0.5 33.875
1|1 1.629 [1.043 [79.445
2 10.1 1.669 [1.119 |[81.697
3 10.01 1.679 [1.146 |(82.413
4 10.001 1.683 [1.154 |[82.639
5 10.0001 1.684 [1.157 |82.711
6 10.00001 |1.684 |1.157 |[82.733
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15) Dogrusal Olmayan Programlama

Degisken sayisi : 3

Kisitlarin sayist: 1

MinZ = 15.18x; + 14.8x, + 14.4x3

Kisitlar

1X1 + 1X2 + 1X3 =5

ve

x1>0,%x2>0,x3 <>0 Frank - Wolfe Algoritmasi Baslangi¢ Asikar Céziim: (1, 2, 2).
f(x)= 1x,° + 4x,” + 16x3

df7dx; = 3x;

df/dX2 = 8X2

df/dx; = 16x3

k [x®D ¢ | e X(L'Q t X Adim Uzunlugu
1|(1, 2, 2) 3 16 |32 |(5,0,0) 0.28 |(2.139, 1.431, 1.431) |1.394576
2(2.14, 1.43,/13.7(11.4]22.9((0, 5, 0) 0.07 |(1.985, 1.687, 1.328) [0.316008
3_(1.99, 1.69,/11.8 [13.5|21.3 (5,0, 0) 0.06 |(2.172,1.583,1.245) 10.229508
4 |(2.17, 1.58,114.2 112.7(19.9 (0, 5, 0) 0.05|(2.067, 1.748, 1.185)]0.204573
5_1.25) (2.07,/12.8 14 {19 |(5,0,0) 0.04 [(2.196, 1.671, 1.133) |0.158978
6_( 2.2, 1.67,/14.5(13.4|18.1|(0,5,0) 0.04 [(2.117,1.79,1.092) 0.148603
7 1(2.12, 1.79,/13.4 [14.3|17.5|(5, 0, 0) 0.03 (2.21,1.733,1.057) |0.114556
E(Z.Zl, 1.73,/114.7 113.9(16.9 |( 0, 5, 0) 0.03 [(2.15,1.821,1.028) |0.110386
9_(2.15, 1.82,/13.9 14.6|16.5|(5, 0, 0) 0.03 |(2.225, 1.774, 1.002) [0.092250
£(2.22, 1.77, 1) |14.8]14.2|16 |(0,5,0) 0.02 |(2.177,1.843,0.98)  |0.086885
1(2.18,1.84,0.98) 14.2114.7|15.7 |( 5,0, 0) 0.02 |(2.234,1.806, 0.96) 0.070838
1_(2.23,1.81,0.96) 15 [14.41154 (0,5, 0) 0.02 |(2.194, 1.862, 0.943) [0.070887
2(2.19,1.86,0.94) 14.4114.9]15.1 (5,0, 0) 0.02 |(2.242,1.831,0.928) [0.059076
£(2.24, 1.83,/15.114.7(14.8 |( 0, 5, 0) 0.02 [(2.208,1.879,0.913) |0.060704
2(2.21,1.88,0.91) 14615 |14.6((5,0,0) 0.01 [(2.249, 1.851, 0.9) ]0.051323
16((2.25,1.85, 0.9)15.2(14.8{14.4 (0,0, 5) 0 (2.249, 1.851, 0.9)[0.000000
17](2.25,1.85,0.9) [15.2 (14.8|14.4|( 0,0, 5) 0 (2.249, 1.851,0.9) 0.000006
Sonug¢ Cozlim: (2.2493, 1.8508, 0.8998).
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16) Dogrusal Olmayan Programlama

Degisken sayis1 : 2
Kisitlarin sayist : 2
Max Z=
Kisitlar
1x1+3x, £ 8

5x+2x, £ 14

0.01x; + 0x,

Frank - Wolfe Algoritmasi
Baslangi¢ Asikar Coziim: ( 0.25, 0.25).

f(x) = 4xj+6x, — IX; - 2x,°

df/dx, = 4-3x
df/dx,= 6-4x,

k [x®&D i Cy Xip t* X~

1 ](0.25, 0.25) |(3.813 |5 « 2, 2 0.587 (1.277,1.277)

2 (1.277,1.277) [-0.89 10.892 [( 0,2.667) 0.122 (1.121, 1.447)

3 [(1.121, 1.447) (0.229 (0.214 |(( 2, 2) 0.049 (1.164, 1.474)

4 |(1.164,1.474) |-0.07 |0.105 [( 0,2.667) 0.013 (1.149, 1.49)

5 [(1.149, 1.49) |0.041 (0.042 |( 2, 2) 0.009 (1.156, 1.494)

6 [(1.156,1.494) (-0.01 1(0.024 [( 0,2.667) 0.003 (1.153, 1.497)

7 [(1.153,1.497) (0.009 [0.011 ( 2, 2 0.003 (1.156, 1.498)

8 |(1.156, 1.498) [-0.01 [0.006 |(  0,2.667) 0.001 (1.154, 1.5)

9 |(1.154, 1.5) [0.004 |0 (28 0 0 (1.155, 1.5)

10 [(1.155, 1.5) [0.001 |0.002 (( 2, 2) 0 (1.155, 1.5)
Sonug¢ Cozliim: (1.1545, 1.4996).
17) Etkilesimli Gradient Arama Sistemi
Baslangi¢ Asikar Cozim: (x;,X2)=( 0, 0)
Max f(x1, X2) = 6x; + 2X1X3 - 2X5-2 X12 - 1X§
df/dX1 =6+ 2X2 - 4X1
df/dX2 = 2X1—2—2X2

It.|x' Grad f(x’) x’+t[grad f(x")] t* X'+t [grad f]
1{C O, 0 |( 6, 2) |( ot 6t 0- 2t) 0.2 ( 1.2, -0.4)
2 1.2, -04) (( 04, 1.2) |( 1.2+ 0.4t, -04+ 1.2t) (1 ( 1.6,

3( 16, 08 |[( 1.2, -04) |( 1.6+ 1.2t, 0.8- 04t) [0.2 (1.84,0.72)
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41(1.84, 0.72)
5 ((1.92, 0.96)

(0.08,
(0.24,

0.24)

(1.84+0.08t, 0.724 0.24t)
-0.08) [(1.924 0.24t,
6 [(1.968, 0.944) |(0.016, 0.048) [(1.968+ 0.02t,0.9444 0.05¢)

0.96- 0.05t)

1
0.2
1

7 ((1.984, 0.992) [(0.048, -0.02) |(1.984+ 0.05t 0.092- 0.02t) |0.189

(1.92, 0.96)
(1.968,0.944)
(1.984, 0.992)
(1.993,0.988)

Sonug Cozim: (x; , X2) = (1.984, 0.992)

18) Etkilesimli Gradient Arama Sistemi

Baslangic Asikar Cozim: (x;, x2)=( 0, 0)
Max f(xj , X2)

2x1Xs + 8%, - 12x - 2X12 - lxz2

df/dx; = 2%, - 12 - 4%,

df/dx, = 2x1 + 8 = 2%,

It. |x° grad f(x’) x'+t [grad f(x")] t* x'+t [grad f]
1 {C O, 0) ( -12, I 0- 12t 0+ 8 [0.191 |(-2.29, 1.529)
2 [(-2.29, 1.529) (0.235, 0.353) |(-2.29+ 0.23t, 1.529+0.35¢t) 1.294 |(-1.99, 1.986)
3 [(-1.99, 1.986) (-0.08, 0.057) [(-1.99- 0O.OSt 1.986+ 0.06t) 0.162 [( -2,1.995)
4 -2, 1.995) (0.02, 0.003) |( -24 Oot, 1.995+ Ot) |1 ( -2,1.998)
5100 -2, 1.998) (-0.01, 0.008) [( -2- 0.011, 1.998+ 0.01t) 0.085 [( -2,1.999)
6 [( -2, 1.999) (0.001, 0.001) [( -24 0t, 1.999+  0t) 0 ( -2,1.999)
7 (C -2, 1.999) ( -0, 0.002) [( -2+ 0t, 1.999+  0t) 0.5 |( -2, 2

Sonug Coziim: (X, X2) = (

-2, 1.999)

19) Etkilesimli Gradient Arama Sistemi

Baslangig Asikar Coziim: (x;, x2) = (2, 1.5) Max f(x;, x2) = 2x1x2 - X, —2X; —12X,

df/dx; =2x,-2x1df/dx, = 2x1-4x,— 12

It. |x' Gradf(x”) x' + t[gradf(x")] t* x'+ 1 [grad f]
[ 2 1.5) -1, 1410 2- t, 1.5- 141 0.27 (1.73,-2.28)
2 [(1.73, -2.28) [(-8.02, 0.573)|(1.73- 8.02t, -2.28+ 0.57t) |0.436 |(-1.77,-2.03)
3 |(-1.77, -2.03) |(-0.53, -7.41)|(-1.77- 0.531, -2.03- 7.41t)[0.27 (-1.91, -4.03)
4 |(-1.91, -4.03) |(-4.24, 0.303)|(-1.91- 4.24t, -4.03+ 0.3t) |0.436 |[(-3.76, -3.9)
5 |(-3.76, -3.9) [(-0.28, -3.92)|(-3.76- 0.28t, -3.9- 3.92t) [0.27 (.3.84, -4.96)
6 [(-3.84, -4.96) [(-2.24, 0.16)|(-3.84- 2.241, -4.96+ 0.16t)|0.436 |((-4.82,-4.89)
7 |(-4.82, -4.89) |(-0.15, -2.07)|(-4.82- 0.15t, -4.89- 2.07t)|0.271 |[(-4.86, -5.45)
8 |[(-4.86, -5.45) |(-1.18, 0.086)|(-4.86- 1.18t, -5.45+ 0.09t)(0.435 |(-5.37,-5.41)
9 |(-5.37, -5.41) |(-0.08, -1.09)|(-5.37- 0.05t, -5.41- 1.09t) |0.273 [(-5.39, -5.71)
10 [(-5.39, -5.71) |(-0.63, 0.046)|(-5.39- 0.631, -5.71+ 0.051)|0.442 |(-5.67,-5.69)

Sonug Coziim: (X , X») = (-5.39, -5.71)
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