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ONSOZ

Okulumuzun Elektrik, Elektronik, Haberlesme ve Biomedikal Cibaz
Teknolojisi programlarinda Elektronik I-II-III, Gii¢ Elektronigi, Endiistriyel
Elektronik, Optoelektronik ve Mekatronik gibi devre analizinin iyi bilinmesini
gerektiren dersler verilmektedir. Fakat, verilen temel devre derslerinde 6grencilerin
“matematik diizeyi gere@ince istenilen verim almamamaktadir, Bu da konularin
anlagilabilirligi ve ¢Oztim yollarii bulmayr kisitlamaktadir. Bu yiizden
Ogrencilerimizin kargilagtigi bu sorunlari agmalar1 i¢in boyle bir eser viicuda
getirmeyi amagladik.

Bu eserin temel ozelligi, diferansiyel denklemler gibi matematigin ¢ok
onemli ve bir o kadarda zor olan bir konusunu en basit sekilde Ogrenciye yada
okuyucuya kavratmayi amaglamasidir. Cok sayida ¢oziimlit 6rnek ve alistirmalarla
bu konular desteklenmigtir. Diferansiyel denklemlerin, laplace ve fourier
doniigtimlerinin elektrik-elektronik devrelerine nastl uygulandig1 kisa fakat yalin ve
kolay anlasilir bir tislupla agiklanmistir. Bu baglamda;

Birinci bolimde “Birinci mertebeden diferansiyel denklemler ve diferansiyel
denklemlere ait temel kavramlar” ele alnip ¢oziimlii 6rneklerle sunulmugtur. ikinci
bolimde ise “Ikinci ve daha yiiksek mertebeden lineer denklemler” ve bunlara
iligkin temel kavramlar ele alinmistir. Devre analizinde 6zellikle birinci ve ikinci
mertebeden lineer diferansiyel denklemler siklikla kullamldigindan bu bolirule
ikinci mertebeden lineer diferansiyel denklemler detayli bir sekilde incelenmis ve bu
iki bolimil kapsayan elektrik-elektronik devre uygulamalart konu anlatimi ve
¢oziimlii 6rneklerle desteklenmistir.

Ugiincii  bolimdeyse “Laplace Doniisiimleri”  anlatilmistir.  Laplace
doniisiimleri devre analizinde biiyitk kolayhklar saglamaktadir. Devre analizinde
karsilasilan karmagsik tiirev ve integral igeren denklemler laplace dontistimleri
yardimiyla ¢oziilebilmektedir. Bu boéliim sonunda da elektrik-elektronik devre
uygulamalar1 verilmigtir. Bolim 4’ te ozellikle haberlesme teorisinin ana
konularindan olan “Fourier Serileri” incelenmistir. B6liim 5°te de RLC devrelerinde
gegici olaylar incelenmis ve bol sayida ¢6ziimlii 6rnekle konu desteklenmistir.

Ozellikle kitabm sonundaki ekler bslimii matematik ve diger tiim bilim
dallarinda kullanilan belli bash tanim, o6zellik ve formiil igerigi ile lisans ve
lisansiistii 63renimi yapan 6grenciler igin vazgegilmez bir kaynak niteligindedir. Bu
kitap meslek yiiksekokullarinin, teknik egitim ve mithendislik fakiiltelerinin ilgili
boliimlerinde ders kitab1 olarak kullanilabilecek niteliktedir. Bu eserin
hazirlanmasinda bizden desteklerini esirgemeyen tiim ogretim elemanlar1 ve
ogrencilerimize sonsuz siikranlarimizi sunuyoruz.

Gostermis oldugumuz tiim titizlige ragmen kitapta gesitli hatefar
olabilir Kitap hakkindaki tiim goriis ve Onerilerinizi asagidaki e-posta adresine
bildirmeniz temennisiyle...

Istanbul, Eyliil 2000
Yrd. Dog. Dr. Mehmet TEKTAS Ars.Gor. Erhan AKDOGAN
tektas @ marmara.edu.tr eakdogan @ marmara.edu.tr
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BOLUM 1

BIRINCI MERTEBEDEN DIFERANSIYEL DENKLEMLER
VE TEMEL KAVRAMLAR

1.1.Giris

Kainatin kanunlarn matematik dilinde yazilir. Cebir, ¢ogu statik problemlerin
¢oziimiinde yeterli olmastna kargin, gesitli denklemler yardimiyla tanmimlanan ve degisim

igeren problemlerin ¢bziimiinde yetersiz kalir. Burada degisimden kasit tiirev’ dir. Ornegin,
d
y'= % ifadesi y bagimh degiskeninin x bagimsiz degiskenine gore degisim oranim verir ki bu

y’nin x’e baglh bir fonksiyona sahip oldugunu ve y’nin X’e gore tiirevinin alinaca31 anlamum tagtr.

Tamim 1.1: Eger,verilen bir denklem bilinmeyen bir fonksiyon ve onun bir veya daha ¢ok
mertebeden tlirevlerini igerirse bu denkleme diferansiyel denklem denir.

Diferansiyel denklem ¢aligmasinda iki temel prensip amaglanir. Bunlar:

i) Belirli bir fiziksel durumu tarif edecek diferansiyel denklemi elde etmek.
ii) Bu denklemin uygun ¢6ziimiini bulmak.

Bir diferansiyel denklemin mertebesi bu denklemin sahip oldugu en yiiksek mertebeli
tiirevin derecesidir.
Ornegin:

3y"'-2y"+y =0 — 3. mertebeden D.D.
dy

o 2xy=0  — l.mertebeden D.D.

2 4
j—Z+ x? jd——{—+ xsy = cosx — 4. mertebeden D.D.

<2
Tamim 1.2: Diferansiyel denklemler temelde iki gruba ayrlirlar. Eger bir diferansiyel
denklemde baZimlt degisken tek bir bagimsiz degisken ile ifade ediliyorsa bu diferansiyel
denkleme Adi (bayagi) Diferansiyel Denklem, bagimli degisken birden fazla bagimsiz
degisken igeriyorsa bu diferansiyel denkleme Kismi Diferansiyel Denklem ad:
verilir.@megin;

b _ 'y =2e¢" —sin x — 1. Mertebeden Adi D.D.

dx
%%-Jr 3:” =0 — |. Mertebeden  Kismi D.D.i
X
2
%’:_= k g l; — 2. Mertebeden Kismi D.D.
X
3 2
—Zx Y _3x_zx Y _y=0- 3.Mertcbeden Adi D.D.



Biz bu kitapta sadece Adi Diferansiyel denklemlerden bahsedecegimiz igin Kismi
Diferansiyel Denklem hakkinda su 6zet tanimi vermekle yetinecegiz.

Tamm 1.3: Eger, bir diferansiyel denklem kismi tiirevleri igeriyorsa bu denkleme kismi
diferansiyel denklem denir. Tersine, tlirevleri igeren denklemlere de Adi diferansiyel
denklem denir.

(i)_; Bu ifade, x’e gbre tiirevi ifade eder. Diferansiyel denklemin de bir Adi

dx diferansiyel denklem oldugunu gosterir.

0
[E)ﬁ Bu ifade, x’e gore kismi tiirevi ifade eder. Diferansiyel denklemde ise kismi
diferansiyel denklemi gosterir.

Sonug olarak, n. mertebeden bir Adi diferansiyel denklem:

FOXYY sy s 3 =0
veya ., . (1.1)
F{ Xy, Qiz_ii ....... d_y y=0
dx’ dx e

seklinde gosterilir.Buna gore,

F(X,Y,Y )=0veya =f(X,y, % )

ifadesine 1. mertebeden Adi Diferansiyel Denklem, F ( x, y, y’, y"” ) = 0 ifadesine
2. mertebeden Adi Diferansiyel Denklem denir ve bu sekilde devam edilir.
F reel-degerli ve n+2 degiskenli bir fonksiyon olmak iizere,

F(XY, Y,y P =0

n. mertebeden Adi diferansiyel denkleminin bir ¢dziimii, I aralif lizerinde tanimli
y=u(x) fonksiyonu olsun. Bunun anlamy, I aralifinda her x igin; ‘

FOXYYSY o pM)=0

olmasidir. Yani, y=u(x) fonksiyon (1) nolu diferansiyel denklemi saglar. Simdi verilen bir
¢6zlimiin verilen diferansiyel denklemin ¢6ziimii olup olmadigina iliskin bir Srnek yapalim.

Ornek 1.1: y = 5e " fonksiyonunun, y** + 2y = 0 diferansiyel denkleminin

¢Oziimii oldugunu gosteriniz.

Coziim: ' = 10 ¢~2* olur. Buna gore;
Y2y =-10e> +106 =0 elde edilir.
Yani,y =5.e 27 fonksiyonu, y*’+2y = 0 diferansiyel denkleminin bir ¢6ziimiidiir.



1.2 Birinci Mertebeden Diferansiyel Denklemler
(Direkt Integral ile ¢oziim — Baslangic Deger Problemi)

Eger bir denklem, bir bagimsiz degisken, bir bagimli degisken ve onun tiirevinden
olusuyorsa bu denkleme 1. mertebeden adi diferansiyel denklem denir ve;

y'=f(x) A
veya
dy _
o ACHD >
veya

F(x,y,y)=0

(1.2)

J

seklinde gosterilir.Eger bir diferansiyel denklem,

L s } (1.3)

seklinde ifade edilirse, bu tip diferansiyel denklemin ¢6ziimii i¢in (1.3) nolu denklemin her iki
tarafimin integrali alinarak,

y= Jf(x)dx +c (c integral sabiti — keyfi)  (1.4)

(1.3) nolu diferansiyel denklemin genel ¢oziimii bulunur. Probleme bagl olarak ¢ keyfi
sabitinin aldif1 her bir deger i¢in (1.3) nolu denklemin kismi ¢oziimiinii buluruz. Eger,
G’(x)=f(x) alirsak;

y(x)=G(x) +c¢ (1.5)

olur. Eger y(xo)=Yo baslangi¢ kosulunu bu denklemde saglamak istersek, (x yerine X, y yerine
Yo yazilmast), ¢=yo-G(x¢) bulunur. ¢’nin bu degeri (1.4) nolu denklemde yerine yazilirsa, (1.3)
nolu denklemin kismi ¢6ziimiinii buluruz. Bir diferansiyel denklemin baslangi¢ kosullar
verilmezse elde edilen ¢6ziime genel ¢éziim denir.

Eger bir diferansiyel denklemin genel ¢oziimii degilde problemin tipine bagli olarak
verilen kismi ¢oziimii istenirse, yani bir problemde bagiml: degisken ve tiirevlerinin bazi
noktalarda degerleri biliniyorsa, bunun i¢in baslangi¢ kosulu dedigimiz bir kosul denkleme
ilave edilir. Bu sekildeki bir diferansiyel denklemi iceren problemlere Baglangi¢ Deger
Problemi, y(x¢)=yo, seklinde verilen bu kosula ise baglangi¢ kosulu denir. Buna gore, 1.
mertebeden bir baslangi¢ deger problemi,

y=fx) , y(xo)=yo (1.6)

seklinde tanimlanir.



. a
Ornek 1.2: Zy =2x y(1)=2 baslangi¢ deger problemini ¢dziiniiz.

Coziim : Zx—y =2x=> dy = 2xdx

(her iki tarafin
integrali alinarak) _[dy = _[2xdx ve buradan;

= y=x2 +c
genel ¢oziimii bulunur. Bu genel ¢oziimde c keyfi sabitinin her bir degeri i¢in bir kismi ¢6ziim

bulunur. Yani, genel ¢6ziim bir paraboller demeti iken her bir baglangig kosulu ile (¢’nin her
bir degeri i¢in) bu ailenin bir iiyesi elde edilir. Buna gore:

y=x'+c, y)=2  2=P+c=c=I
bulunur.Boylece, y(1)=2 baslangi¢ kosulu ile verilen baslangi¢ deger probleminin ¢6ziimii,

y=x"+1 olarak elde edilir.

c=2
c=1
c=-0

\\

Sekil 1.1: y=x™+c genel ¢oziimiine ait grafik (Parabol ailesi)

Y _ f(x) seklindeki birinci mertebeden 6zel diferansiyel denklem kolayca
dx ¢oziilebildigi gibi, bu yap1 yiiksek mertebeli diferansiyel denklemlere de
genisletilebilir. Bunun igin ardigik integral alinarak ¢6ziim elde edilmeye ¢ahigilir.
2

d’y

e =¢(x) ele alahm. Bu ifadenin integrali alinarak;

d
Ey = J¢(x)dx +¢,  bulunur. (¢, keyfi sabit)

Ikinci kez integral alinarak, I¢(x)dx=G(x) dersek,

y = IG(x)dx +cx+c, 1.7)
¢6ziimii elde edilir. Bunu basit bir rnekle agiklayalim.



Ornek 1.3: y’=2x+1 olan ve (-1,3) noktasindaki egimi m=1/3 olan egrinin denklemi nedir?

Coziim : y'=j(2x+l)dx =x*4+x+c, olur

Burada, fl','_'(_l)z +HD)+e =6 =:l; bulunur. ¢ =-:]; degeri yerine yazilip bu
ifadenin tekrar integrali alinarak;

y=J(x2+x+%)dx=%+§+%x+cz olur.

¢, degerini bulmak igin,

D D1 .
J=—— ot —(~D+
3 5 3( )+c, ise,
CZ=£, olur.
6

1 1, 1 17 .
Boylece, Y = 3—x + ‘z—x + 3—x + e istenilen ¢oziimdiir.

1.3. Coziimlerin Varhg ve Tekligi :

Gerek bundan 8nceki béliimde, birinci mertebeden diferansiyel denklemlerde, gerekse
bundan sonraki boliimlerde ele alacagimiz yiiksek mertebeden ve farkli tipteki diferansiyel
denklemlerde, goriilen ortak husus sudur: Her diferansiyel denklemin cebirsel ¢dziimii
olmayabilir, birden fazla ¢6ziime sahip olabilir veya ¢6ziimii ¢ok uzun siirebilir. Bu nedenle
bir diferansiyel denklemi ¢6zmek icin zaman ayirmadan &nce bu ¢oziimiin varligini bilmek en
akilcl yaklagimdir. Yani, verilen bir baslangi¢ kosulunu saglayacak denklemin bir ¢dziimii
olup olmadigini bilmek istiyoruz.

Bunun igin, asagidaki gibi basit bir baglangi¢ deger problemini ele alabiliriz.

dy
=Wy, ¥ =0 verilsin. Buna gore:

dy 1 2

—_— = d = - =X = x)=4x"+c¢ olur.
a5 | > vy y(x)

y(0)=0 baslangi¢ kosulu igin bu denklem,

y,(x)=4x2 ve ya(x)=0 olmak iizere iki farkli ¢6ziime sahiptir.

Varlik ve teklik sorunu, matematik modelleme islemine dayanir. Kesin baslangig
kosullartyla davranigi tam olarak belirlenen bir fiziksel sistemle ¢alisngimizi ve bizim bu
sisteme ait tasarladigimiz matematik modelin tek ¢Sziime sahip olmayan bir diferansiyel
denklemi igerdigini varsayalim. Bu varsayim binaen, bir matematiksel modelin bir fiziksel
sistemi tarif edip edemeyecegi sorusu ile karst karsiya kaliriz.



1.3.1. Egim Alanlar:1 ve Coziim Egrileri :

y’=f(x,y) formundaki bir diferansiyel denklemin ¢oziimlerinin davranislarini
arastirmada geometrik diislinceden faydalanabiliriz. xy — diizleminin gesitli (x,y) noktalarinda
f (x,y)’nin y’ degeri bir egimi belirtir.y’=f(x,y). diferansiyel denkleminin bir ¢6ziimii, her bir
(x,y) noktasinda y'=f (xy) efimine sahip grafik ile temsil edilen tiirevlenebilen bir
fonksiyondur.

Bir diferansiyel denklemin ¢6ziimiine ait olan grafige o denklemin ¢5ziim egrisi denir.
Geometrik agidan, y’=f (x,y) diferansiyel denkleminin bir ¢6ziim egrisi, diizlemde herbir (x,y)
noktasinda teget dogrusunun m=f (x,y) egimine sahip oldugu bir egridir.

Coziim egrisi fikri, y’=f (x,y) diferansiyel denkleminin yaklasik ¢6ziimlerinin
bulunmasi igin grafiksel bir yontemdir.Bunun i¢in (x,y) noktalarinin temsil edildigi bir
kiimenin her bir elemani i¢in, m=f (x,y) egimine sahip kisa bir dogru parcasi gizeriz.

Iste boyle dogru pargalarinin hepsinin kiimesi, y’=f (x,y) denklemi i¢in bir egim alani
olarak adlandinlir.Bu a¢iklamalara bagh olarak asagidaki 6rneklerde diferansiyel denklemlere
ait ¢bziim egrilerini inceleyelim.

Ornek 1.4: y’= -y diferansiyel denklemi i¢in bazi tipik ¢oziimleri ve egim alanini bulunuz?

Céziim : y’=-y diferansiyel denkleminin ¢6ziimlerix—eigin sifira yaklasir. Bu denklemin
genel ¢éziimiiniin,y=ce™ oldugu diisiiniiliirse egim alam sekil-2’deki gibidir.

Sekil 1.2: y’=-y ‘nin ¢6ziim egrileri ve egim alani.
Teorem 1.1: f(x,y) fonksiyonu diizlemdeki R={ (x,y) | [x-xo| < a, [y-yo| < b } dikddrtgen

bolgede stirekli olsun. Ayni1 zamanda, f ‘nin y’ye gére kismi tiirevinin de (gf—] ayni R
y

bolgesinde siirekli oldugunu varsayalim. Buna gore,



Yy =f(xy) , y(xo)=Yo
baslangig¢ deger problemi I=[xo-h,xo+h} (h < a) seklinde bir aralikta y(x) gibi tek bir ¢dziimii
vardir.
Bu teoremin ispatini burada vermeyecegiz fakat, bu teoremin Ongdrdiigii y(x) tek

¢oziimiiniin bulunabilmesi i¢in Picard tarafindan gelistirilen Picard Iterasyon Metodunu veya
diger adiyla Ardisik Yaklasimlar metodunu ele alacagiz.

y =1fxy), yXo)=Yo baslahgu; deger problemimizin y(x) tek ¢oziimii

Yx) =y + [ F 0 (1.8)

seklinde alahm. Simdi Ardigtk Yaklagimlar Metodunu (Picard {terasyon Metodu) algoritmi
olarak ifade edelim.
1.3.2 Picard iterasyon Metodu :

Adim 1: yo(x)=y, sabit fonksiyonunu ele alalim.

Adim 2: y,(x) fonksiyonunun bilindigini varsayarak,

V@)= yo + [ £y, @) (1.9)

*o

fonksiyonunu tanimlayalim.

Admm 3: Timevarim metodundan, {y.(x)} fonksiyonlarimin dizisi asagidaki
varsayimlara gore y(x) ¢6ziimiine yakinsar.

Ornek 1.5 : % = f(t,y) denkleminin varlik ve teklik teoremini y ve t’nin tlim

degerleri i¢in  y, ()=t + 2", ¥,() =t diferansiyel denklemini sagladigini ve bu
diferansiyel denklemin iki ¢6ziimii oldugunu varsayalim.
Buna gore,
a) y(0)=1 baglangi¢ kosulunu saglayan y(t) ¢oziimiiniin davranigim inceleyiniz.
b) t— —ee ve t = +oo igin y(t) *nin davramsini inceleyiniz.

Coziim: a) Oncelikle y; ve y, fonksiyonlariin grafikierini gizelim.



t = —co Ve 1 = +oo

-t
y =t+2e

Sekil13. y, () =t+2e™,y,(t)=t egrile}i.
Sonra, y(0)=1 olduguna gore:
0 = y»(0) <y(0) <y(0) =2 yazlir. Teorem-1°den Vt igin;
ya(t) <y(t) <yi(t) elde edilir.
b) yi(t) ve ya(ty’'nin (a)’daki grafiklerinden de agikga goriilecegi gibi, y(t)

fonksiyonu y=t egik asimptotuna sahiptir.

1.4 Tam Diferansiyel Denklemler
d P
Birinci mertebeden bir diferansiyel denklemin —jx)_ = f(x,y) veya F(x,y,y)=0

seklinde ifade edildigini gérmiistitk. Bu ifadeler yaygin olarak kullanilmakla birlikte, birinci
mertebeden adi diferansiyel denklem,

P(x,y)dx + Q(x,y)dy = 0 (1.10)
seklinde de ifade edilir. Boyle bir diferansiyel denklemin ¢6ziimii,
F(xy)=c (1.11),

seklinde tanimlanir. Burada, F(x,y) kapali fonksiyon ve ¢ keyfi bir sabittir.



Teorem 1.2: P(x,y) ve Q(x,y) fonksiyonlari ve birinci mertebeden kismi tiirevleri,
R:{a<x<b, c<y<d} seklinde tanimlanan bir bélgede siirekli olsunlar. Bu durumda,
P(x,y)dx + Q(x,y)dy = 0 ' (1.10)
diferansiyel denklemi R bolgesindeki her bir noktada, )
P(x,y) _ 30(x,y)
dy ox
esitligini sagliyorsa Tam Diferansiyel Denklemdir denir. Sonug olarak, R iizerinde tanimh
bir F(x,y)=c fonksiyonu (1.10)’daki esitligi sagladiginda, (1.11Yde ifade edilen tam
diferansiyel denklemin ¢&ziimii olur.

(1.12)

P(x,y) ve Q(x,y) fonksiyonlari xy-diizleminde dikddrtgen seklindeki bir R bolgesinde
siirekli fonksiyonlar olup, bu fonksiyonlarin birinci mertebeden kismi tiirevleri de ayni bilge
i¢inde stireklidirler. Bununla birlikte,

F(x,y)=c fonksiyonunun tam diferansiyeli,
& (x,y) = LI 40 99D g (1.13)
ox dy

olup, P(x,y)dx + Q(x,y)dy ifadesi F(x,y) fonksiyonunun bir tam diferansiyeli olur.
Eger, P(x,y)dx + Q(x,y)dy = 0 ifadesi bir tam diferansiyel denklemse ve bu denklemin;
F(x,y)=c genel ¢dziimii ise;

P(x,y)= EEE;’—y) ve O(x,y) =M (1.14)

&
yazilabilir. Bu son ifadede P’nin y’ye; Q’nun da x’e gére kismi tiirevleri alinirsa;

d *F(x,y)
Zp 20wy
dy (x.) ax~ay
P _0’F(x,y)
a2 5

olur. Diger yandan,

9’F(x,y) _ 3*F(x,y)
ox-dy ay-ox
birbirine esittir.O halde, (1.10) ile tammlanan formundaki bir adi diferansiyel denklemin tam

diferansiyel denklem olabilmesi igin gerek ve yeter sart (1.15) esitliginden anlagilabilecegi
gibi;

(1.15)

d d
—PpP =— 1.16
& (x,») o O(x,») ( )

olmasidir. Tam Diferansiyel denklemlerin her zaman genel ¢6ziimil vardir ve bu ¢bziim
asagidaki gibi iki farkli yolla bulunabilir.

P(x,y)dx + Q(x,y,)dy = 0 verilsin.



flk olarak her iki yﬁntenﬁ igin gegerli olan bu denklemin tam diferansiyel olup
olmadig incelenmelidir. Bunun igin:
oP(x,y) _ 0Q(x,y)
ay ox
Eger yukaridaki esitlik saglaniyorsa sz konusu diferansiyel denklem Tam

Diferansiyel Denklemdir. Daha sonra, F(x,y)=c ¢6ziimiinii bulmak i¢in agagidaki iki ¢6ziim
y6nteminden birini tercih ediyoruz.

ifadesini ele alahm.

1.4.1 Birinci Coziim Yontemi:

IF(,
"'_“’éi »-p (x,¥) olduguna gore, her iki tarafin x’e gore integrali alinirsa;
F(x,y)=[P(x,)-3+0() w17

elde edilir. Bu (1.17) bagintisinin y’ye gore kismi tiirevini alirsak;

oF(x,y) _
dy

olur. Bundan sonra,

%UP(x,y)ax]*‘ % (1.18)

OF (x,
LRI
y
oldugu hatirlanir ve (1.18) nolu ifadede yerine yazilirsa;

06y = a%[] P(x, )]+ %‘”

bulunur. Bu son ifadede gerekli islemler yapilarak,
do
dy
seklinde y’ye bagh bir fonksiyon elde edilir. ¢(y) fonksiyonunun integraki alinarak oY)
fonksiyonu bulunur ve bu deger (1.17) ifadesinde yerine yazilarak, F(x,y)=c genel ¢dziimii

bulunur.
1.4.2 Ikinci Céziim Ydntemi:

=¢(»)

9F(x,y) =Q(x,y) olduguna gore, her iki tarafin x’e gore integrali alinirsa;

oy
F(x,y)= [0(x,)-3y + ¢(x) (1.19)
elde edilir. Bu son (19) bagintisinin x’e gore kismi tiirevi alinirsa;
oF(x,y) 0 do
—_—l = — ,Y)oy [+ —— .
S [[oe o] . (1.20)

bulunur. Diger yandan,

10



oF(x,y)

3 = P(x,y) degeri (1.20) bagintisinda yerine yazilirsa;
X

P =20t iy} 22

elde edilir. Bu son ifadede gerekli islemler yapilarak,

%x"i = ()

seklinde x’e bagh bir fonksiyon bulunur. Bu fonksiyonu bulmak igin @(x) fonksiyonunun
integrali alinarak @(x) fonksiyonu bulunmus olur. Béylece, F(x,y)=c genel ¢bziimii (1.19)
bagintisinda @(x) yerine yazilarak bufunur.

Ornek 1.6: (6xy + y')dx + (8y*+ 3x*+ 3xy’)dy =0 diferansiyel denklemini ¢bziiniiz.
Coziim:

P(x,y)=6xy+y’ —>§y-P(x,y)=6x+3y2

O(x,y)=8y” +3x* +3xy> — aiQ(x,y) =6x+3y?
29

%f- = Z—Q oldugundan bu denklem tam diferansiyel denklemdir. Simdi, her iki
y X
yoldan F(x,y)=c genel ¢6ziimiinii bulalim
1. yol: aa—F =P(x,y) ‘ninx’e gire integrali alinirsa;
X
F(x,y):I(ny+y3)dx+(p(y) 1.21)

F(x,y)=3xy+y’x + o(y)

olur.Her iki tarafin y’ye gére kismi tilrevini alirsak;

IF(x,y)

d
¥ =3x* +3y’x+ 7;2 bulunur. Diger yandan,

oF =(Q(x,y) oldugundan yukarida yerine yazilirsa,

oy
06 ) = 37+ 3y? + 92
dy

de
dy

8y2 +3x? +3y2x=3x2 +3y2x+ olur ve;

do

= 8y 2 olarak  bulunur.
dy

11



de
dy

Bu son deger (1.21) ifadesinde yerine yazilirsa;

=8y2 ise o) =—§—y3 +c olur.

8
F(x,y)=3x"y+y’x+ -3-}13 =c¢ olarak bulunur.

2. yol: -a-a-li =P(x,y) ‘niny’ye gore integrali alinirsa;
x
F(x,y)= [By* +35 + 31y Wy + 0(x)
— 8 3 2
F(x,y)= 37 +3x"y+6xy + ¢(x) 1.22)

olur. Her iki tarafin x’e gore kismi tilrevini alirsak;

oF(x,y) do
T 6xy +6y + * olur. Diger yandar,
oF .
™ = P(x,y) oldugundan yukanda yerine yazilirsa,
X
do
P(x,y)=6xy+6y+——
(x,y) = 6xy + 6y +—-
3 de
bxy+y =6xy+6J’+'d—x olur ve;
%p_ =y* -6y bulunur. Buradan @(x) ise;

o(x) = [ - 6y)d
o(x)=y’x-6xy+c

bulunur. Bu, ¢(x) degeri (1.22) denkleminde yerine yazildiginda,
8
F(x,y)=3x2y+y3x+§y3 =c olarak bulunur.
Ornek 1.7 : (1 + ye®)dx + 2y + xe™)dy =0 diferansiyel denklemini ¢5ziiniiz.

Coziim: P(x,y) = 1+ye® ve Qx.y)= 2y+xe™ olduguna gore;

P(Y) _ o _ 99(5:))
oy ox

12



birbirine esit olup bu denklem tam diferansiyel denklemdir. Bunun ¢6ziimi igin yukaridaki iki
¢6ziim yolundan birini tercih edebiliriz.

F(x,y)=c genel ¢6ziimiinii artyoruz.

oF
D) pi, )= Fx,p)= [Pl y)e+9() - olur. Buna g,
X
F(x,y) = [(1+ye” )dx+0(y)
F(x,y)=x+e” +9() (23)
elde edilir. F(x,y)’nin y’ye gére kismi tiirevi alinursa;

OF(x,¥) _
oy

ve

2

a1 .
g[x+e ] &

9F _ O(x,y) yerine yazilirsa;

oy
2y +xe? = xe” +£(£
dy
do _ _ .2
o 2y => dg =2ydy = @(y) =y~ +¢ olarak bulunur.
y

Bu son deger (1.23) ifadesinde yerine yazilirsa;

F(x,y)=x+eY+y’=c olarak bulunur.

Ornek 1.8: (¢"sin y + tan y)dx + (e“cos y + x sec’ y)dy = 0 diferansiyel denklemini
¢Oziiniiz.

Coziim: P(x,y) =e*siny+tany ve Q(x,y)=¢"cosy+x sec’y  veriliyor.

aP(st’) =ex cosy+sec2 y= aQ(x,.Y)
oy ox,

oldugundan bu bir Tam Diferansiyel denklemdir.F(x,y) = ¢ ¢oziimiinii artyoruz.
Bunun igin,

IF(x,
(BJ)CJ 2 Q(x,y) ifadesinin y’ye gore integrali alinmirsa;
F(x,y)= jQ(x, )3y + 9(x)
F(x,y)= _[(e" cos y + xsec’ y)dy + @(x)

F(x,y)=e"siny+xtan y + ¢(x) (1.24)

13



olur. F(x,y)’nin x’e gére kismi tiirevi alinir ve 3—5 =P degeri yerine yazilirsa;

e“siny +tany=¢€"siny +tan y + ¢(x)
olur. Buradan, ¢(x) degeri (1.24)’daki yerine yazilirsa;

F(x,y)=¢"siny +xtany=c genel ¢6ziimii bulunur.
1.5 Integral Carpam :

P(x,y)dx + Q(x,y)dy =0 (1.10)
seklinde olup, tam diferansiyel olmayan denklemlerde mevcuttur. Uygun bir garpanla bu
denklemin her iki yanmnin ¢arpilmasi ile denklemimiz tam diferansiyel denklem halini alir.
Iste, uygun carpan olarak bahsedilen bu fonksiyona integral ¢arpam denir. Ornegin,

y-dx—x-dy=0 denklemi tam diferansiyel olmamasina karsin;
ya&-xd_,

1
ile — c¢arpildifinda,
y? v

denklemi tam diferansiyel olurken, Lz ¢arpanina integral ¢arpani denir.
y

integral ¢arpan, x ve y’ye bagl bir ¢arpan olup u(x,y) seklinde gosterilir. (1.10) ifadesinin
her iki yan1 p(x,y) ile carpilirsa;

H(6Y) P(oy)dx + p(x,y) Q(x,y)dy = 0 (1.25)
tam diferansiyel olup;

) )
b;(llP ) =, HO) (1.26)

esitligini saglar.Pdx+Qdy = 0 formundaki bir denklemin p (x,y) integral ¢arpaminin
hesab1 x’e veya y’ye bagh olarak agagidaki tabloda gosterildigi gibidir.
Tablo-1.1: Integral garpaninin hesabt

Durum Integral Carpani

f(x):-l_[a_i_a_Q] /.l(x):ejf(x)dx

1 (gg_gg} u(y) = e/

14



Ornek 1.9:
y*-cosx-dx+(4+5y-sinx)dy =0 diferansiyel denklemini ¢tziiniiz.

Céziim: P(x,y)=y’ cosx ve  Q(x,y)=4+5y sin x olduguna gbre Tablo-1.1’deki gibi
yalnizca x’e veya yalnizca y’ye bagl bir fonksiyon olup olmadigina bakalim.

1 1
—(P,-Q0,)=————(2ycosx—5ycosx
Q(_v Q) 4+5y_sinx(y ycosx)
_ —3ycosx
4+5ysinx

olarak bulunur ki; x’e bagl olmadigindan y’ye bagh integral ¢arpam1 bulmak gerekir. Buna
gore;

1
. —P)= -(5ycosx—2ycosx
P(Q’ 2 yzcosx(y Y )
_3ycosx 3
ylcosx y

_y’ye bagli bir fonksiyon olup, integral garpani:j
3
p(y)=e’ =y

olarak bulunur. Simdi, p(y)=y’ ile 6rnegimizde verilen diferansiyel denklemin her iki yam
garpilirsa,

y* cos x dx + (4y® + Sy* sin x)dy = 0 olur. Béylece,

L 5y* cosx _9%0
ox

oy

esit olup denklemimiz tam diferansiyel denklemdir. Bu denklemin ¢dziimii F(x,y)=c seklinde
idi. Simdi, bu genel ¢6ziimii bulalim.

’e gbre
e F(x,y) = [ P(x, ) +0(9)
integral alinir. F(x,y) =I y*sinx+@(y) 1.27)

F(x,y)=y" -sinx+@(»)

bulunur. Diger yandan,

oF 4 . do
*ye gore —=5y" -sinx+—
yyeg ¥y dy
oF
kismi tirev alinir g =0(x,y)
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oldugundan,
3 . . do
4y +5y*sinx =5y*sinx + ==
dy
olur. Buradan,
do _ 4y
=4y
dy
ve @) =y'+c eldeedilir. p(y)=y* +¢ degeri (1.27) ifadesinde yerine yazilirsa genel
¢bziim,

F(x,y) = y5 sin X + y4 =c olarak bulunur.

1.6 Degiskenlerine Ayrilabilir Diferansiyel Denklemler

Eger bir diferansiyel denklem,

dx

—=h(x)-g(y) (1.28)
ady

seklinde ise bu denkleme Ayrilabilir Diferansiyel Denklem denir. Bu denklemin ¢6ziimil
i¢in asagidaki adimlar izlenir:
i) 2(y)=0 denklemi ¢oziilerek (1.28) denkleminin sabit ¢dziimleri bulunur.

ii) (1.28) yeniden yazilarak;

& _ h(x)- dx 1.29)
g(y)

elde edilir ve her iki tarafin integrali alinarak:

1
——ady = | h(x)dx 1.30
? & (1.30)

olur, Boylece,
G(y) = H(x) + ¢ ¢Oziimii elde edilir.
iii)  (1.28) ve (1.30)’den elde edilen biitiin ¢6ziimler birlestirilir.

iv) Eger problemimiz bir baglangi¢ deger problemi ise baslangi¢ kosullari
kullanilarak kismi ¢dziim bulunur.
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2
Ornek 1.10 : % = —u, y(1) =2 baslangi¢ deger problemini ¢oziintiz.
x

Coziim: Oncelikle y° — 1 = 0 denkleminden y=%1 sabit ¢oziimleri bulunur. Denklem tekrar
diizenlenerek,

& ] = & olarak yazilir ve her iki tarafin integrali alinarak;
y - x

J' Zdy ='[-‘—ix— elde edilir. Buna gore,
y -1 X

Lonf2 = oo+ (1.31)
2 |y+1

olarak bulunur. Boylece, verilen diferansiyel denklemin ¢oziimleri;

y-1
y+1

=Injx+c

bulunur. (1.31) ifadesinin ¢5ziimiinde y(1)=2 baglangi¢ kosullar: yerine yazilirsa;

1 (2-1

—'ln—=ln|1|+c
2 [2+1

1 1
c=—-In[ =
f3)

olarak bulunur.Sonug olarak, ¢ = %ln[%) degeri (1.31) ¢bziimiinde yerine yazilarak istenilen

¢Oziim;

_3+x2

elde edilir.

Ornek 1.11 : % = 1+-—17 diferansiyel denklemini ¢oziiniiz.
y

Coziim: Sabit ¢dziimleri bulmak igin;

1+ _1_2 =0=ye R (Sabit ¢dziim yok)
y

olur. Denklem degiskenlerine ayrilarak;

b =dt

elde edilir. Buna gore;

17



olur. Boylece istenilen ¢ozlim:
y—arctany =f+c¢ olarak bulunur.
1.7 Homojen Diferansiyel Denklemler

Eger birinci mertebeden bir diferansiyel denklem,

% = F(l) (1.32)

X

seklinde ise bu denkleme homojen diferansiyel denklem denir. Ayrica, F(x,y) fonksiyonunda
X yerine tx, y yerine de ty yazilarak elde edilen,

F(tx,ty)=1"F(x,y)

fonksiyonuna n. dereceden homojen fonksiyon denir. Simdi, homojen diferansiyel
denklemin genel ¢6ziimiinii bulalim. Bunun igin;

P u dersek, y = wux olur. Buradan;

X

% =x. :1x— +u elde edilir. Bu esitlikler (1.32) bagintisinda yerine yazilirsa;
dy

x-—=Fu)—-u
e ()

olur. Bu son denklem, Bdliim (1.6)’da anlatilan Degiskenlerine ayrnlabilir diferansiyel
denklem haline gelir ve genel ¢oziim integral yardimiyla elde edilir.

dy

Ornek 1.12: 2xy- it 4x* +3y? diferansiyel denklemini ¢bziiniiz.

Coziim: [Ik olarak, denklem standart hale getirilirse,

2 2

P _ 4+ 2.0 X |+ 32 olur. L=u doniisiimii yapilarak elde edilen;
dx 2xy 2 \x x

&y
x

= = —=
y u
esitlikleri problemde yerine yazilirsa;
u + X- Q - . _1_ + .3_ U
dx u) 2
halini alir. Gerekli diizenlemeler yapilarak;
2-u dx
s——du =—
u +4 x

elde edilir. Her iki tarafin integrali alirsak,



2u-du dx . .
I s J’—x~ ve bdylece;
In(u* +4) = In|x|+ ¢ olur. Buna gore,

u' +4=c-|x

veu=2 degeri yerine yazilirsa;
x

y*+4x* =c-x* genel ¢bziim olarak bulunur.

1
Ornek 1.13: x-% =y+ (x2 - y2)5 , ¥(1)=0 diferansiyel denklemini ¢5ziiniiz.

Cdziim: Denklemin her yani x‘e bbliiniir ve diizenlemeler yapilirsa;

2]

olur. Son ifadede degiskenler ayrllérak;

& &

du dx

olur ve her iki tarafin integrali alinarak;

arcsinu=Inx+c  (x>0)

bulunur. » =2 degeri yerine yazilirsa;
X

arcsin(z)= Inx+c
x

genel ¢dziimii bulunur. y(1)=0 baglangi¢ kogulu yerine yazilarak;

arcsin(?): Inl+e=¢=0

olur. Béylece, istenilen baglangi¢ deger probleminin ¢oziimii:

y =x-sin(Inx) olarak elde edilir.



1.8 Birinci Mertebeden Lineer Diferansiyel Denklemler

Tanim 1.4: Birinci mertebeden bir Lineer Diferansiyel Denklem,

Ly o)y =) (133)

seklinde ifade edilir. Bu denkiemin genel ¢ziimd,

_[r@) g e (1.34)
u(x)
olup, burada u(x) integral carpani olarak tanimlamir ve
ejp(x)dx

u(x) =
seklinde x’e baglt bir fonksiyondur. Eger (1.33) denkleminde bir baslangig kosulu verilirse, ¢
integral sabitini bulmakta bu kosulu kullaniriz.(1.33) nolu ifade bazen kargimiza,

dy

a(x)- 71; +b(x)-y=c(x) (1.35)

seklinde gikabilir. Bu durumda, (1.34) ifadesinin her iki yanini a(x) ile bblersek;

)

dx a(x) a(x) (1.36)

elde edilir. (1.36) nolu ifadede;

LCI

e(x)
ve ——=
pres p(x) g g(x)
olarak tanimlarsak, (1.33) nolu ifadede tanimlanan standart denkleme doneriz. Simdi (1.33)

nolu denklemin genel ¢dziimiintin nastl bulundugunu adim adim agiklayalim.

1. Admm: (1.33) nolu denklemin y’+ p(x)-y =g(x) standart formunda olup olmadigina
bakip, degilse bu forma geviririz.

2. Adim: u(x)= eI pe integral ¢arpani bulunur.
3. Adim: (1.34) nolu denklemin her iki tarafin1 u(x) integral carpam ile carpalim.
dx
elre. % el plx)-y= oo g(x)
4. Adim: 3. Adim’ daki ifadenin sol tarafi g(x)-y ¢arpiminin diferansiyelidir. Yani,
{(x)dx .
d(p)-y)=e""* qx)

d(e'[ PEME y= elre -g(x) bulunur.
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5. Adun: 4. Adim’ daki ifadenin her iki yaninin integrali alinirsa,
ej e y= Iej P -q(x) olur.

6. Adim:Bu adimda y genel ¢oziimiinii bulmak igin 4. adim’ daki ifadede y yalmz birakilirsa,

1 plx)de
- eIP(X)"x lijlej > .q(x)]-’.c (1.37)

genel ¢oziimii elde edilir. (1.37) nolu ifadede verilen genel ¢6ziimde;

elre - U(x) yazarsak, (1.34) nolu ifadede verdigimiz,

_Ju» g +e

H(x)
formiilii, 1. mertebeden Lineer diferansiyel denklemin genel ¢6ziimiinii veren formiildiir.
Ornek 1.14: —2—+ E;L y=cosx, y(0)=2 diferansiyel denklemini ¢bziiniiz.
_cosx cos’x
Ciziim: Oncelikle denklemimizi (1.33) nolu ifadedeki gibi standart forma geviririz. Bunun

i¢in, denklemin her tarafi cos x ile garpilirsa,

y +tanx-y = cos’ x, y(0)=2
sekline gelir. Bundan sonra,

1

tan xdx = l"(—
I =e in(cos x) =e cosx

ux)=e )=secx

integral garpam olarak bulunur. y(x) = secx ile verilen ilk denklemin her iki yani garpilirsa,
secx-y +secx-tanx-y =secx-cos’ x
elde edilir. Bu son ifadenin sol tarafi, y-secx ’in diferansiyelidir. Buna gore,

d(secx-y)= J(secx-cosz x)-dx

d(secx-y)= Icos x-dx
ve buradan,

secx:y=sinx+c
elde edilir. Sonug olarak,

sinx+c¢ . e e
= =(sinx+c)-cosx genel ¢oziimdir.
secx

y(0)=2 baslangi¢ kosulunu gergeklestirmek i¢in genel ¢bziimde x yerine 0, y yerine 2
yazarsak;
2 =(sin0+¢)- cos0 = ¢ = 2 bulunur. Bu degeri genel ¢oziimde yerine yazarsak,

y=(sinx+2)-cosx elde edilir.
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1.9. Bernoulli Diferansiyel Denklemi

Tamm 1.5:  Eger bir diferansiyel denklem;
L Py =0y (1.38)

seklinde ise bu denkleme Bermoulli Diferansiyel Denklemi denir. n=0 veya n=1 olmasi
durumunda (1.38) denklemi Lineer diferansiyel denklem haline gelir.

(1.38) denkleminin her iki tarafim1 y™ ile garparsak;

y -%+P(x)-y"" =00 (1.39)

olur ve u=y"™ déniigiimii yapilirsa;

du oy
_—= l -n). ",

, (A-n)-y ;
elde edilir. Bu deger, (1.39)’de yerine yazilirsa;

i ‘n) ok P(3)-u =0

veya
ﬂ+(l—n)-P(x)-u=(1—n)-Q(x)

haline gelir. Bu son denklem bir lineer diferansiyel denklem olup genel ¢6ziim daha onceden
anlatildig: gibi bulunur.

Ornek 1.15: x- % +6y= 3xy% diferansiyel denklemini ¢oziiniiz.
Céziim: Oncelikle, % yalnz birakilirsa,
4
n=—
3
D8 b pw=8| a0
dx x x
g(x)=3
4 4.
olur ve her iki taraf y 73 ile qarplllrsa;
5 B8 yhs 1.41
o y | (1.41)
olur. Burada,
=y =yH oy

doniisiimii yapilirsa;
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a1 Kb

dx 3 dx
elde edilir. (1.41) ifadesinde bu degerler diizenlenerek yerine yazilirsa;
— 3 . ﬂ + g =3
dx x
elde edilir ve son olarak her iki taraf (-3) ile bsliinerek;
@—zu=——l (1.42)
dx x

lineer diferansiyel denklem elde edilir. Bu denklemin ¢oziimii igin;

2
u(x) = eI_’dx -1

2
x
integral ¢arpani bulunup (1.42)’in her iki yan ile garpilirsa;

—é—o L.u '_—-_l_
dr | x* x?

buradan,

X7 u=—+c

elde edilir. Sonug olarak, ¥ = 2 degeri yerine yazilarak;
x

1
yEr—"v
(x+ex}
genel ¢6ziimil bulunur.
. dy 1 3 . . e
Ornek 1.16: — + —y = — diferansiyel denklemini ¢6ziiniiz.
dx x xy
Coziim: Agagidaki verilenler ele alinarak;
P(x)= 1
); u =yl-—n =y1+1 = yz
x)==
Q( ) x ﬂ = 2y . ﬂ
n=-1 dx dx
buradan verilen denklemin her yani y ile garpilirsa;
d 1 , 3
. —— + -— -
Y dx x 7 x

1 du l.u_=3=>.ﬂ+gu=E olur. Bu son denklem;
2 dx x x dx x x



2

—dx

H(x) =ej" =x" integral arpani ile garpilirsa;
g p

x? -Q-Zx-u =6x ve buradan;
dx

% (x2 -u)= 6x elde edilir. Son esitligin her iki yanmin integrali alinarak;

xtu= f6xdx buradan;

3x+¢
u= 2
X

bulunur, =2 degeri yerine yazilarak, 6rnekte verilen diferansiyel
x
denklemin genel ¢ziimii:

y=3x+ £ olarak bulunur.
x
1.10 Birinci Mertebeden Diferansiyel Denklemlere Ait Céziimlii Ornekler

1. Gx* +2y")dx + (4xy + 6y’ Ydy =0 tam diferansiyel denklemini ¢dziiniiz?

Coziim: M(x,y)=3x>+2y* = My=4dy Denklem tam diferansiyel
N(x,y)=4xy+6 y2 = Nx=4y denklemdir.
Boyle bir denklemi iki yolla ¢6zebiliriz. .
L. Yol:  F(x,y)=c 2.Yol: F(x,y) = [ N(x,)dy + Q(x)
Fx.y) = [ M(x.y)ds +00) F(x,3) = [(4xy + 6y )y + O(x)
F(x,y) = [(3x" +2y")ax + 0() Flx,y) =20 +25° +000) (%)
F(x,y)=x*+2y*x+0(y) *) F =M idi
Fy=n F =2y'+Q'(») olu.

Fy =4xy+ Q (y) olur. Boylece; 2y2 + Q'(x) _ 2y2 +3x°

43+ Q0 () = dxy +6y" 0'(x) = 3x*
Q () =6y’ 0 = [3x’dx=x" +c
oWy) = J6y2dy = 2y3 +c Bu deger (*) ‘da yerine yazilacak olursa;
Bu deger (*) ‘da yerine yazilacak olursa; | Fx,y)=2xy" +2y’ +x’ +¢
F(x,y)=x3+2y2x+2y3+c olur.

olarak bulunur .
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2.y +y=e lineer denklem sistemini ¢ziiniiz?

x JPixds fiae .
Coziim: P(x)=1 ve Q(x)=e¢ = M(x)=e =e =e
O halde, e ile ilk denklemin her tarafin: garpalim;

ey +e'y=e"e” ve d(e*.y)=1 olur. Son ifadenin her iki tarafinin integrali
alinarak;

Id(ex.y) = J.l.dx veburadan; e".y=x+c = y=x—tc olur.
e
dy ox e
3. x. o xy=e lineer denklemini ¢oziiniiz?

dy

Coziim: Once p ‘in katsayis1 1 olmali.

% =y  olduguna gore; xy —xy=e
. e’
y-y=— ™
X

X

olur. Burada; P(x)=-1 ve Q(x)=e? oldugundan,

Mx) = ejr(x)ax _ ej'—l.dx

carpilirsa;

=e" bulunur. Budeger (*) denkleminin yani ile

-X x

-x

, —x e
e .y —e y=

olur. Buradan;
—x 1 . . - . .
de .y)= T oldugundan bu ifadenin her iki tarafinin integrali alinirsa;

fde™y)= f%dx ve sonug olarak ¢oziim;

e*y=lnx+c = y=¢"(Inx+¢) bulunur.

X

4.y +3 y= 3x’e” lineer diferansiyel denklemini ¢tziiniiz

Coziim: M(x)=ejp(xm idi. Soruda, P(x)=3 ve Q(Jc)=3x2e'3’r oldugundan

3.dx x . . .
M(x) = eJ =e”  ifadesi verilen denklemin her tarafiyla garpilirsa;

3 3 = 2
e y+3e y=e" e 3x

ve buradan;
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d.(e”.y) =3x"

bu son ifadenin her iki tarafinin integrali alinirsa;

[de” y)=[3x'de = e y=x"+c olur.Buna gore;

3

X +c .
y= genel ¢oziimi elde edilir.
5. 2xyy =x>+2 y*  homojen diferansiyel denklemini ¢dziiniiz.
2 2
X +2 |
Coziim: y =—}-)— = y =_‘£+Z
2xy 2y x
. . 11
y=vx = y =vx+ty v x+v=5.—+v
v
Yoy ve f=—1— ﬂ.x:-l— = 2v.dv=idE
x y v dx 2o
y=2 = [2v.dv = J'gx- = vi=lnx+c
dx x

2
= -:_2 =lhx+c = y2=x2.(lnx+c) =y= (xz(ln x+c))% olur.

6. xyZ y' =x + y3 homojen diferansiyel denklemini ¢oziiniiz.

3 3 2
Ciiziim: y‘=x +2y —3 y'=%+l
xy y: ox
C 1Y
y=vx = y =vx+v v'.x+v=(—) +v
v
Yoy ve £=—1- = -év—.x=—lz— = vz.dv=—‘£x—
x y v dx v x
3
v'=1v- = jvz.dv=jﬂ=> Y —lnx+c
dx , x 3

3
= ;y—s-=]nx+c =)’ =3x3(lnx+c)=>y=(3x3(]nx+c))% bulunur.
x

7. (3):3 y+ 2xy)dx + (%x" +x° }15/ =0 tam diferansiyel denklemini ¢8ziiniiz?
Coziim:
LYol: Fx,y)=c idi. F(x,y)=.[M(x,y)dx+ v(y)

F(x,y)= J.(sz y+2xy Jx +V(y) integral alinarak;
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Floy)=2x'y+xy+v(y) ()
olur. F, =N iseF, =%x4 +x2+V'(y)

%x" +x2 + V’(y):%x4 +x? ve buradan;

V'(y)=0 = V(y)=c olur. Budeger (*)ifadesinde yerine yazilirsa;
F(x,y)= %x" y+x’y+c genel ¢oziim olarak bulunur.
2.Yol: F(x,y)=c idi, Buna gore;

Flx,y)= IN(x,y)ay +V(x) yazilirsa;

F(x,y)= J[%x“ +x? }a +V(x) olur ve burada integral alinarak;

Fley)=2aty+ iy +v(x) ()
elde edilir. Diger yandan, F, =M idi;
F, =3x’y+2xy+V (x)=3x> + 2xy olup buradan,

Viik)=0 = V(x)=c

bulunur.Boylece;
F (x, y) = %x“ y+ x? y+c¢ olarak ayni sonug bulunur.

8. x’y —2xy=6x" lineer diferansiyel denklemini ¢6ziin?

Coziim: Denklemin her iki tarafi x* ile bliiniirse;

y* -2 y=6x (*)olur. Burada; P(x)= 22 ve O(x)= 6x ise integral ¢arpani;
x x

M(x)___efp(x)dx =e—jédx - e—zj-i—dx ___e—ZInx =eln;r'2 =x—2 =_12_

X
olarak bulunur.Bu garpan ile (*) denkleminin her iki tarafi garpilirsa;

Lz.y' ——lz-.g—y = %.6x elde edilir ve boylece;
x xX'x7 x

1 ) 6 1 6
d[x—z.y )=; = J.d(;—z-y]=J‘;dx bulunur.

Bu son ifadenin her iki tarafinin integrali alinirsa;
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Lz.y =6lnx+c = y=x (ln x®+ c) olarak genel ¢6ziim elde edilir.
x

9. x.% -y= \/xz +3° diferansiyel denkleminin genel ¢6zlimiinii bulunuz?
Coziim: y=ux = Lew = f=.l_
x y u

—=u+ x.% degerini denklemde yerine yazarsak;
x(u+ x.%) —ux=~x*+u*x?  ve gerekli diizenlemeler yapilirsa;
x.% =~1+u% olur. Bu son ifade degiskenlerine ayrilirsa;

du =£ ve her iki tarafin integrali alinirsa;

Vi+u? X

u+1+u?

ln‘u +41+4? | = Inj| + c. olur. Buradan; In—————(=c. ise
x

u+1+u? _ e y

e bulunur ve sonolarak u =+ ve c=e” yazlarak;
X X

c2x*—2cy=1 genel ¢oziimii elde edilir.

10. x.% —y=qxt+y? diferansiyel denkleminin genel ¢6ziimiinti bulunuz?

R

=u =

R

Ll =u+ x.gﬁ degerini denklemde yerine yazarsak;

dx dx

x(u+ x.%) —ux=+x'+u'x*  ve gerekli diizenlemeler yapilirsa;
x.-‘;—: =1+u? olur. Bu son ifade degiskenlerine aynlirsa;

du = ﬂ ve her iki tarafin integrali alinirsa;

V1+u? x

X

=c, ise

lnlu +1+22 l = ln|x| +¢. Buradan, In
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usitu? _

X

c2x?=2cy=1  genel ¢dziimii elde edilir.

1. y+ % =x".y° diferansiyel denkleminin genel ¢8ziiminii bulunuz?

Coziim: P(x)=l ve O(x)=x* , n=6 olduBuna gore, denklemin her
x

tarafi  y°® ile boliiniirse;

=5
LEY g *)
yay x
olur. Bundan sonra; v=y'" =y =~
c_iv_ =-=5 -6 Q
& 7 &

doniistimil yapilip (*) ifadesinde yerine yazilirsa;

Tav 1 & S .
- §E+ ;.v =x’ ve buradan = —-;.v =-5x"
lineer diferansiyel denklem haline éelir.
5
—de
H(x) = e'[ =y integral garpam olduguna gore;

xs.% —5x'v=-5x" ifadesinden d(x’.v)= -5x"

elde edilir. Her iki tarafin integrali alinarak;

Xy=- —;-x'z+c bulunur. v= y_5 degeri yerine yazilarak;
5 2 3y e
y =——  genel ¢oziimii bulunur.
5x" +cx

e®  bulunur ve son olarak u = 2 ve ¢ =e“ yazilarak;
x
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1.11 Boliitm Sonu Aligtirmalan
1.11.1 Homojen Denklemler ile ilgili Ahstirmalar

A) Asagidaki diferansiyel denklemlerin genel ¢oziimiinii bulunuz.

I. (x—y)dx—2xdy=0 [x(x=3y)?* =c]

2. By—-x)dx=(x+y).dy y=x+ce™
3.(xP-xp)y +y* =0 xlny-y=cx

4. (2 =xp)dy+ (X —xy+ y)dx =0 2x2.Inx+2xy—y* =ex?
5. x5 dy~(x*+y)dx =0 ¥ =x*(3lnx+c)

6. 2x*y' +y* —x2y=0 y=c(x’+y?)

B) Asagidaki baslangic deger formiillerini ¢6ziiniiz.

7. x-y=2xy , yl)=1 x(x—3y)’ =4
8.3x2dy=03y"-x)dx , y)=2 y* =x*(8~In[x|)

9 Qx+y)dx=ydy , y@2)=1 (r-2x)2(x+y)=27
10. (x° +y))dx-xy*dy=0 , y1)=0 _ y® =3x".In[|

1.11.2 Lineer ve Bernoulli Denklemlerle ilgili Ahsttrmalar

L DYy y=2x+<
dx x ‘ x
2. y'+Z=3x y=x2+£
x x
3. xy =4x’ -y y=x'+<
x
4. %+xy=2x y=2+c.e—e7
5 9y =x?—x¥ y=1l+ce
oy 1
6. y~—==-— y=—x+cx
X x
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3—xy
2x?

8. y =x+—21
x

7.y =

9. xy =2y-x

10. (x+1y -2y=(x+1*

. 2-4x%y
Wy=—y

12. (x+1).y =2.(x+y+1)
13. xy +x’y+y=0

14. A+ x*)dy = (Q-3x"y).dx
15. y' +y=¢e"

16. y =™ +y

17. y =2y +4.e™
18. xy' —e* +y+xy=0

)
19. 5 =4lnx 32x y

20. y + y.sinx =3sinx
21, y' +y=sinx

22. y' +2xy = 2x.cos(x?)

23. y =2cosx~y

y=x2.(lnx+c)

y=x+ex’

=£)i:’-—1)—4—+c.(x+l)2

(1+x)y=2Inx+x>+c

y=c(x+1)? =2 (x+1)

c
y= =)

xe?
_x+c
T 1453
¢t ¢
y=T+'eT

y

y =e +ce*

y=(4x+c)e”

xly=2In*x+c
y=sinx—cosx+ce™”

1, . —x
y=5(smx—cosx)+ce

. -t
y = cos(x?).sin(x?) +ce™

y=sinx+cosx+ce”
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32

24. dx =(secx — y.cot x).

25y -L=4
X

2.y +2=5
X

27. ¥ +5y=3e*

28. y'+y=3x2y

bd

29. xy' +x2y?+y=0

s

*

2

>

&
dx

y()=5

y1)y=2

y(n=1

30. y =y—xy’(x+2)

31, y +2xy=xe™”

y.sinx = ~In|cos x| +¢

xy~-2x*=3

_x ]

y'2 2x




BOLUM 2

2. YUKSEK MERTEBEDEN LiNEER DENKLEMLER
2.1 Giris

F(x) ve ai(x), (i=1, 2, 3, ..., n) katsay: fonksiyonlar1 bir I agik araliginda siirekli
olmak lizere;
dn y n—ly
+a, (x) —
dx,, n l( ) dx,,_l
denklemine m. mertebeden lineer degfisken katsayili diferansiyel denklem denir. Eger,
(2.1) denkleminde F(x)=0 olursa (2.1) denklemine n. mertebeden homojen lineer degisken
katsayih diferansiyel denklem denir. Aksi halde (2.1) denklemine n. mertebeden homojen
olmayan lineer degisken katsayil diferansiyel denklem denir. Buna gore,
dn dn—l
e
denklemine n. mertebeden homojen degisken katsayih lineer diferansiyel denklem denir.
Bu denklemin genel ¢bziimiinii bulmak i¢in, en azindan, prensipte n defa integral almamiz
gerekir. Buradan; n tane integral sabiti (2.2) nolu denklemin genel ¢oziimiinde yer alir. Yani;

yEoytey, taentc,y,
(2.2) nolu denklemin genel ¢6ziimiidiir.

a,(x): + e +a,(x)~-%+a0(x)y=F(x) (a, #0) (2.1)

a,(x)- + o +a,(x)-%+ao(x)y=0 (a,#0) (2.2

2.2 Ikinci Mertebeden Lineer Denklemler

Tamm 2.1: a(x)-y"+b(x)- y' +e(x)- y = F(x) 2.3)
denklemini ele alalim. Burada; a,b,c,F: katsay1 fonksiyonlar1 I agik araliginda siireklidir ve
ilaveten I'nin herbir noktasinda a(x)# 0 varsayalim. (2.3) denkleminin her iki tarafin1 a(x)

ile bolersek ve;

B _ o e FE)
ax) px), 200) g(x), 200 f(x)
diyecek olursak;
Y+ p(x) ¥ +q(x)-y = f(x) (2.4)

denklemini elde ederiz. Iste bu denkleme ikinci mertebeden degisken katsayili Lineer
homojen olmayan diferansiyel denklem denir.

Eger (2.4) denkleminde sag tarafi 0 olarak alirsak;

Y+ p(x) Y +q(x) y=0 2.5)
denklemini elde ederiz ki, bu denkleme de 2. mertebeden degisken katsayil Lineer homojen
diferansiyel denklem denir.

Teorem 2.1: y; ve y, fonksiyonlari;

Y+ px) Y +q(x) y=0 : (2.6)
ikinci dereceden degisken katsayili homojen lineer diferansiyel denkleminin I araliginda
¢bziimleri olsun. Bu durumda ¢, ve c; sabitleri igin,

y=onte
fonksiyonu da I araliginda (2.6) denkleminin ¢oziimiidiir.
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ispat: y=c,y, +c,y, (2.6) denkleminin ¢dziimii olduguna gore, tiirevlerini alip (2.6)’de
yerine yazarsak ¢ziim olup olmadigini anlariz. Buna gore,

Y=oy, 16y,
y,=cl}"1 +¢3),
y'=C|J’1 +¢3¥,

degerleri (2.6)’da yerine yazarsak:
Y+ oy +qy=(cy, +cz)’z)’+ pley, +e,), Y +q(c,y, +¢,3,)

” ”

=y +6,, Hpey +6,y, )+q(cy +6,y,)

= +py )+, (v, +py, tqy,)
yy ve y; ¢0ziim oldugundan;

=c¢ - (0)+c,-(0)=0
olur. Dolayisiyla, y=c¢,y, +¢,y, ¢oziimil (¢6ziimlerin lineer kombinasyonu) keza (2.6)
denkleminin ¢oziimiidiir.

Ornek 2.1: y, =¢* ve y, =e”* fonksiyonlarmnn lineer kombinasyonunun

y"—4y +3y =0 denkleminin ¢5ziimii oldugunu gdsteriniz.

Coziim: Onceki teoremden;

y=cy +c,y, alalim. Boylece;

y =ce’+c,e”

¥y =ce" +ce”

y" =ce* +9c,e™
Simdi denktemde bu tiirev degerlerini yerine yazarsak;

ce* +9c,e’ —dce® —12c,e* +3c,e” +3c,e> =0

0=0
olur. O halde, verilen denklemin ¢dziimii;

y(x)=ce” +c,e*  olarak bulunur.
Teorem 2.2;: Coziimlerin Varhg ve Tekligi

Varsayalim ki p, q ve f fonksiyonlar1 xo noktasini iceren bir I agik araliginda siirekli
olsunlar. Ayrica ap ve a; verilen iki say1 olsun. Buna gore;
Y+ p(x)y +q(x)y = f(x)
ikinci derece homojen lineer diferansiyel denklem
W(xy) =y, ve yl(xo) =W
baglangi¢ kosullarini 1 aralifinda saglayacak tek bir ¢dziime sahiptir.
Bu teoremin ispatini yapmadan, onemini vurgulamakla yetinecegiz. Bu teorem ile
(2.6) denkleminin bir baglangi¢ kosuluna bagl olarak,
Y=oy, 6y, ‘
¢6ziimiinde ¢, ¢, sabitlerinin belirlenip bu tek ¢dziimiin elde edilmesini saglar.
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Ornek 2.2: ¥ =e”, y, = xe”™ fonksiyonlarinin

Y'-4y'+4y=0, y0)=2, y(0)=3
baslangi¢ deger probleminin ¢éziimii olduguna gbre, ¢, c, sabitlerini bulunuz.
Coziim: y =ce™ +c,xe** alalim. (Teorem 2.2)
Tiirev alirsak;
¥ =2ce” +2c,xe™ +c,e™*
¥ =Qc, +c,)e® +2c,xe™
olur. Baglangig kosullarini y* ifadesinde yerine yazip ¢, ve ¢, degerlerini bulalim. Buna gore;
WHO)=2=c +¢c, - 0=2¢ =2
Y (0)=3=2¢,+¢,=3=c, =~1
olur. O halde;
y=2e" —xe™ istenilen ¢oziimdir.
Tamm 2.2: f ve g verilen iki fonksiyon iken f ve g fonksiyonlarinin Wronskian’i;
Wit =w=|", g{ =f-g-fg
/g

seklinde tanimlanan 2x2’lik determinanttir. Eger f ve g lineer bagimli fonksiyonlar ise

W(f,8)=0,fveglineer bagimsiz ise W(f,g) = 0 olur. Asagidaki teorem bunu ifade eder.

Teorem 2.3: Coziimlerin Wronskian: y”+ p(x)y’+ g(x)y =0 ikinci derece homojen lineer

diferansiyel denklemini ele alalim.Varsayalim ki, y, ve y, fonksiyonlar1 bu denklemin iki
¢6ziimil, p ve q fonksiyonlart da bir I agik araliginda siirekli olsunlar.

Buna gore, asagidaki durumlar I araligindaki biitiin noktalarda gegerlidir.
a) Egery, ve y, ¢bziim fonksiyonlar Lineer bagimli ise, W( Yi,y,)=0

b) Egery, vey, ¢6ziim fonksiyonlar: Lineer bagimsiz ise, W (y,,y,) # 0

Tamm 2.3: yy, y2, y3, .... , ¥a fonksiyonlan ve ¢y, ¢, 3, .... ,cq keyfi sabitleri igin,

\ Yy te ey tate,y,
ifadesine yi, y2, y3, .... , ¥» fonksiyonlarinin lineer kombinasyonu denir.

Tamm 2.4: Bir I araliginda tanimli yy, ys, .... , ¥a fonksiyonlart ve €1, 2, s ,Cq keyfi sabitleri
icin;

oy t+tey, +tc,y, =0
oluyorsa yi, y2, ... , Ya fonksiyonlarina lineer bagimhi fonksiyonlar, 1 araliinda lineer
bagimli olmayan fonksiyonlara da lineer bagimsiz fonksiyonlar denir.

Teorem 2.3 ile ikinci mertebeden degisken katsayili homojen lineer diferansiyel
denklemlerin y; ve y, ¢6ziimlerinin lineer bagimlilik durumunu w(y,,y,) ile incelemistik. Bu
teoremin n. mertebeden degisken katsayili homojen lineer diferansiyel denklemlerin
Y13 Yy Y, ¢0ziimlerinin lineer bagimhilik durumuna iliskin w(¥,,¥;5:.-,¥,) determinanti

asagidaki teoremde ele alinmaktadir,
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Teorem 2.4; Coziimlerin Wronskiani: Varsayalim ki y,,,,.....y, fonksiyonlari,

YO+ p Y+t p ()Y py(x) y=0
n. dereceden degisken katsayili homojen lineer diferansiyel denklemin ¢oziimleri olsunlar ve
PisPaseves Puy» P, fOnksiyonlart da 1 agik araliginda siirekli olsunlar. y,,y,,....y,

fonksiyonlarinin wronskian determinantt W =W (y,,y,,.....,»,) olsun. Bu durumda,
)Eger, y,,¥;,...,y, fonksiyonlan lineer bagimli ise, # =0 olur. (I arahginda)
ii)Eger, ¥,,¥,,.....y, fonksiyonlari lineer bagimsiz ise I'nin herbir noktasinda W # 0 olur.

Teorem 2.5: Genel Coziimler: y,,y,,....,y, fonksiyonlari

Y+ PP et oy ()Y + P (X)y =0 @.7)
n. mertebeden sabit katsayili homojen lineer diferansiyel denklemin ¢oziimleri olsun ve p;
fonksiyonlan I agik araliginda siirekli olsunlar. Eger y(x) fonksiyonu (2.7) denkleminin bir
¢oziimii ise hepsi sifir olmayan cy, c3, .... , C, sabitleri igin;

J’(x) = c]yl (x) + c2y2(x) +...+ cnyn(x)
I aralifinda biitiin x ’ler igin mevcuttur.

Sonug olarak, n. mertebeden degigken katsayili homojen lineer diferansiyel denklemin
herbir ¢6ziimti, verilen y,,¥,,....,¥, gibin tane lineer bagimsiz ¢dziimiin,

y= clyl + CZyZ +...t+ cnyn
seklinde tammlanan bir lineer kombinasyonudur.Béylece;

y=coy +cy, +..tc,y, )
seklinde tamimlanan lineer kombinasyona diferansiyel denklemin genel ¢6ziimii denir.

2.3 Homojen Olmayan Denklemler

n. mertebeden degisken katsayili homojen olmayan bir lineer diferansiyel denklem;

Ly=y" + p ()" +.t p (DY + p,(X)y=f(x) (2.8)

seklinde tamimlanirken, n. mertebeden degisken katsayih homojen bir lineer diferansiyel
denklem,

Ly=y" + px)y" " +. ..+ p, (¥ + p,(x)y=0 2.9)

seklinde ifade edilir. Burada, Ly, y fonksiyonunun n kez diferansiyellenebilen bir fonksiyon
oldugunu ifade eder. L operatdrii lineer olup, Teorem 2.1°¢ gbre;

L/cy, +e,y,)=¢L(y,)+c,L(y,) (c,,c, sabit)

dzelligine sahiptir.Varsayalim ki, y. ve yp, (2.8) homojen olmayan denklemin ¢§ziimii
olsunlar. Buna gore,
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L( Yo=Y =L Yoo Ly, =f-f=0olur Boylece, yc=y-¥p , (2.9) homojen
denkleminin bir ¢oziimii olup;
Y=Yty
olarak bulunur. Teorem 2.4 (Genel Coziimler Teoremi) ‘den;
(494} + Y, +....t CoVn
fonksiyonlari lineer bagimsiz ¢6ziimleri olmak lizere;
Ye=o+0), .t C,y,
seklinde tamimlanmstt. Burada, y, ¢6ziimiine (2.8) homojen olmayan denklemin tamamlayici

¢oziimii denir. Boylece, homojen olmayan denklemin genel ¢dziimii y. ile y, ¢6zitmlerinin
toplami olur. Buna iligkin teorem asagida verilmistir.

Teorem 2.6: Homojen Olmayan Denklemlerin Coziimleri: y,, I agik aralifinda,

YO+ p Y+t p ()Y Py ()Y = (%) (2.10)
homojen olmayan denklemin kismi ¢dziimil olsun. Burada, pi’ler ve f siirekli fonksiyonlardur.
Bundan baska,

Y+ )y ot poy ()Y + p, ()Y =0 @.11)
homojen denkieminin y,,y,,.....y, lineer bagimsiz ¢dziimleri olsunlar. Bdylece, y, (2.10)
denkleminin I araligindaki herhangi bir ¢6ztimii olmak iizere, ¢,,c,,....,.c, sabitleri i¢in;
y(x) = Clyl (x) + cZyZ(x) +..t c,,y,,(x) + yp(x)
I aralifindaki biitiin x’ler i¢in genel ¢oziimdiir.

2.4 Sabit Katsayih Homojen Denklemler

Degisken katsayili homojen lineer diferansiyel denklemlerin ¢dziimii igin niimerik
veya sonsuz serilere dayali yontemler uygulanir. Halbuki, sabit katsayili homojen lineer
diferansiyel denklemlerin ¢6ztimii, homojen olmayandan farkh olarak daha basit ydntemler ile
gergeklestirilir.n, mertebeden sabit katsayili homojen lineer diferansiyel denklem,

a,y” +a,_ y" " +..+a,y +ay +a,y=0 (a, #0) (a’ler reel sabitler) (2.12)

seklinde tanimlanir. Bu denklemin bir ¢oziimil igin,

-5;’;- (e"‘ )= rt.e”
ifadesini ele alalim. Burada, ™ fonksiyonunun tiirevi re™ ve ardigik tiirevleri ise r’nin katlar
olur. Béylece, (2.12) denkleminde y =e™ fonksiyonunun bu denklemin bir ¢6ziimil oldugu
goriliir.Ornegin;

y'+4y -5y=0
denkleminde y =e™ ve tiirevlerini yerine yazarsak;

r2e™ +4re™ —5e™ =0 olur. Her iki taraf ™ ile boliinirse:

r’+4r-5=0 jse r=-5ver=1 bulunur.
(r+5Xr—-1)=0
O halde, y=¢** ve y=e" fonksiyonlari y"+4y’ -5y =0 denkleminin iki ¢dziimiidiir.
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Bu 6rnekten de anlagilabilecegi gibi, y=e™ ve tiirevleri (2.12) denkleminde yerine
yazilirsa;

a,r" e +a, 1" et tart e +ar-e®+a,-e* =0

ve buradan;

e™ - (a,,r" +a, " +..tart+ar+a, )= 0

elde edilir. Boylece, r degeri,

ar’ e +a, e to.tar’ e rar-e” +a,-e* =0 (2.13)

denkleminin bir kokii olmak iizere y=e™ fonksiyonu (2.12) denkleminin bir ¢8ziimiidiir.
Bununla birlikte,

a,r"e”+a, " e+ tart e rar-e®+a, e =0 (2.13)
denklemine (2.12) denkleminin karakteristik denklemi ve r’ye bagli n. dereceden bu
cebirsel denklemin kokleri olan r sayilarina da (2.12) denkleminin karakteristik degerleri
denir.

Daha Onceden de styledigimiz gibi, (2.12) ile ifade edilen sabit katsayili homojen
lineer diferansiyel denklemin ¢6ziimii n. dereceden cebirsel bir denklemin ¢6ziimiine
indirgenmis olur. Cebirin esas teoremine gore, n. derece cebirsel bir denklemin en az bir, en
¢ok n tane kokii vardir, Yani, farkl1 ve reel sayt olmast gerekmeyen n tane kdke sahiptir

Teorem 2.7: r,,r,,.......,r, (2.13) karakteristik denkleminin kékleri olsun. Bu durumda,

Rk

y(x)=ce™ +c,e™ +...+c,e™
(2.12) denkleminin bir genel ¢6ziimiidiir.

Ornek 2.3: y"-3)"-10y=0, »(0)=1, y'(0) =3 baslangi¢ deger problemini ¢oziiniiz.

Coziim: Karakteristik denklem, (Teorem 2.7°den)

r*-3r-10=0
(r-sXr+2)=0
n=5 r=-2

-2x

bulunur. Buna gore, y(x)=c,e” +c,e aranan ¢Oziimdiir. Simdi baslangic kosullarini
kullanip ¢, ve c; sabitlerini belirlemeye galisalim. Bunun igin;

Vix)= 5c,e5" -2c,e™ alinir ve y(0)=1, y’(0)=3 baglangi¢ sartlan
yerine yazilirsa;

y0)=c, +c, =1

, bulunur ve bu denklemlerden;
Y (0)=5¢,~2¢c, =3

5 2
< =7 ve ¢, =7

olarak elde edilir. Sonug olarak,

X

y(x) = -?’-es" + Ee'2 istenilen ¢6ztimdiir.
Y
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2.4.1 Tekrarlayan Kokler

Eger,
ar"+a, 7"+ tay’ rar+a, =0 (2.14)

karakteristik denklemi tekrarlayan koklere (kat koklere) sahipse, buna ait genel ¢6ziimiin nasil
bulundugunu inceleyelim.(2.14) denkleminde Ly=0 operatoriine bagl olarak;

n n-1 2
L=a"~d7+a,,_,E;;I—+....+azgz—+alz+ao (2.15)

lineer operatoriinii ele alalim.
D= % olmak iizere; Dy=y’, D’y=y’, tiirev operatdrleri (2.15) ifadesinde yerine

yazilirsa:
L=a,D"+a, D" +..+a,D* +aD+a,
olur. Bu son ifadenin sag tarafi D degiskenine bagh n. derece bir polinom olup D polinom
operatdrdiir. Birinci derece polinom operatdr, a reel say1 olmak lizere;
(D-aly=Dy-ay=y"-ay
olur. Bu operatorierin degisme 6zelligi olup;
(D-a)(D~6) y=(D-b)D~a)y
seklindedir. Bunun ispati i¢in y’nin ikinci mertebeden diferansiyellenebilir oldugu gézéniine
alinirsa;

(D-a)D~b)y=(D-a)y -by)
= D(y"-by)-a(y’ - by)
=y"—~(a+b)y +ab-y
=y —(b+a)y +ba-y
=D(y'-ay)-b(y' - ay)
=(D-bXD-a)y
oldugu goriiliir.(2.14) ile ifade edilen karakteristik denklem tekrarlayan kéklere sahip olsun.ro
ve r; olmak iizere (2.14) denkleminin iki farkli kékit olsun ve ry, k defa tekrarlansin. Buna

gore;
(r_rl)k (r—r0)= (r-ro)(r—rl)k =0
olur. Benzer olarak; (2.15) ile ifade edilen bagintidaki L operatériiniin kullamilmasiyla,
L= (D—r,)k(D—r0)= (D—ro)(D—rl)k
yazilir. Ly=0 diferansiyel denkleminin ¢dziimleri, y, =e™ ve y, =e" oldugu biliniyor.
Ama, k+1 tane lineer bagimsiz ¢6ziimden k-1 tanesini bulmamiz gerekiyor. Bunun igin,
Ly=D-r) D1} -y|=0 yazanz;
(D-r)-y=0 2.16)
k. mertebeden herbir ¢6ziimii Ly=0 denkleminin de bir ¢6ziimii olacaktir. Bu nedenle, bizim
problemimiz (2.16) ile verilen diferansiyel denklemin genel ¢5ziimiinii bulmak problemine
indirgenir.
(D-r)-y=0 @.17)
denkleminin herbir kokiiniin ¢™ oldugu agiktir. Buna gore, r;’in k defa tekrarlandig
g0z6niine alinirsa;
y(x)=u(x)e™ alabiliriz.
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Buna gore,
(D-r, )[ue"" ]= (Du)e™ + rue™ — re™
= (Du)e™
olur ve bdylece devam edilirse, herhangi u(x) fonksiyonu igin:
(D-n) - e ]= (D4ul
elde edilir. Bundan bagka, y =wue™, (2.17) denkleminin
Dru=u® '
oldugunda ¢6ziimii olur. Bu ancak,
u(x): < +c2x+c3x2 + ....+ckx"‘
en ¢ok (k-1). dereceden polinom fonksiyon oldugunda sz konusudur.
Boylece, (D—r,) -y =0 denkleminin aranan ¢5ziimil;

yx)y=u-e" = (c, +C X+t o x )-e""
seklinde elde edilir.

Teorem 2.8: Tekrarlayan Kdkler

(2.14) karakteristik denkleminin k defa tekrarlayan r kokii varsa, n. Mertebeden
homojen sabit katsayil lineer diferansiyel denklemin genel ¢6ziimii:

y=le, +cpx+ .t x* )-e™  seklindedir.
Ornek 2.4: »" +6y” +12y"+8y" =0 denkleminin ¢bziimiinit bulunuz.
Coziim: Karakteristik denklem; '
r*+6r’ +12r2 +8r=0
r(r3 +6r2+12r + 8): 0 =0, r;=r3=r,=-1 olarak bulunur
r-(r+ 1Y =0=
O halde; y(x)=c, +(c, +cyx+c,x’ ™.
2.4.2 Kompleks Kokler

Eger;

ar' +a, " +..+tar+ar+a, =0
karakteristik denklemin kompleks kokleri varsa, bu kokleri;
e” =cosx+isinx

olarak bilinen Euler formiiliinii kullanarak inceleyebiliriz.

z=x+iy kompleks sayisini ele alirsak,
e’ =e™ =¢*.¢” =¢" -(cosy+isiny)
olur. Kompleks degerli bir F fonksiyonu igin;
Fx)=f(x)+i-g(x)
yazalim. Burada, f, F’nin reel kismn iken; g, F’nin imajiner kismidir. F’nin diferansiyeli
alintrsa; '
F'(x)= f'(x)+i- g’'(x) olur. F(x) fonksiyonunun
a,y"” +a, Yy +. . tay +ay +ay=0
denklemini saglamasi, reel ve imajiner kisimlarin bu denklemi saglamasi anlamini tagir.
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Bizim ilgilendigimiz fonksiyon,
F(x)=e"™ seklinde olup, r=a+bi oldugu disiniiliirse;
F(x)=e™ =l
r=a+bi= F(x)=e""" = ¢ .¢™ = ¢™ .(cosbx —isin bx)
olarak bulunur. Diger yandan,
D, (e”‘): r-e”
r kompleks olsa bile gegerli olur. Buna gore, r=a+bi oldugunda;
D.(e™)=D,- (e(a+hi)x )
=D, (e‘“’ cos bx)+ i-D, - (e"" sin bx)
= (ae‘"‘ sinbx + be™ cos bx)+ i(ae"” sin bx + be™ cosbx)
= (a+ bi)e™ cosbx + ie™ sin bx)

=re”™
Buna gbre, ri=a+bi ve r;=a-bi kompleks kokleri igin;
a,y" +..+ay +a,y=0
denkleminin genel ¢6ziimii:
= cle(a+bi)x +cze(a—hi)x
= c,e™ (cos bx + isin bx )+ c,e™ (cos bx — i sin bx )
ci=c|+C2 ve ¢=(c|-c2)i olmak iizere;
=e™ -(c, cosbx +c, sinbx) olur.
Teorem 2.9: Kompleks Kikler: Eger,
a,r"+a, "+ +ar+a, =0
karakteristik denklemi a F bi seklinde kompleks koke sahipse;
a,y" +a, y" " +..+ay +a,y=0
denkleminin ¢6ziimii;
€™ -(c,cosbx +c,sinbx)  seklindedir.
Ornek 2.5: y"+4y =0 denklemini ¢6ziiniiz.
Coziim: :
r’+4=0
r=%2i
W(x)=c, cos2x+c, cos2x

Ornek 2.6: 3" +6y"+10y =0, y(0)=2, y*(0)=3 denklemini ¢dziiniiz.
Coziim: r® +6r+10=0 karakteristik denkleminden;r, =3+i ve r, =3—i olarak bulunur.
Buna gore,
w(x)=e-(c, cosx +c, sin x) olur.

Baslangi¢ kosulu igin;

y'(x)=3e™ (¢, cos x + ¢, sinx)+ ¥ (- ¢, sinx + ¢, cos x)

y0)=2=32=¢ B

Y(0)=3=3=3¢c +c, =3=3-2¢,+c, = ¢, =-3
bulunur. O halde; y(x) = ¥ (2 cos x — 3sin x)olarak elde edilir.
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2.5 Homojen Olmayan Denklemlerin Ciziim Metodlari

2.5.1 Belirsiz Katsayilar Metodu

a,y" +a,_ " +...+ay +ay=f(x) (2.18)

n. mertebeden homojen olmayan sabit katsayili lineer diferansiyel denklem olsun. Bu
denklemin genel ¢6ziimii, Teorem-5’den;

y=y.ty,
seklinde idi. Burada, y, homojen kismin ¢dziimii ve y,, (2.1) denkleminin kismi ¢6ziimiidir.

Belirsiz katsayilar metodunda (2.1) denkleminin sag tarafindaki f(x) fonksiyonuna
gore gdziimler aramr. Burada, f(x)’in kendisi ve tiirevlerinden olusan bir fonksiyonlar kiimesi
ele alinir. Bu kiimenin en dnemli 6zelligi, y, ¢bziimiinde bulunan (homojen kismin ¢dziimi)
fonksiyonlar ile bu kiimenin elemanlan birbirinden farkli olacak sekilde olusturulmasidir. Bu
olusumu, fonksiyonlann tiplerine gore detayh bir gekilde inceleyelim.

Eger (2.1)°deki denklemin sag tarafinda bulunan f(x) fonksiyonu n. dereceden
polinom fonksiyon ise;

Y, =AX + A3 o Ax+ A4,
seklinde alinir. Eger, y, ¢dziimiinde x’in kuvvetleri cinsinden bir terim varsa, y, ¢oztimii bu
x’li terimi igermeyecek sekilde x’in kuvvetleriyle carplir. Ornegin, verilen bir diferansiyel
denklem igin;
y, =c¢, +c,e” ve fx)=3x" olsun.
y, ¢oziimil igin 3x? ve tiirevlerini igeren bir kiime segilir. Bu kiimeye Belirsiz Katsayilar
(Undetermined Coefficients) anlaminda UC diyelim.
uc = {xz,x,l} aliir ve y, goziimii;
y,= Ax? + Bx+C olarak segilir. Burada, A, B, C, belirlenecek
katsaytlardir. $imdi, bu y, ¢bziimii gergekten dogru almmus midir? Nasil kontrol edilebilir?
y,’de x* ve x’li terim yok ama sabit terim vardir. y,’de dec ile ifade edilen sabit terim var.
O halde, y, ¢bziimi x ile carpilarak sabit terim igermeyecek sekli aliir. Yani,
Y, = Ax® + Bx* +Cx

olarak almir.f(x) fonksiyonu iistel, polinom ve trigonometrik fonksiyonlarn bir bilegkesi
oldugunda ise UC kiimesi probleme gore f(x) ve tiirevlerini igerecek sekilde segilir.

Asagidaki basit Srneklerde f(x)’in durumuna gore UC’nin nasil segilecegi verilecektir.
Eger UC’deki terimleri yc’deki terimlerle ayni degilse katsayilar yardimiyla y, segilir.

Ornek2.7: f(x)=3x+e*=UC= fere}

Ornek 2.8:  f(x)=5x"~cos2x+e* = UC = {xs,x2 ,x,1,c0s2x,sin 2x,e2"}
Ornek2.9: f(x)=3xe" +2sinx=>UC = {re",e",sin X,C08 X

Ornek 2.10:  f(x)= -2x% > +cosdx = UC = {tze'z",xe'z" ,e~*,cos4x,sin 4x}

Orneklerde de goriildigi gibi UC ailesi segilirken fonksiyon ve .drevlerinin sahip
oldugu katsayilar1 dikkate alinmaz. Daha sonra, Yp ¢bziimiinde bu katsayilarin yerine,
asagidaki rneklerde de goriilecegi gibi belirlenmesi gereken A,B,C, ... katsayilari alinir.
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Belli bagli bazi fonksiyonlar igin y, ¢6ziimiiniin nas1l segilecegi asagidaki tabloda verilmistir.

f(x) (Sag taraf fonksiyonu)  UC (Belirsiz katsayilar) Yp
. kiimesi
f(x)=Pn(x)=a,,X"+....+a1x+a0 UC = {t" ol XX xl} yp=x“(A"x"+...+A,x+A0)
S(x)=acoskx + bsin kx UC—{coskx,sm kx} Y = x*(Acoskx + Bsin kx)
f(x) =™ (acos kx + bsin kx) UC= {:”‘ coskx,e™ sin kx} Vp= x* (Ae”‘ coskx + Be™ sin kx)
S)= B xk™ uc = {t"e’” e xe”,e"} Vo= x"’e”‘(A,,x” +.+Ax+ Ao)
n "o -1
x" cos kx, x" sin kx, y, =" AX" A4, 4 osx
. UC= "V coskx, x" " sinkx, A+ A
&)= P,,(xXacosIoc+bsmkx) ...... xcos kx, xsin kx, Bx"+B x"'+.).
. +x% " -t inx
cos kx, sin kx +Bx+B,

Yukaridaki tabloda o, y. ile y,’de ayni terimin olmamasi igin y,’nin garpildign x’li
terimin derecesidir.

Ornek 2.11: y"+y = 2x* +5 diferansiyel denklemini ¢bziiniiz.

Coziim: Karakteristik denklem;
rPH1=0=2ri=-1=r="Fi
ve
Yo =C, cosx+C,sinxolur. f(x)=2x’+5 fonksiyonu ve tiirevierinden
olusan UC kiimesi ;
UcC = {x’,x’,x,l}
bulunur ve buna gore y, ¢dziimii;
¥, = Ax’ + Bx’ + Cx+ D alinir. yy’nin tiirevleri alinirsa;
Y, =34x* +2Bx+C
Y, =6A4x+2B
olur. Bu degerleri denklemde yerine yazip A,B,C,D katsayilari polinomlarn esitliginden
belirlenir. Buna gére,
6Ax+2B+Ax* + Bx’ +Cx+ D =2x"+5
Ax® + Bx* +(6A+Clx+(2B+ D)=2x* +5
64+C=0=C=-64
A=2 =C=-12ve B=0 ise
2B+D=5=3d=5-%B=5-2.0=5= D=5
bulunur. Bdylece denklemimizin genel ¢ziimi,
Y=yc+y,=¢c08x+c,sinx+2x’ —12x elde edilir.
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Ornek 2.12: y(” —y" =3e" +2x -4 diferansiyel denklemini ¢6ziiniiz.

Coziim: Karakteristik denklemden;
P =rt=0 ve ri(r-1)=0=r=r,=0 ve ;=1
olur. Buna gore, homojen kismin ¢6ziimii:
y. =¢, +c,x+ce”  bulunur.
UC ailesi ise;
UC = {e",x,l} olur. Burada, y, ile UC arasindaki ¢akismalar engellemek igin
x* ile UC’nin ilgili terimleri garpilirsa;
y, = Axe* + Bx* + Cx’
ve tiirevleri:
¥, = Axe* + Ae* +3Bx* +2Cx
y, = Axe* +24e* + 6Bx+2C

y, = Axe" +34e” +6B
olarak bulunur. Bu degerler rnek problemde yerine yazilirsa;

(Axe* +34e* +6B)—(Axe™ +24e* +6Bx+2C)=3e¢" +2x—4
ve gerekli diizenlemeler yapilirsa;

A-e* +6Bx+6B-2C =3¢ +2x—4
olur. Buradan;

A=3, 6B=2= 3:% ve 68-2C =4
ve 6B8—2C =-4’den C=3 bulunur. Boylece, denklemimizin genel ¢dziimii:
y=y. +y,=c¢ +c, +ce’ +3xe” +%x3 +3x” elde edilir.

Ornek 2.13: y"+4y’+5y=3e*sinx diferansiyel denklemini ¢bzliniiz.

Coziim: r? +4r+5 =0 karakteristik denkleminden;
rn=2+iver,=2-iolur Boylece,
y, =e™(c, cosx +c, sin x)
bulunur. UC ailesi ise e?* sinx ve tiirevlerinden;
UC = sin x,e?* cosx} olur.
Buradan y. ile UC gakistigindan UC’nin her iki terimini de x ile ¢arparsak;
v, = Axe* sinx + Bxe™ cosx = e™(4xsin x + Bxcos x)
elde edilir. y,'nin ttirevleri alinirsa;
¥, =2¢™ (Axsinx + Bxcosx)+ [x(4cos x — Bsin x)+ Asin x + Bcos xJe**

y,= 4e* (Axsin x + Bxcos x)+ (4xcosx— Bxsinx + Asinx + Bcos x e

+e?(— Axsinx— Bxcosx + Acosx — Bsinx + Acos x — Bsin x)
elde edilir. Bu ifadeler denklemde yerine yazilir ve gerekli diizenlemeler yapilirsa;
xe® sinx(164 — 8B)+ xe?* cosx(34 +16B)+ % sinx(84 - 2B)+e® cos x(24 +8B)=3¢™ sin x olur. Bu son
esitlikten;
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164—-8B=0= B=24
84+168=0
84-2B=3
24+8B=0
y=y, +y,=ce’cosx+c,esinx+ Axe* cosx + Bxe* sinx  olur.

2.5.2 Mertebelerin indirgenmesi Metodu

Sabit katsayilt homojen lineer diferansiyel denklemlerin ¢6ziimil igin belirsiz
katsayilar metodunu ele almistik. Béyle bir yaklasim degisken katsayili homojen lineer
diferansiyel genklemlerde mevcut degildir. Bununla birlikte, bdyle denklemlerin bir ¢dziimii
bulunabilir. Ornegin,

x*y"-3x) +4y=0 2.19
denklemini ele alalim. Boyle bir denklemin tiirevleri igeren bir yapida olmasi nedeniyle y;=x
seklinde bir ¢oziim segebiliriz. Bu ¢bziimil problemimizde yerine yazarsak;
xor(r=1)-x" =3xrx" +4x" =0
ve gerekli diizenlemeler yapilirsa;
x - r(r=1)-3r+4]=0
ve buradan;
r—4r+4=0=(r-2f =0=>r=2
bulunur. Boyle, y;=x*, (2.19) denkleminin bir ¢ziimii iken ikinci ¢dziimii bulmamiza izin
vermez. Bylece denklemin genel ¢oziimii bulunamaz.

Bu béliimde, yukaridaki drnekte bulamadigimiz y»(x) lineer bagimsiz ikinci ¢dziimun
bulmak igin mertebelerin indirgenmesi metodunu ele alacagiz. Bununla birlikte, bu metodun
uygulanmas: 2. mertebeden daha biiyiik mertebedeki diferansiyel denklemler igin oldukga
zordur. Bunun igin, ‘

Y+ plx) ¥ +q(x)y=0 (2.20)
ikinci mertebeden degisken katsayili homojen lineer diferansiyel denklemini ele alalim.
Burada, p(x) ve q(x) fonksiyonlar1 bir I agtk arahifinda siirekli fonksiyonlardir.(2.20)
denkleminin y;(x) ¢dz{imiiniin bilindigini varsayalim. Buna gore, (2.20) denkleminin ikinci
lineer bagimsiz ¢dziimii olan yx(x) fonksiyonunu bulalim. Bizim bu metodla amacimiz boyle
bir ikinci ¢tziimii bulabilmektir.Buna gore, .

V(x):y—z(x—) | @21

J’|(x)

esitliginde V(x) biliniyorsa;

Y2 (x)= V(x)'yl (x) (2.22)

olur. Bu ¢dziim, (2.20) denkleminde yerine yazmak igin y; ve y; tiirevleri;
AEVAIRY @23)
VyEVt2vy vy

alinir ve denklemde yerine yazilirsa;
Py +2v Y +vy ]+ p-lv-y + 3 V]+qwy, =0 (2.29)
elde edilir. Gerekli diizenlemeler yapilarak;
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v- D+ peyitan [Hvy 2+ py =0 (2.25)
elde edilir. (2.25)’deki;

Y+ Py +ay,
ifadesi (2.20) denkleminin bir ¢dziimii oldugundan sifira esit olur.

Boylece, (2.25)’deki denklem;

»v' +Qy +py, ) v =0 (2.26)
sekline gelir. (2.26) ifadesinde u=v' yazarsak ve y,’in I’da asla sifir olamayacagim
varsayarsak;

u +[2 % p(x))-u:O .27

N
denklemi 1. mertebeden lineer diferansiyel denklem olur. Boyle bir denklemin integral

garpant,
u(x ( +p(x))¢r 2'“|yl'+jl’ x)dx)

ve buradan;
u(x)= y} eI PO unur. Boylece, (2.27)’daki denklemden;

u-y?-e/?®¥ = ve buradan;

V=u=C . grirem
, y 1
elde edilir. v’yi bulmak igin bu son denklemin her iki yaninin integrali alinirsa;
- ~fp(x)r
e

de+ K

'—‘CI

bulunur. Ozel olarak, K=0 ve C—l igin;
e! plx)ax

v =nf (2.28)
. 1

olarak elde edilir. Buna gore, (2.28) ifadesi (2.20)’deki 2. mertebeden degisken katsayili

lineer homojen diferansiyel denklemin y\(x)#0 ¢6ziimil bilindiginde, y»(x) ikinci lineer

bagimsiz ¢bziimii bulmamizi saglayan formilldiir.Simdi de, yukaridaki formiil ile bulunan

ikinci ¢bziimii ve gartlarini 6zetleyen asagidaki teoremi verelim.
Teorem 2.10: Mertebelerin indirgenmesi: Eger y,(x) fonksiyonu;

y'+ px)y +qlx)y =0
ikinci mertebeden degisken katsayili lineer homojen olmayan diferansiyel denklemin bir
¢oziimil olsun. Ayrica, p(x) ve q(x) fonksiyonlar1 bir I agik araliginda siirekli iken y;(x)
fonksiyonu da bu aralikta sifir olmasin. Bu durumda, 1 aralifindaki y,(x) ikinci lineer
bagimsiz ¢6zimii;

J’z(x) J’1(x) I

formiilii ile bulunur.

J p(r)dx

(2.29)
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Ornek 2.14: Konunun baginda ele aldigimiz;
x*y” —2xy’ + 4y = 0 diferansiyel denklemini ¢6zelim.

Coziim: Oncelikle (2.28) deki formiilii uygulamak igin verilen denklem standart hale
getirilirse;
» 3 ’ 4
y-—y+—=5y=0
x x

olur. Ayrica y1(x)=x2 olarak bulunmugtu. Buna gore;

- —irlx

y)=x [Eds

& F

$a@)=x" [ L=l

ifadesinden;

olur. Buna gore,
x*-y"-3xy +4y=0
denkleminin genel ¢6ziimii;

y(x)=cx* +c,x* Inx (x>0)
olarak bulunur.Bazen, y,(x) ¢bziimiinii bulmak igin;
Y=V

doniisimii uygulamr ve denklemde tiirevieriyle direkt olarak yerine yazilir. Yani, yukaridaki
drnek tekrar ele alinirsa;

y,=v-y, =xv ve buradan;
| yy =2xv+v %’
yo=2xv +2v+ 200" +v" - x? = xBV + 4xv + 20
degerleri denklemde yerine yazilirsa;
(e*v" + 4x*V + 2x7v)- 425°v + xv)+4-x*v=0
olur ve boylece;
v’ =u dersek;

u'+ (l ‘u=0
X
1. mertebeden lineer diferansiyel denklem haline gelir. Buradan;
1
J=de
M(x)=e* =x
olup;
xu'+u=0
D, (x-u)=0
olup, integral alinirsa;
x-u=c
xv=c

4
vy =

® |0
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olur. Boylece, v = ¢ - Inx olarak bulunur. Buradan, y, =v-y,’de v=c-Inx ve = xt
degerleri yerine yazilirsa; .
y,(x¥)=c-x*-Inx olur. c=1 igin; y, (x)= x* - Inx
ve genel ¢oziim;

y(x)=cx* +c,x? Inx (x>0) olarak bulunur,
2.6 Cauchy Euler Denklemi
n. mertebeden Couchy-Euler denklemi;
ax" -y ra, x YNy wa,xty raxy +a,y=0 (2.30)
seklinde tanimlanir. Burada, ao, ay, .... , a, sabit katsayilar olup a,20 *dir. Bazen, bu denkleme

tiirevin mertebesi ile x’in derecesi aym oldugu i¢in egboyutlu denklem de denir. (2.30)
denkleminde y=x" doniigiimii yapar ve sonucu X" ile bélersek:

a,r(r=1)r-2)..(r=n+1)+..+ ar(r-D+ar+a,=0 (2.31)
n. dereceden polinom denklemini elde ederiz. Boyle bir denklemin ry, 1, 13, ..., ry olmak lizere
n tane farkli kokii olup, n tane lineer bagimsiz ¢6ziime ulagiriz ki (2.30) denkleminin x>0 igin
genel ¢dziimil;

y(x)=cx" +eyx" + ot x" . (2.32)

olarak bulunur. x<0 igin X" biitiin r’ler i¢in tanimli degildir.
Simdi, ikinci mertebeden Cauchy-Euler denklemini ele alalim. Buna gore;

x’y"+ pyxy’ +q,y=0 (2.33)
olarak tamimlanir ve y=x’ doniisiimii yapilirsa;

r(r—1)+ Por+q,=0 2.34)
(2.31) denklemi yukaridaki gibi olur. Bu ikinci derece denklemin koklerinin durumu
asagidaki gibidir. (2.34) denkleminin diskriminant::

- 2
= _(po _‘)+\/(2pu _‘) -4q, (2.35)
olduguna gére {i¢ durum s6z konusudur.

i) Iki farkh kik: (ry#ra)

r; ve r farkli ise (2.33) denkleminin genel ¢oziimii;
Y(x)=cx" +cyx™ +...... (2.36)
ii) Esit kikler: (ri=r;)
Bu durumda, y, = x" olurve r, = ——;—(po ~1) “dir. Buna gdre, mertebenin indirgenmesi

teoreminden;
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Py
- | =Fdx
{e e ]:e""""" =x"" oldugundan ikinci ¢6ziim;

—Po

yz =x- ‘[x—(f’o_l) ‘ix

Yy =x" ~jldx=x" Inx
x

elde edilir ve x>0 i¢in genel ¢6ziim;

y(¥)=cx" +c,x" -Inx (2.37)
olarak bulunur.

iiif) Kompleks eslenik kokler: (r;=a+bi ve ry=a-bi)

Burada,;

(a¥bi)inx ealnxe Fi(plnx)

bi
x(aiF i} =e

=x° [cos(bInx)Fisin(b1nx)]
olup (2.33) denkleminin genel ¢6ziimii:

y(x)=c,x" cos(bInx)+c,x" sin(b1n x) (2.38)
olarak elde edilir.

Ornek 2.15: 4x?y” +2xy’— 2y =0 denkleminin genel ¢éziimiinii bulalim.

Céziim: y=x" doniigiimiinden;
4r(r—l)+2r—2=0 .
3 ise nn=1ve, = -3 bulunur.
(r- l(r += ] =0 4

Boylece genel ¢oziim:
3

y(x)=¢,x+¢,x * olarak bulunur.
Ornek 2.16: x*y” -3xy’+5y =0 diferansiyel denkleminin genel ¢6ziimiinii bulunuz.

Céziim: r(r—1)-3r+5=0 ve r> —4r+5=0 denkleminden;
r, =2+i ve r, =2—1i bulunur. Buna gbre;
yx)=c, cos(In x)_’_c2 sin(In x) ol

x x
Sonug olarak, n>2 durumunda (2.31) denkleminin koklerinin farkh olmadigimi

varsayalim. Bu durumda, x=¢' doniisiimii yapilarak (2.30) denkleminde yerine yazilir ve

istenen ¢oziimler elde edilir. Soyle ki;
x=e¢' ise t =Inx olur. Buradan;

ur.

—=¢ = l, bulunur.
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Simdi bu durumu agiklamak i¢in agagidaki Srnegimizi ele alalim.

Ornek 2.17: x3d y+6 24’ y+7xdy
& & dx

Coziim: Oncelikle, x=¢' doniigiimii yapalim. Buradan,

+ y =0 diferansiyel denkleminin ¢6ziimiinii bulalim.

=¢' = x olur, Boylece;

dat
& _dyd_1d _1d
dx

ve

dx
b Y
x y 2.39)

dy_d(dy)_df1 &
dc* delde) dx\x dt
ld(dy) & d
dar ) dt dx\x
ldlyd 1 &
x dt* dx x* dt
_Ldy 1 a
xt d? Xt oar
ve buradan;
2 2
Zx - = xlz(% —%yt—] olur. Sonug olarak;
d’y dy &
204y _4ay_ 9 2.40
Ya AR dr @40
bulunur. Bu sekilde devam edilerek;
3 3 2
$ay_ dy qdy & 2.41)

a® d® T dt dt
oldugu goriiliir. (2.39), (2.40) ve (2.41)’deki bu degerleri verilen drnek problemde yerine
yazarsak;

(diy—312—”-+2-ﬂ)+6[d2y dy) 1% 4y=0

dar’ dt? dt dri* at dt
olur. Yani;
%j—;v + 3%2;-+ 3 ‘3: + y =0 bulunur. Bu son denklemin karakteristik denklemi,
P +3rt+3r+1=0
(r+ 1)'=0

esitliginden »=-1 kilp kat kok elde edilir. x=¢' ve #=Inx olduguna gbre t cinsinden
drnekte verilen denklemin genel ¢oziimi;

, c

2
y(x)=ce™ +cyt-e +eytt e =4, —+cy (inx)*

hd B

x X x
olarak bulunur.
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2.7 indirgenebilir ikinci Mertebe Denklemler

Ikinci mertebeden bir diferansiyel denklem;
F(x,y,y,y")=0 (2.42)
seklinde ifade edildigini biliyoruz. Eger bagimli degisken y veya bagimsiz degisken x’den
herhangi biri bu denklemden agagida agiklanacagi gibi gikartihirsa, bir degisken doniisiimii
yardimiyla ikinci derece denklemimiz birinci derece denklem haline gelir.

I- Eger, y bagimlt degigkeni ¢tkarilirsa (2.42) denklemi;
F(x,y’,y")=0 (2.43)
sekline gelir ve sonra;

dy dp

=y =2y = 2.44
Py =V = 2.44)
déniisiimii yapilarak p’ye bagl;
dp
Axp22 =0 2.45
X, p dx] 2.45)

birinci mertebe denklemini elde ederiz. (p = p(x))
Eger, (2.45) denkleminin genel ¢6ziimii;

p=plx.c,) (2.46)
olarak ahnirsa (2.43) denkieminin genel ¢6ziimii;

yx)= [y (x)de = [ p-dx = [ ple,c, Mx +c, (2.47)
integral yardimiyla bulunur. Burada, c; ve ¢, gibi iki sabitin olmasi y” den y ’ye ulagsmak
i¢in iki kez integral alinmasindan kaynaklanir.

Ornek 2.18: x-y”+2.y’ = 6x diferansiyel denklemini ¢6ziiniiz.

Coziim: p=)’ ve p’= " dbniigiimleri yardimiyla;
x-p+2p=6x veyax.-‘éx-’.’.+2p=6x

olur. Bu son egitligin her iki yan1 x ile boliintirse;

elde edilir ki, bu birinci mertebeden lineer diferansiyel denklemdir. Integral garpant;
2
M(x)= ej"dx =" = x?
olup, son esitligin her tarafi ¢arpilirsa;

x? % +2xp = 6x olur. Buradan,; sol taraf x* p’nin diferansiyeli ise;

D, (xz p)= 6x* ve her iki tarafin integrali alinarak;
xp= I 6xdx

_2x’+¢
2

dy

bulunur. p= o olduguna gbre;

c
=2+
x
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2

J'a'y = J'[zx + ;—'Zjdx bulunur. Boylece,

c i
y(x)=x? ~—L+c, istenilen genel ¢oziimdiir.
x

¢ . .
—=2x+—=dy= (2x + —']dt ve her iki tarafin integrali tekrar alinarak;
x

I1- Eger, x bagims:z degiskeni gikarilirsa (2.42) denklemi;

F (y ¥',¥")= 0 seklini alir. Buna gore; (2.48)
d
p=y(x) dersek, y" = b b b pfg (2.49)

bulunur. (2.49) deki déniisiimler (2.48)’de yerine yazilirsa;

dp
Fly,p.p—=1=0 2.50
(yppdy} (2.50)

birinci derece denklemi elde edilir. [p = p(y)]

(2.50)’deki denklemin genel ¢dziimii:

p=pb.e)
seklinde ise ikinci mertebeden diferansiyel denklemin genel ¢oziimii integral alinarak;

dx 1 dy .
x(y)=|——dy=|—dy=|——=—+c, seklinde bulunur.
jdy Ip Ip(V,C.) ’
Ornek 2.19: y-y” =(y’)’ denklemini ¢bziiniiz.

Coziim: y' = p ve y"= p—:’f doniigiimleri verilen denklemde yerine yazilirsa;

y: p~% = p? olur. Bu son denklem ayrilabilir diferansiyel denklem olup;

dpdy
P

_[—‘-13 = I; ve buradan;

yazilir ve her iki tarafin integrali alinirsa;

Inp=hy+c (y>0 ve p>0)
olur. Boylece,
& = I = 4 elde edilir. Bu son esitlikten;
dy p ¢y
c -dx= & olup her iki tarafin integrali alinirsa;
Jade= 2
y

cx=Iny+c,
elde edilir. Sonug olarak, verilen 6rnekteki denklemin genel ¢oziimii;

y(x)=e"** bulunur.
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2.8 Parametrelerin Degisimi Metodu

Belirsiz katsayilar metodu, n. mertebeden sabit katsayth homojen olmayan
diferansiyel denklemlerin ¢bziilmesinde etkili bir metod olmasina karsin, yeterli degildir.
Ctinkii degisken katsayili homojen olmayan diferansiyel denklemler veya sag taraftaki
fonksiyonun tanx gibi kendisi veya tiirevlerinin iginden g¢ikilamayacak kadar bir yapiya
sahip oldugu sabit katsayili homojen diferansiyel denklemin ¢bziimiinde bu metodu
kullanamayiz. Bunun igin, Lagrange Metodu veya Parametrelerin Degisimi olarak
adlandirilan bu metodu ele aliyoruz. Bunun igin;

n-t)

Y4 p W it p, )+ p )Y+ po )y = f(x) @51

n. mertebeden homojen olmayan degisken katsayili lineer diferansiyel denklemini ele alalim.
Burada, pi(x) bir I agik aralifinda siirekli fonksiyonlardir.

Y4 G 4k py ()" py ()Y + py(X)y =0 (2.52)
n. mertebeden degisken katsayili homojen denkleminin ¢6ziimii, n lineer bagimsiz ¢oziimden
olusan;

Ve =W 6y, +atc,y, (2.53)
ile verilir.Burada ¢, ¢z, .... , C, sabitleri yerine x’e bagli uy, us, ... , u, fonksiyonlarini yazarsak;
¥, ()=, (), () + 2, (), )+t 1, (), () (2.54)

(2.51) denkleminin kismi ¢6zlimii olarak alinabilir. Boyle bir kismi ¢6ziimiin genel anlamda
bu metotla nasil bulunacagim éncelikle;

V' + px)y +q(x)y = f(x) (2.55)

2. mertebeden degisken katsayili homojen olmayan diferansiyel denklemde ele alalim.
(Burada, p ve q fonksiyonlar bir I agik aralifinda siireklidirler.) Daha sonra, bu ydntemi
(2.51) ile verilen n. mertebeden homojen olmayan diferansiyel denklemlerin ¢&ziimiine
genellestirelim.,

V' +px)y +q(x)y=0 (2.56)
2. mertebeden homojen denklemin ¢6ziimi;
Ye=cy e, (2.57)
olduguna gore, ui(x) ve ux(x) fonksiyonlart igin;
yp = ulyl +”zyz (2.58)

(2.55) denkleminin kismi ¢6ziimii oldugunu varsayalim ve uj(x) ile uy(x) fonksiyonlarini
bulmaya ¢ahisalim.(2.58) ile verilen bagintt (2.55) denkleminin kismi ¢oziimii olduguna gore
(2.58) ifadesi ve tiirevleri alarak (2.55)’de yerine yazalim. Buna gére;

Yy Sy, iy,
yp'= uy, +uy+ ";yz +"2y;
yp"'= .y +uyy )+ (ly, +43y,)
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olur. !, "deki ikinci toplamin sifir oldugunu kabul ediyoruz. Yani,

uy +uyy, =0 2.59)
Bu bizim ikinci varsayimimizdir. Buradan;
Yy St Y] (2.60)
olduguna gore;
Yy =yt my iy v,y =uy v uny, vuy v uyy; (2.61)

bulunur.Bundan bagka, y, ve y, ¢oziimleri;

Y +p/+qy=0 (2.62)
homojen denklemini sagladiina gére; (2.62) denklem:i;

yi=-pyi-qu,  (i=12) (2.63)
yazilabilir. (2.60)’daki y; tiirevinden;

vy =y +uy;)- pluy, +u,53)-qlu,y, +u,,)
Yy =wy +usy, —py, —qy, (2.64)
olarak bulunur.Buna gore, (2.55) denkleminde (2.64) bagintisi yerine yazilirsa;

Wy Y, — Y, —qy, + py, +qy, = f(x)
Uy, +usy; = f(x) (2.65)
elde edilir. Sonug olarak; (2.59) ve (2.65) ile verilen bagintilar tekrar ele alinarak;

uy, + 43y =0 )} 2.66)

Uy, +ury; = flx
u; ve u; ‘ye bagl bir lineer denklem sistemi ortaya gikar.

Bu sistemin katsayilar determinants;
Wy
W(x):"W(YnYz)= I f

POV N
e
W) /)

W (x)
seklinde bulunur. Burada, W, (x)ve W, (x)} Cramer kuralindan;

ile hesaplanip u, ve u; tiirevleri

34 0
ve W,(x)={"}
@

_ 0 Y2
W'(x)_lf(x) v, e

2

olarak hesaplanir. Boylece, u, ve u; ¢bziimleri bulunarak her ikisinin integrali alinarak u, ve
u, fonksiyonlar: bulunur. Buna gére, (2.55) denkleminin kismi ¢6ziimii olan;
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Y, =uy +u,y, olarak bulunur. Bu yaklagimi (2.51) ile verilen n. mertebeden
degisken katsayili homojen olmayan diferansiyel denkleme uygulayalim.Buna gbre;
Uy, +uyy, *entuyy, =0
Uy UGy, Fee ULV =
(2.67)

uly ™ +uiyi P tuy yi Y = ()
n bilinmeyenli (#/,u},....,u,) n denklemden olugan bir lineer denklem sistemi elde edilir. Bu
sistemin katsayilar determinanti;

Y Y, Y
W=Wx)=W(y,py,)=| 20 22 I (2.68)
e
ile hesaplanir.Cramer kurali yardimiyla;
,_W )
=—1==- {i=]2,.. 2.69
U= (=12....n) (2.69)

hesaplanir ve sonugta integral yardimiyla;

W, (x)f(x)
(x)= =L (=12, 2.70
u,(x)=| ) G n) (2.70)
elde edilir. Sonug olarak, (2.54) denkleminde bu ,(x) degerleri yerine yazilarak (2.51)
denkleminin kismi ¢6ziimil olan parametrelerin degisimi formiilii;

¥o)= 3y, () 2L W)7G) @)

i=l w (x)

olarak bulunur.Eger, (2.51) denkleminde n=2 durumu igin parametrelerin degisimi formilii
yardimiyla;

¥, (x)=-») IMM——w+ jy'(;)(f)") @.72)

ikinci mertebeden degisken katsaylll homo_|en olmayan diferansiyel denklemin kismi ¢oziimii
bulunur ve genel ¢bziim;

y=y.ty, 2.73)
olarak elde edilir.

Ornek 2.20: y*+ y = tanx diferansiyel denklemini ¢dziiniiz.
Coziim: Karakteristik denklemden;

rl+1=0=>r=Fi veboylece
¥y, =c¢,cosx+c,sinx olur.
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(2.66) ile verilen sistemi elde etmek igin y, =cosx, y, =sinx oldugu diisiiniliirse;

u;(cos x )+ (sin x)= 0

u(=sin x)+u) (cos x)=tanx

olarak bulunur. #; ve u; bilinmeyenlerine gére bu 2 bilinmeyenli 2 denklem sistemin

¢Ozlimiinden;
u) =—sinxtanx = cosx —secx
u, = cosxtanx =sinx
bulunur. Buradan, u, ve u, degerlerini buimak igin integral alinarak;

u = I(cosx—secx)a’x = sin x — Injsec x + tan x|

Uy, = jsin xdx=—cosx

elde edilir. Boylece;

Y, =uy +wy, ise ¥, =(sinx—ldsecx+tanx{Xcosx)+(—cosx)(sinx)

y, ==cosx-Infsecx +tan x| olur.
Ornek 2.21: y +y —20y=6x"-7x+3 diferansiyel denklemini ¢6ziiniiz?

Coziim: Yy +y -20y=0 = rP+r-20=0
(r+5)(r-4)=0 ve r =4, r,=-5 bulunur. Bbylece, homojen kismn ¢oziimii;
y, =ce’ +c,e”  olur.Sag taraf ¢oziimil igin UC ailesi;
uc={x2,x,l} = yp:AxZ+Bx+C
= v, = 24x+ B
= V= 24 olur.

Bu degerler ilk denklemde y , y' . y" yerine yazilirsa;
2A+2Ax+ B ~204x" = 20Bx - 20C = 6x° = 7x+3
—204x" + (2A-20B).x+24A+ B-20C = 6x> —Tx+3

-204=6 = 4-_3 olur. 24-208=-7 = 2447,
10 20

22 b7 .
= ( 10)‘L -3 ve = g8 bulunur. A ve B degerleri ;
20 25

24+B-20C=3 denkleminde yerine yazilirsa;
2 (_i)+£_20C=3 = T60+32-300_ . = . _ _—24315 olur.

N0/ 25 2000
Béylece ;
=y, +y =ce'* +c e'i"—ixz+ix—4—1 olarak bulunur
ygenel Y yp | 2 10 25 250 N
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Ornek 2.22: y -2 y~ -8y =3e" +2cosx diferansiyel denklemini ¢6ziiniiz?

Coziim: y -2y -8y=0 = r-2r-8=0
(r-4)(r+2)=0 ise =4 , r,=—2 bulunur. Buna gbre, homojen kismin ¢dziimi;

X

4x -2
y,=ce +ce olur.
Simdi de sag taraf ¢6ziimi i¢in UC ailesini belirleyelim.

uc={e" ,C08 X,8in x} ise =y, =Ae* +Bcosx+Csinx
=  y,=Ae’-Bsinx+Ccosx
=  y,=Ae’-Bcosx-Csinx olur.

Bu degerler ilk denklemde y , y .y yerine yazilirsa;
Ae* = Bcosx —Csinx—2Ae" +2Bsinx ~2C cos x — 84e” —8Bcos x ~8Csinx = 3e” + 2cos x
-94e" —(-9B-2C)cos x + (2B-9C)sinx =3e” +2cos x

elde edilir. Buradan A,B ve C katsayilari;

1

-94=3 = A=-—?; ve 2/ -9B-2C=2
9/ 2B-9C=0
85c=4 = c=—2 = p=_18
85 85
bulunur. Bu degerler genel ¢dziimde yerine yazilarak;
_ — 4x -2x 1 x 4 .
ygm,—yh+yp—cle +cze —Ee —gcosx—.—a—s—smx

olarak bulunur.
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2.9 Elektrik-Elektronik Devre Uygulamalari

58

1) Asafida verilen ilk kosulsuz dinamik devrede anahtar uzun siire agik kalmis ve =0
aninda anahtar kapatitmistir.

a) Devreye iliskin diferansiyel denklemi bulunuz.

b) i(0*) ve i’'(0*) baslangig kosullarini bulunuz.

¢) () ye iligskin tam ¢6ziimil bul ve ¢iz.

d) Devrenin kararhhim inceleyiniz.

e) Oz ve zorlanmis ¢ozlimleri bulunuz.

f) Gegici ve siirekli hal ¢dztimlerini bulunuz.

g) Devrenin zaman sabiti (To) ve dmriinii bulunuz. (tsm=tg)

=0 O
| Li(0)
it) it In(t)
o]  Y(1FHD) =\ Y(O=Il
: Vi )=v=e* L —— C.) Viu(tzv=e®
£
RS R
P4

a) Diferansiyel denklemler t=0 an: igin yazilir.

VeysV, () + V() V(t)=L%+R-iR(t) i =i, =)

L-Z—i+R-i(t)=V(t)=V-U(t)

L-i(0)+R-i(t)y=V -U()
b) i(0") devreden yararlanilarak belirlenir.

i(0")=i(0")=0
2 4 V R- o/ V
i'(0* '(O==U@)-—i(t 0") =~
P(07)—i() 1 ® LI() i'( 7
¢) Homojenin Genel Coziimii: (= Ve (t))

As:sL+R L(s+§)=0 s=-% =1,

_.’El

ih)=Ke L

* Oz Coziim

(=4 i, (=0 LO+V-A=V = A=Y= i,()="%



* Genel Coziim: i(t) = K,e'%' +%

io)y=k +X=0=k, ==L
R R

* Tam Coziim: C i)
VIR

i) = (—%e'%' + %) U

4

d) R{s,}=T, = —% <0 asimptotik kararli.
e) i,, () =0 ilk kosul 0 oldugu icin.
iy(t)= %(1 - U()

f) Gegici hal ¢bziim: i, ()= % U@

ig"(t)=%'uo)

1 1 1 L
T = e— = —
O RET T R
L
L
tgn =t0m _57;) _SE

2) Asagida verilen devrede anahtar uzun stire “1” konumunda kalmig ve t=0 aninda “2”

konumuna getirilmigtir.

a) Devreye iligkin diferansiyel denklemi bulunuz.
b) i(0Y), i(0"), i’(0°) baslangig kosullarini bulunuz.
¢) i(t) akimina iligkin tam ¢bziimii bulunuz.

d) Devrenin kararhliini inceleyiniz.

€) ig=? iz(t)=?

f) ign=? iaw=?

g2) To=? (Devrenin zaman sabiti)
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| ’ @ i Lo
@j - b
': V' + .

O=v. " VO=Vi R

. ‘Ciiziim:
8) V,(0)+ V() =V, ()
L%[i,_(t)—iL(O')]+ R-ig0) =V,(0)=V,-U (1)

di (1)
dt

L

+R-i,()=V,-U(®)

A ARA

S
1(0 )— R
sy N
i07)=i0")=%
)= 10 = 0,0~ R-i0)]
109 =7 - R-i0H)= =2 - Ti0")
i'(O*)=-I—/2—i—V'—
¢) Homojen kismin Genel Céziimii
R
SL+R=O=>S=—§ i O=Ke't

Oz Coziim

=4  y.)=0  L-i,()+R-A=WV,UQ@)
R-A=V,= A=V,/R
i,()=V,/R
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Tam Coziim:
l(’) = ihg (t)+ ia(’) = Kle_z'l +%

. v, ¥ 1,
i(0 )=K,-1+7;-=E'=>K, =E(V' -¥,)

R
i) = [i;(V. -v,)et + %—] -U(t)

R
i) = Hi(o- ) —%je—L’ + %] U

L i(t)

ViR

d) R.{S,}<0 asimptotik kararh

R{S}=1, = -% <0 veya limfi, (9] =0

R
e) i,(r)i07): el .U () = Bagimsiz gerilim kaynaklan sifirlandi (V2=0)
e(t)=0 x(0)=0

Zorlanmg Coziim: e(t)=0 , i(0)=0

V. _R,
i()=-2|-e !t +1|U
i) R( e ] ®
2. YOL:

Oz Coziim:

( )k(ﬂ')’ﬂ

BTN

L

()=l
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Zorlanms Coziim:

P

@

2
-
'

AAAA
ysvy

i) =i, (O +i,(t)=Tam Coziim

R
Vl‘Vze'Z’
R

0 iy ()=

L
g) 1, =73-

3) Asagida verilen ilk kosulsuz devrede anahtar t=0 aninda kapatilmigtir.

a) i(t) ‘nin diferansiyel denklem formiiliinii bulunuz.
b) i(0"), i’ (0'), hesaplayiniz.

¢) Tam ¢dziimii bulunuz.

d) V)=V f(¢) ise ii(t) hesaplaymiz.

e) V()y=V-f() ise f(¢)’yi bulunuz.

f) Tiim fonksiyonlar: giziniz.

g) Devrenin zaman sabitini bulunuz. (z,)

' V=V CV.(D)=0
[ .

a) V() +V . ()=V -U(t)
. ¢ 3
1(t)-R+EJ:_ i(+V(0 )=V -U)

T V=VUQ) c ;
"- i "- R,-'(I)+Et(t) =V.f@t)

62



Esdeger Devre

b) i(07)=0 [A]

J:-—-)R(i(o*)—i(O'))+%-0= V.1

R.i(o*)=V=>i(o+)=-;—

R-i'(0* )+ (i(0*)Y=v-0
vV

100=-pc

2. Yol: i(0*) aninda egdeger devre:

i(0*)=—

¢) * Homojen kismtn genel ¢oziimii:
AS = Rs +% 5= ——

]
(=K e * [A]
* Ozel ¢ozim:
i,()=0 (=0

* Genel ¢dztim:
_
iH=Ke % ve i(07) =X, =%
Vo
i(t)y=—e * .U(t
i) R ®

Not:

1,
4 ¢ i.u(t)=i(t)=%~e CRI0)
Yo ()= y-U@®)—=y5(1) d)

Ys@) = y-U@) = y, () '(t)—— l.]=- e"”U(t)

v e "C U

i, (t)——5(t)—
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e) L
L0=[ i,@dr= _—E-e Ut dr

i,(=-VC( ™ -1 U()

0 | §-\V /4
A A A
 oeem— F
> > >
A A A
> > >
9 /-,

R, Lc'ic(o’) VY

Cs:v:v(o )

w(® Q T

1. Adim: Bagimsiz gerilim denklemleri yazilir.

n=n-n,+1=7-5+1=3
n. = eleman sayist
ng = diigiim sayisi

C, =V O+V,(0+V,(1)=0
V4V, +V;=0
=Vi+V,+V,=0
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2. Adim: Bagimsiz gerilim denklemleri eleman akimlar cinsinden yazihir.

Cl: -V, +Ry, +El-_|:_i3(1')dz+V3(0“)=O

3

c2: - -l—-j"i(r)dHV(o-) +L, d—+ j is(T)dt+Vs(07) | =
M C3 o' 3 d C5 5

1 , - i
¢3: —[C—Sjj_zsmdrw,(o )]+V6 + Ryiy =0

3. Adim: Eleman akimlari ¢evre akimlari cinsinden yazilir.

, 1 A -
(6} HEEE 4 +Rzz(.,+E:[fo_(z¢,—zcz}ir]+V3(O )=0

c2: -zf:[fo_(:c. iea b |-V, 0+ L %t—+cis[f.(icz—f<-s)df]+Vs<0')=°

C3: —-C-s-[j_(cz za)dr] Vy(07)+V, +Ryicy =0

4. Adim: Denklemlerde bilinenler esitligin sagina, bilinmeyenler soluna gekilerek 3. adimda
diizenlenir.

Cl: Ry + letm(t)d‘t -—jzm(r)dr Y, ~¥,(07)

1 di.
¢2: ——C:j :c,(‘t)d‘r+L¢ " +(

1.1
. +— C, ) I' fcy (f)dr———J" ies(T)dT

=V,(07)-¥,(07)
. 1 . 4 1. . -
C3: —C—sﬂ_tcz(‘t) r+C—J:_ iy (DT + Ryicy ==V +V,(07)
5
5. Adim: integro diferansiyel denklemlerin her iki yaninn tiirevleri aliir.

Cl:  Rjig'+ —i, =V,

1.
gl
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1 ” 1 1 1
C2:  ——ip*Ljipy | —t—|ioy =i =0
c, €17 a2 (C; CS)“ C, 3

1. 1. L7 !
C3: ——5—1(,2 + E—t(.3 +Rjicy, =-V,
5 s

6. Adim: Tiirev operatériinden yararlanilarak diferansiyel denklemler cebirsel denklemlere
dondstiiritliir ve bu denklem sisteminden bilinmeyen gevre akimlar: bulunur.

-
dt

. 1 1.
¢2 e +[Lcsz +-C—;+-é—5-]tcz e iy =0
1, 1
C3 —azﬂ+ R,s+z;s- iy = =5V
[RZHL) il 0
1C3 1C3 1 1 fo s
- L¢s2——+-—— - digy [=] O
G, ¢ G Cs ,
1 i - -5V,
0 —-— Rys+—
i C,s o]
R+ _1 0
sC, Cys i V.
1 11 1 “ ‘
- Lest—t—— ——— [}in =] O
Cys sC;  sC sC, .
o 1 1 | L] L=V
JOS— +_
| sC, ! sC; |
.., . d 2 d? n d’ .
7. Adim: gy icy,ics denklemlerinde S_)E’ s -—);t—z-, ..... , 8" —> - konarak herbir

bilinmeyen ¢evre akimina iligkin diferansiyel denklemier elde edilir ve bu diferansiyel
denklemler ¢oziiliir.
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4) Asagida verilen devrede anahtar uzun siire 1 konumunda kalmis, t=0 aninda 2 konumuna
getirilmigtir.

a) Devreden yararlanarak

i (07) =i (e0),ic(07) =i (c°)
Ve(07) =V ()

baslangi¢ kosullarini bulunuz.
b) Devreden yararlanarak bunlarin i(0%), i-(0%), ¥.(0*) bulunuz.
¢) i¢y ve i, akimlarina iliskin tam ¢bziimleri gevre akimlan yontemiyle bulunuz.

e) Gegici ve stirekli hal ¢oziimlerini bulunuz.
f) Devrenin zaman sabitini bulunuz.

L=1H

V. (=V.=2V

TV,(1)=V,=3V @

Caoziim: a) Siirekli halde, DC sartlarda devrenin egdegeri “1” konumunda:

' : ¢ ° Not: DC sartlarda kondansatr agik devre, endiiktans
kisa devre olur.
2 > V 2
2z VY=ol =2 —44=] (oo
TV R. Ra,i: i (0 )_RI—O,S 44 =1i (o)
i(07)=ic(e0) =0

Vo(07)=Vo(eo) =2V

b)
Ve@)=2v

i,(0°)=i,(07)=44
Vo (0Y)=V.(07)=2V

YWy
D
5
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Not: @ t=0" aninda endiiktansin egdegeri:
i(0)
+ - i,(0%)=i(07)
i(0") i,(0")=0
Bir devrede degisimi impuls ve/veya tiirevleri bigiminde kaynaklar olmamasi

kosuluylé endiiktans igcinden ge¢en akim ani olarak deismez veya ani degismelere
karsi endiiktans agik devredir.

-@ t=0" aninda kapasitenin egdegeri:

i(07) '
- V.(0)

Bir devrede degisimi impuls ve/veya tiirevleri bigiminde kaynaklar olmamasi
kosuluyla kapasite uglarindaki gerilim ani olarak degismez veya ani degisimlere gore
kapasite kisa devredir.

c)

C V(0)=2v

R,=2Q

t=0 aninda devre

1. Adim: Bagimsiz gerilim denklemleri yazilir.
n=n-n,+1=5-4+1=2

Cl: =Vo+V, +V, =0
C2: —Vy+Ve+V,, =0

" 2. Adim: Bagimsiz gerilim denklemleri akimlar cinsinden yazilir.

di )
?]: -V2+L—d7"'+R1’m=0
C2:  -Rji, +%J: i (D)t +V(07)+ Ryi, =0
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3. Adim: Eleman akimlari ¢evre akimlar: cinsinden yazilir.

i, .
Cl: —V2+L7+R|(I(‘|’-I(-z)=0
S 1o - .
¢z =Rl —z¢2)+5f0_ s (T)AT+V(07) + Ryicy =0
4. Adim:

di : )
L—‘—ft"—+ R (’cn —1¢2)= v,

. o1 _
= Riicy + (R, + R, iy +-5f0_ i (T)dr =V, (07)
5. Adim:

’

Cl:  Li +Rjig, —Rjic, =V,

. Ry
G2 ~Rig +(R +R,)c, + e =0

6. Adim:
(Lis+ Ry —Ricy =V,

- R +sig, +[(R, +R, )s+—é~] iy =0

Ls+R, & ] [
~Rs (R,+Rz)s+E iy "[0]

A
i =%=> As=(sL+R,)[(R, +R,)s+%]-k,’s

As =255 +45+15=25(s+0,6Xs+1) bulunur.

A v, -R, 1
‘a0 (R1+R2)S+% 2[(R'+R’)C+E]Vz
. sL+R, V,

O AL

Ch: L(R +R,)s’ +(‘é’+Rle )s"'_lél—] icy =(R +R,)sV, +E]:"V2

C2: R/ sV,
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7.Adim:

Cl:

C2:

8.Adim:

Cl:
C2:

R ” L X ’ R R ’ V
[L(R, +Ry )iy +(E+R,Rz }(., +—E'1(.l]=(Rl+RZ)V2 »fz2

X ” L . ’ R .
[L(R, + Ry )i, +(E+R,R2 ):(_., +E'z(.,]=1z,1/2

2500, +4icy +15ic, =7,58(1)+9U (1)
25ic, +4ic, +15ic, =1,58()

* Homojenin Genel Coziimii

e (0= (K™% + K™ U(0)
i (0= (K;e™® + Ko™ JU@)

* Ozel Coziim

tewo =l oo

’ ”

i = 0 gy = 4 gy = 0 gy = 0 A4=0

L10=0+0=0 ieyg =0

* Genel Cozilm

Cl:

* Tam Coziim

ia(0) = (Kne'o’é' +Ke + 6)U(t)
iy (1) = (K3e_°’6’ +Ke™ )U(l)

i (0")=1i,(0%) =44
i (0*)=i-(0")=04

5. Adimda yerine konursa (t=0")

Cl:

C2:
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N 1,
iey (D + S ® ~5le2 (H=3U@)
i (04316, 0")~1c2(0%) =300

i (0*):3—%-4:1 Als

1, 5. ,
—-Z-IC, (1)"’5’(: (O +3i,()



d)

t=0" igin => i, (0")=0,2 A/s
*iC|(0‘)=Kl+K2+6=iL(O+)=4 K,+K,=-2

i (0= (0.6K,e — Ko™ () +[K e + K e +6]8(r)

i (N=-0,6K,-K,+0=1 ~06K, - K, =1
5 1
K=y &7y
; 5 -ve 1 o
i () = -3¢ +oe +6 U@ [A]

G2 iy(0)=K,+K, =i(0")=0= K, +K, =0
iy )= [06K,e% + Ko JU@) + (K6 - K e )6(0)

iy (0%)=—0,6K, ~K, =0,2

-0,6K,-K,=0,2

1 1
K; =—2- K4 = —'2-

i ()= 1e"'=“'—1e" U(r) [A]

2 2 2

t
Cl:  i.,O)= —§-e'°'°'+le" U@ [A]
L W 2
i) =6U() [A]
. 1 o 1
C2: z(.zg,,(t)=[-2—e ' —-2-e ]U(t) [A]
P (=0
1 5
To-m—g s
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2.10 Béliim Sonu Aligtirmalar:

A) Asagidaki denklemlerin genel ¢éziimiinii bulunuz:

1
2
3
4.
5.
6
7
8
9

10.
11.
12.
13.
YWy -ay=0

. yW -8y "6y =0

. YW 418y +81y=0

.6y 11y +4y =0

. yW =16y
Y4y -y -y=0

YW 2y 43y" 42y +y=0

21
22,
23.
24.
25.
26.

Yy —4y=0
2y"=3y"=0
¥3y ' ~10y=0
2y"-7y +3y=0

Yy +6y +9y=0
y'+5y'+5y=0
4y"-12y"+9y=0
y' -6y +13y=0

Yy +8y’ +25y=0
5pW+3y® =0

yW -8y +16y" =0,
Y =3yP 43y y'=0
9y® +12y"+4y'=0

Asagida verilen baglangi¢ deger problemlerini ¢bziiniiz.

Y -4y +3y=0;3(0)=7,y(0)=11
9y"+6y"+4y =0;y(0)=3,y"(0) = 4
2y(3) _3y'_ 2y' = 0;y(0)= l,y'(0)= —1,)"(0)= 3
3y(3) + 2y’ = O,y(o)—_- —1,y’(0)= an’(0)=]

®) " ~25y"=0;(0)=3,y(0)=4,y"(0)=
¥ +10y"-25y"= 0, 5(0)=3,5'(0)= 4,5"(0)=5

C) Asafinida Srneklerde denklemi ve bir ¢bziimii verilen diferansiyel denklemlerin ikinci lineer bagimsiz
¢dziimlerini bulunuz.

27.
28.
29.
30.
3L
32.
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X2y +3x0 +y=0,y, =1/x
4x%y"+y=0,y, =Jx

) +(x=1)y'~y=0,y, =¢~

xy’ =2(x+1)y’+4y=0,y, =e*

(P +0)y -2x) +2y=0,y, =x
xy"=2xy’ +(x? +2)y =0, = xcosx



D)
ya

36.
37.
38.
39.
40.
41.
42.

E)

43.
44.
45.
46.
47.
48.
49.
50.
51.

F)

52.
53.
54.
55.
56.

57
58.
59.
60.
61.

Cxy -y +4x’y=0,y, =cosx’
x4 xD)y = Qx+1)y +2y=0,y, =x’
x* —xzy'—(3x3 —x)y'+8y=0,y, =x*

Asagidaki 6rneklerde bir denklemi ve bir ¢bzilmii verilen denklemlerin y, ¢dziimiindl y,=vy, doniistiimil
rdimiyla bulunuz.

4y" -4y +y=0,y, ="

xy =3y'=0,y, =1

x*y +xy’-9y=0,y, =x

x+)y =(x+2)y +y=0y, =¢"
¥y =x(x+2)y' +(x+2)y=0;y, =x
(+x° ) —3xy +3xy =0y, = x
xzy"—4xy'+(x2 +6)y=0;yI =x'sinx

Asagidaki esitliklerin Euler~Caushy denklemlerinin genel ¢oziimiinil bulunuz.

Xy +xy =0

2y +x -y=0
xy"+2x) -12y =0
X2y -3 +4y =0
4x’y"+8xy -3y =0
9x%y"+3xy' -8y =0
X2y -x +2y=0
X2y +7xy +25y =0
2x?y"+5y =0

Asagidaki problemlerde ikinci mertebe indirgenebilir denklemlerin genel ¢éziimiinii bulunuz

xy" =y

w () =0
2x*y"+5y =0
Yy +4y=0
xy +y =4x
=07

X2y +3x =2
w+0Y =
Y =(x+y)
y =250

. y3y'=1
CyT=2y

) yyp — 3(yl)2
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G)

65.

66.

67.
68.
69.

70.
71.

72.

73.
74.

75.
76.
7.
78.
79.
80.
81.
82.

H)

83.

84.

8s.
86.

87.

88.
89.

90.
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Parametrelerin degisimi metodunu kullanarak verilen diferansiyel denklemlerin parcasal ¢ozitmiinii

bulunuz.

Y +3y +2y=4e"
y' =2y’ -8y =3e"

y -4y +4y =2e*
y"—4y =sinh2x

y +4y=cos3x
y'+9y =sin3x

Y +9y=2sec3x
y'+y=cosec’x
y'+4y=sin’x

Yy -4y =xe*

Y =2y +y=x7e*
x*y"—4xy' +6y=x
xty"=3xy'+4y =x*
4x’y" —4dxy +3y =8x*"
2y +xy+y=Inx

y(3)
¥ +3y" 43y +y=e*
y® +4y’ =cot2x

-y -2y =xt

Asagidaki denklemlerin kismi ¢dziimlerini bulunuz.

Y -y=x7e

y'+y = xl/Z

¥ +4y=expl-x?)
YO 4y ey +y=t/x
y® -y =Inx

y“ -y =tanhx

Tam ¢dzimu Y, =, X + r,'zx'I + c3x'2 seklinde verilen asagidaki denklemin pargasal ¢ozamani

bulunuz. x®y®) + 5x2y" + 2y’ ~ 2y = x*
Tam ¢ozamo Yy, = C,x”2

bulunuz. 24x°y® + 46x2y" + 7xy’ - y = 24x°

+ c,x"’ + c,xm seklinde verilen asagidaki denklemin pargasal ¢bziiminii



BOLUM 3
LAPLACE DONUSUMLERI

3.1 Laplace Déniigiimii: Laplace doniigiimii, integral alma islemine dayanan bir yontemdir.
Bu déniisiimler kullanilarak bir diferansiyel denklem bir cebirsel denkleme donistiiriiliir ve
elde edilen problem integral teknikleriyle 6nceki halinden gok daha kolay ¢oziilebilir. Laplace
doniisiimlerinin en yaygin kullanildig: alaniar;

o Elektrik-elektronik devre uygulamalan
o Fiziksel sistemlerin ¢6ziimii

olarak agiklanabilir.
Tamm 3.1: 7 20 igin tanimli bir f{t) fonksiyonunu ele alalm. f *nin Laplace doniisiimii:

{fO}=F)=[ e f@)dt ... : @1

seklinde tamimlanir. Bu Laplace donilgiimii has olmayan integralin yakinsak oldugu biitiin s
degerleri igin tanimhdr.

(3.1) deki has olmayan integral t integral degiskenine ilaveten s parametresine
baglidir. Bundan dolayr (3.1)’deki integralin yakinsak olmasi, s’ye bagh F(s) fonksiyonuna
yakinsamasi anlamindadir.

$imdi, belli bash f{(t) fonksiyonlart igin ¢{f(#)} dbniglimiinii s’nin degerlerine baglh
olarak hesaplayalim.

Ornek 3.1: f(r)=1 ise ¢{f()}="7 (t=0)
o . —- —Si - 1 ~Si ”__ . 1 —bs 1
Coziim : ¢{1} —j:e 'dt—[—-s-e ! (|) —zl_m(—ge +-s—]
{1} = ?:- (s>0)....... 3.2)

Ornek 3.2: f(r)=e”, £20igin  £{f(1)}=?

=(s=a)t o

o aty _ =S al gy =) gy — |
Coziim : ({e”} J:e e”dt J:e dt ( s—a |

~(s~a)t b
=,I'im[— | Burada, s-a>0 igin ¢ — oo iken e — 0 olur. Bdylece,
—)oal s —-— a 0

1
s —

ey = p (s>a) ‘ 3.3)

bulunur. s < a i¢in yukaridaki has olmayan integral yakinsak olur.
Ornek 3.3: Varsayalm ki f(f)=¢", t20 ve ne 0" olsun. Buna gére,
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®f@0}=tt")=?
Coziim : ¢(e"} = [7e™ -1"d = Jim [pe™1mdr

kismi integral yardimiyla;

t"=u=nt"" =dt=du -
1 =lim| ——t"e”™" |+—lim et dt
edt=dv=>—-—e™ =v b= o Sbo=
’ LW—j Lﬂ'—j
Z{tn—l}

. b g - - e .
bhm e~ 1" Vdr = "y elde edilir. Buna gbre;
e aad

gey=L0my |, s>0
s
elde edilir. Bu egitlikten, n>1 igin;
"y = n-1 "2y

bulunur. £{"1} degeri ¢{t"} ‘de yerine yazilirsa;

Z{tn} = n(zz_ 1). e{tn—Z}

olur. Bu sekilde devam edilirse;

ve

ey =e{1} = -1- degeri son egitlikte yerine yaziiirsa;

ey = 5>0 (3.4)

n+l ’

olarak elde edilir.Buna gore;

1
U = —
{1} =

2
¢ =
=3

ot }_—6-

oldugu goriiliir. Laplace dénusumd bir lineer doniislimdiir. Asagidaki teorem Laplace
doniistimiiniin lineerligi ile ilgilidir.
Teorem 3.1: a ve b sabit sayilar olmak iizere;
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ta- f()+b-gO)} =a-L{f(N}+b-t{gt)} @3-5)

6zelligi her s igin gegerlidir.

ispat: Laplace doniisiimiiniin tanimindan;

ta-f)+b-g)} = e la- fO)+b-g)]ar
=lim ["e™-[a- f(O)+b- g(0)]at
= a( lim [*e™" . /(@) )+ b( tim [~ g(i)dt)
=a-t{f()}+b- g}

olarak bulunur.

3.2. Gamma Fonksiyonu

T(x) = J: e”rdt (x>0) (3.6)

fonksiyonuna gamma fonksiyonu denir. Burada, has olmayan integral x>0 igin yakinsaktr.

X’ in baz1 degerleri igin T'(x) fonksiyonunun degerlerini bulalim.
b
= “dt=1i dt =lim| ~e” | =
Tm=[e" ar mj':g dt 11,1_52( e l 1 X))
simdi de;
Ix+)= ll’im J: e”'t*dr degerini bulalim.Kismi integral yardimiyla;

X L px-l =
O =u=x-di=du Tx+1)= lim[— e’ + xre" -t""dtil
e'dt=dv=—-e"=v e 0

= tim{-e™s* J4 x-lim [ ™1l
hepeo oo JO

\_W_'J
0 r(x)

Tx+1)=x-TI'(x) 3.8)

bulunur. (3.8) esitliinden:

r2)=1-Tr1)=1

I'3)=2-T(2)=2-1=2!

Ir4)=3-T(})=3.21=3
ve bu gekilde devam edilerek;

T'n+H=n .n20 olur. 3.9)
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I'(x) fonksiyonunun 6nemli bir 6zelligi x =% degeri icin ortaya gikar. Buna gore,

u’ =t doniiglimii yapihirsa;

r( ) fret rdr=2. e = C (3.10)

ve buradan;
e du= iz’?— G.11)

bulunur.Gamma fonksiyonun diger ozelliklerine _burada deginilmeyecektir. Sadece, bu
anlatilan bilgiler bizim igin yeterli olacaktir.§imdi, Ornek 3.3’deki t" fonksiyonunun Laplace
déniistimiinii T(x) fonksiyonu kullanarak bulalim.

(") = j;’" et dy

oldugunu biliyoruz. Eger, u = st donligtimii yapihrsa, 1=2 ve dt=ﬂ olur. Bu degerler,
s s
¢{t"} esitliginde yerine yazilirsa;
n 1 -u_.n F(n + 1)
i’{l = n+1.J.(;°e u'dy = n+l
s s

olarak bulunur. s>0 i¢in # =s-7> 0 oldugundan ve I'(n+1) = n! oldugundan;

" }-—

n+l ?

3.12)

>0 (3.13)

olarak bulunur.

Simdi hem Teorem-1; hem de T'(x) fonksiyonunun 6zelligini kullanacagimiz basit bir

Ornek yapalim.
3

Ornek 3.4: ¢{512 +2:2)=2

Ciziim : Teorem 3.1°den;
3 3
o5t2 +2023=5-¢{e2}+2- ¢t 2} yazariz ve (3.12) ile (3.13) nolu denklemlerden
5
I —

3

= 2 2
{56 +2t2)=5"+2
s? A

elde edilir. T'(x) fonksiyonunun &zelliklerinden;

e

olduguna gire;
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e(52 + 2,%} 103 = bulunur.
22V
Ornek 3.5: ¢{sinhar} =2
at —at

Coziim : sinhat = e——if——— (a>0) olduguna gore;

o —

-t
#{sinhat} = l{————zi——-} yazilir ve Teorem-1’den;

1 1 -
=_.( at _‘__.e at
5 te™} 5 e}
bulunur. Ornek3.2’den Z{e"'}=—1— ve t’{e"”}=-—l— degerleri yerine yazilirsa;
s—~a s+a
¢{sinh at} = I—(——'—-—- ! )
2i{8-a s+a
fsichat=—"— , >0 | (3.14)
s’ —a

olarak bulunur. Benzer gekilde,

at -at

e’ +e .
coshat = ——2-—- ifadesinden;

S
N (3.15)
Sz —a2

#coshat} =

oldugu agiktir.
Ornek 3.6: ¢{cosat}=?  {{sinat}=2?

Coziim : Bu degerlerden sinar fonksiyonunun Laplace donliglimiinii hem Teorem-1’i
kullanarak, hem de #{f(¢)} tanimindan bulahm.

iat ~iat

Lyol: sinat = e_-;_g___ olduguna gbre;

iat _ —iat
¢sinar} = e{e——ze—}

yazilir ve Teorem-1 uygulanirsa;

¢{sinat) = % tfe™) —%Z{e"‘”}

— ve ffe”"}= degerleri son esitlikte yerine

s—ia s+ia

olur. Ornek-2 uygulanarak £{e™}=

yazilirsa;
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sinat} = s>Re(ia)=0 (3.16)

’
52 +02

olarak bulunur.

2.yol: ¢{sinar}= jo“e""' sinat - dt (t>0)

= limjre"" sinat-dt yazilir ve kismi integral uygularsak;
—)o0

- b

. e™ .
=Inm[ -(s-smat+a-cosatl
0

bl 5% + @
| e e .

=lim| —— -——(s-sinab+a-cosab)
bl s°+a” s +a

{sinat} =—5— s>0
s‘+a
olarak bulunur. Benzer sekilde;
#cosat} = 75 s>0 3.17)
s +a

olarak bulunur.
Ornek 3.7: £t +3sin?1-5cos? 1+ }=2
Coziim : Teorem-3.1°den;

the ¥ +3sin?r—5cos? 1+ J= atge™) +§e{1} —%l’{cos4t} —%é’{l} —-—;—é’{cos 23+ 64

sin?r = _;_ (] — cos2t ) olur ve yandaki 6zdeslikler ve (3.17)’den;

g -4 31 3 _ s 51 515 s 6
sin 2’=E(1"COS4I) s+2 25 4 5+16 25 23 2 s'+4 s°
coszt=l(l+c052t) 4 1 3 s 5 s 6

2 _— =

s+2 5 4 s*+16 2 s*+4 5
olarak bulunur.
3.3Ters Laplace Diniisiimleri
Eger F(s), f{t) stirekli fonksiyonunun doniigiimii olarak yazilabiliyorsa; f(t) tek tiirlti

belirlidir. Bunu varlik ve teklik teoreminde ele alacagiz. Bu agiklamadan sonra;Ters Laplace
dontisiimii agagidaki gibi tanimlanir.
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Tamm 3.2: Eger F(s)=¢{f (1)} ise f(t) fonksiyonuna F(s)’ninTers Laplace dontisiimii denir
ve;

fy=C{F()} (3.18)
seklinde gosterilir.

Simdiye kadar verdigimiz Orneklerde, belli bashi fonksiyonlarin Laplace
dontistimlerini vermistik. Simdi de birkag drnekteTers Laplace doniistimiinG inceleyip, bunlari
bir tablo halinde sunalim.

Ornekler:

1 em:-l-:w“{%}::

] 1
9) ete¥ 1= ! _ 3
) B == T

3) efsin2ry =—> =>r‘{ 2 }:sinZt
s°+4 s2+4

4) tfcos3ry=— =>e"{ s
s°+9 s

Tablo 3.1: Laplace Doniigim Tablosu

No | r(n)=¢7"(F(s)) F(s)=0(f (1)
1 1
—]-, s>0
s
2 ar
€ ! , §>a
s—-a
3 -
sin(at) 2a - $>0
s*+a
4 s 0
cos(at) st+at’ 5>
5 a
—_— 5>
e™ -sin(at) (s-a) +a’ o
6 s—0o
e™ - cos(at) (s-af +a*’ +>e
7 nl
t". n20 _S"T’ $>0
8 T(p+1)
0, p>1 _—_s"“ , §>0
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9 )
cosh(ar) JSRpeE s>d
10 a >|
sinh(ar) g ° a
11 ' e
u(t-a) » >0
12 nl R
t"e” (s—ay*’ 5o
13 K}
flen d (;]
14 1 " £(n) F(s-b)
15 2as
tsin(ar) (sz +a2)z
16 si_q?
tcos(at) (s2 N az)z
17
£ S"F($)=8"" £(0) = ....o— £ (0)

Tamm 3.3: f(1) fonksiyonunu ele alalim ve sonlu bir a<7<¥ araliginda sonlu sayida alt
arali3a bolelim. Bu sonlu araliklarin her birinde;

a) ffonksiyonu bu alt arahiklarin i¢ bdlgelerinde siirekli ise
b) t, bu araliklarin ug noktalarindan her birine yaklagirken f(t) limiti sonlu

ozelliklerine sahip ise f fonksiyonu ast<b araliginda pargah siireklidir denir.

Tanm 3.4: a<r<b arah@inda tamimh bir f(¢) fonksiyonunu ele alahm. a <¢, <& sartina
uyan bir ty noktast igin;

lim f(#) = lim S, +¢) (3.19)
lim f(r) = lim £ (t, ~£) (3:20)

limitlerine sirasiyla f(t) fonksiyonunun to noktasindaki sagdan ve soldan limiti denir ve
bazen f(t, +), f (¢, —) olarak da gdsterilir.

Tamm 3.5: f:ACR—> R Vte A, t#1,,t,€ A olmak iizere; Ve >0 igin 35 >0 sayisi
bulunabiliyorsa, €, It —t0| <6 iken | HOEFI(A )| < ¢ kalyorsa f fonksiyonu t=t, noktasinda,
noktasal siireklidir denir ve;

lim f(£) = £(¢,) olarak gosterilir.
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Not: Bu tammdan da anlagilacag gibi, bir f(t) fonksiyonu t = to noktasinda asagidaki
. durumlarda siireksiz olur ve bu siireksizlife sigrama (atlama) siireksizligi denir. Bu
durumlar;

i) lim f(¢) yoksa [ (3.19) ve (3.20) birbirine esit degilse ]

i) f(t,) yoksa ( f(t) fonksiyonu to noktasinda tanimsizsa )
iii) (i) ve (ii) mevcut, fakat birbirine esit degilse

seklinde 6zetlenir.Bunlara ilaveten, f(t) fonksiyonunun to noktasindaki sigramasi;

F@H -1 (3.21)

olarak tamimlanir. Asagidaki sekilde pargali siirekli bir fonksiyonun grafigi verilmis ve
belirtilen noktalarda sigrama degerleri verilmistir. (Sekil.3.1).

yﬂ

fit)
ftt)

fit)

X
Sekil 3.1: Pargali sﬁquli bir fonksiyonda sigrama degerleri
Buna gére,
to noktasindaki sigrama;  f(2,")— f(t,")
t; noktasindaki sigrama;  f(#,")—- f(1,")
t, noktasindaki sigrama;  f(2,7)— (")
olarak tanimlanir.
Tanim 3.6: Parcal siirekli fonksiyonlarin en bilinen 6rnegi;
0, <0
)= 3.22
u(t) {1, 120 ©:22)
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olarak tammlanan birim basamak fonksiyonudur. Bu fonksiyonun grafigi;

u(t)

Tt

of
Sekil 3.2 . Birim basamak fonksiyonu [ u(t) ]

seklindedir. u(t) fonksiyonunun Laplace déniisiimii;

Hu(®)} = {1} = %, s>0 3.23)

sadece u(f) =1 (r = 0) igin tammhdir.Genellestirecek olursak;

0, 1<,
1, r2¢,

birim basamak fonksiyonu t=t; noktasinda sigrama degerine sahiptir ve grafigi agagidaki-
gibidir.(Sekil.3.3)

u(t) =u(t-1,) = { (3.29)

u(t)=uitt;)

(fm1).

Fan Y >
< “t
t=t,

Sekil 3.3: t=t, noktastnda u(t) birim basamak fonksiyonunun sigramast

Ornek 3.8: tu(r—15)}=? (t>1p)

Coziim : t>t; igin u(t-to)=1 oldugundan;

e{u(z—to)}=j:e‘-“' ult=to)dr = [Te™ -1-dt

b=

e-.\'l b e loy
= lim[-—— I == (s>0, t>0) olarak bulunur.
L
Tamm 3.7: t>ty i¢in tanimh f(t) fonksiyonunu ele alalim. o sabit sayisi ve to, M pozitif
sabitleri i¢in;
|[f|s Me® | 121, 3.24)
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oluyorsa f fonksiyonuna iistel mertebeli fonksiyon denir. Burada, 1 — oo igin f(f) - o
oldugu agikardtr.

Teorem 3.2: Laplace Déniisiimiiniin Varhgs:

f(t) fonksiyonu ¢ — e igin iiste]l mertebeli bir fonksiyon ve t>0 igin pargali siirekli
olsun. Bu durumda, f(t)* nin Laplace doniisiimii:

(S0} = F(s)

mevcuttur. Yani, bu f(t) pargal siirekli fonksiyonu (3.24) sartin1 saglanirsa, F(s), biitiin s>o
icin mevcuttur.

ispat : ilk olarak (3.24) formiilinde t=0 alalim. Bu durumda, | f(t)| pargal1 siirekli
fonksiyonu [0,to] arahiginda simrhidir. |f()|< M olacak sekilde 0<r<t, igin f(t) Ustten

siirlidir. £20 igin e* 21 oldugundan |f(f)|< M -e* her t20 igin dogrudur. Mutlak
yakinsak bir integral yakinsak oldugundan;

ﬂe""’ : f(t)| a

integralinin s>ot igin mevcut oldugunu gistermemiz ispat igin yeterli olacaktir.
Buna gore;
=3t . -t
[l safdi=lim e -sfa
oldugundan f(t) degeri yerine (3.24) deki esitsizlikten;
- -st gppor] o _ ~(s-oy ak g o M
jo"|e G dtSJ:Ie Me |dz_Mj:e de<M[ etV = T (s>0)

yazilirsa, teorem ispatlanmig olur. Bununla birlikte, s > o igin;

[Fes) < [Tl - 7o) dtss—AjE (3.25)

oldugu goriiliir. s — e igin (3.25) esitsizliginin limiti alinirsa; asagidaki sonug ortaya gikar.

Sonug : Varsayalim ki, f(t) fonksiyonu pargal: stirekli ve iistel mertebeli bir fonksiyon olsun.
Bu durumda;

51_{2 F(s)=0 olur. (3.26)
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Teorem 3.3:Ters Laplace Doniisiimiiniin Tekligi

f(t) ve g(t) fonksiyonlar1 Teorem-2 ile verilen siirekli ve iistel mertebeli iki fonksiyon
olsunlar. Ayrica, f(t) ve g(t)’ nin Laplace doniigiimleri mevcut ve sirastyla F(s), G(s) olsun.
Eger, biitiin s>o degerleri igin F(s)=G(s) ise f(t)=g(t) olup f ve g her ikisi de siireklidir.

3.4 Baslangi¢ Deger Problemlerinin Déniisiimii

Sabit katsayih lineer diferansiyel denklemlerin ¢oziimiinde Laplace doniistimiiniin
nasil olacagi ve bu tiirevlerin, integrallerin doniigtimiiniin nasil yapilacag! bu bolimde ele
alinacaktir. Oncelikle,

a-y'O+b-yO+c )W) = f(t), W0 =y,, ¥y (0) =y, 327
sabit katsayili lineer diferansiyel denklemini gbz oniine alalm. Laplace doniisiimiiniin
lineerliginden (3.27)’deki denklemi;

a- 4y (O} +b- Ly’ O+ t{yO} =/} (3.28)
denklemine doniistiiriiliir. Burada, £{y"(2)} ve ¢{3’(t)} tiirevleri bilinmediginden bunlarin
nasil bulunacag asagidaki teorem ile verilmigtir.

Tamum 3.8 : f(t) fonksiyonu bir [a,b] aralifinda pargal siirekli ve bu araligin bazi noktalan
diginda bu aralikta diferansiyellenebilir ise f(r) fonksiyonu [a,b] araliginda pargal siirekli
olur. Bu durumdaki f{t) fonksiyonuna parcali diizgiin (piiriizsiiz = smooth) denir. Asagidaki
grafikte f fonksiyonunun grafigi tizerindeki bazi kose noktalarinda

f tiirev fonksiyonunun siireksizligi gosterilmigtir. (Sekil.3.4).

y 4 .
Strekli
fonksiyon
¢

Yy »
Pargal
Surekli
Tarev

a b X

Sekil 3.4. f” *nin £ in grafigine gore streksizlik grafigi
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Teorem 3.4: Tiirevlerin Doniisiimii

Varsayalim ki, =0 igin f(f) fonksiyonu siirekli ve pargali diizgiin (piiriizsiiz) ve
tistel mertebeli bir fonksiyon olsun. Yani, M, o, to pozitif saytlari igin; '

lF@)|<M-e™ (¢=1,) olsun. O halde;

Q' OYy=s-LLf (O}~ f(0)=5-F(5)~ £(0) (3:29)

olarak bulunur.Bu teoremin ispati i¢in tanimda;

“roy= J: e™ . f'(t)ydt  yaziir ve kismi integral yardimiyla;

u=e™

=le™ - fW)|+s-] e f(N)at

b= sl [e SO +s[e 0

dv=f (Nt olarak bulunur. Burada, t > igin e™ . f(f) degeri (s>a) iken 0’a
= f(t

v=/0 yaklagirken t=0 i¢in f(0) olur. J:e"" JS(@dr degeri F(s) olduguna gore;

KO} ==f(0)+s-F(s)
veya

U O)=s F(s)- f(0)

bulunur. (3.28) nolu denklemde L{y"(r)} ile ifade edilen 2. mertebeden tiirevin Laplace
doniigiim degerini yine yukaridaki mantiga benzer olarak asagidaki gibi elde edebiliriz.

Varsayalim ki, g(f) = f'(f) Teorem 3.4’deki hipotezleri saglasin. Buna gore;
LSO} = g (1)} =5 t{g (1)} - g(0)
. yazilir ve e{g(})} yerine £{f’(¢)} degeri yazilirsa;
=s-4{f' O}~ 0
=s:[s-6{f @3- FO]- 0
=5 - UL}~ 5f (0)- £7(0)
bulunur. ¢{f(1)} = F(s) degeri yerine yazilarak;

87



Hf 0} =5 F(s)-s- £(0)- f'(0) 3.30)
olarak elde edilir.Eger bu sekilde devam edilirse agagidaki sonuca ulasirz.

Sonug : Varsayalm ki, f, ", f”, .coene , /" tiirev fonksiyonlar ¢ >0 igin siirekli ve pargali
diizgiin olsun. Ayrica, bu fonksiyonlarin herbiri iistel mertebeden olsunlar. Buna gbre;

U =" H =" SO =" SO = fO)

= 5" F($)= 5" f(0) = oo =5+ FD(0) - £V(0) (3.31)
sonucu elde edilir. '

Ornek 3.9: y"~y'—12y =0, y(0)=1, y'(0) =-2 baslangi¢ deger problemini ¢dziiniiz.
Céziim : Laplace doniigiimiiniin lineerligi kullanilirsa;
€y (0} -4y (0} -12- L{y(1)} = £{0} ™)

yazilir ve tiirev degerleri yerine yazilirsa;

#6y" (1) =2 t{y(1)}—s- y(0) - ¥'(0)
6y (1)} =2 - y(s)—s5- Y(0) - ¥'(0)
6§y (0)) =5 - y(s)~s5+2
#®y' ()} =s- t{y(0)} - ¥(0)
=s5-y(s)-1
bulunur. Bu degerler, (*) ifadesinde yazilirsa;

sTop(s)—s+2-5-y(s)+1-12-y(5)=0
ws)-fst -s-12]=5-3

() = s-3 s-3
Y s2—5—-12 (s—4Xs-3)

olur. Kismi kesirler yonteminden;

s-3 A4 B
2 = +
st—s-12 s-4 s+3

s=3=A(s+3)+B(s—4)= A=%, B=-§— bulunur. .
Boylece;
1 6 1
y)=———+—-

RPN B G I DY IR I
¢ {y(s)}—7 ¢ {s—4}+7 ¢ {s+3}
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et +

Sl

1
J"(t)-7'

Ornek 3.10:
¢Oziiniiz.

Yy +4y +13y =sin2t, y(0)=2, y'(0)=1

Ciziim : i1k olarak, Laplace doniisiimil uygulanirsa;

HY (O} + 48y (0} +138(1)} = ¢{sin 21}

ve tiirev doniisiimleri;

(1)) =52 - 630} -5 Y(0) - Y (O))
=5 y(s)-25-1

€Y 0} = 5 6(D)} - W0)
=5-y(s5)-2

bulunur. Bu degerler, Laplace dtniigiimiinde yazilirsa;

s’ y(s)

—2s=1+4s-y(s)~8+13- y(s) =

2
st +4

ve y(s) yalmz birakilirsa;

25+9+ 22
s+4

ys) = st+4s5+13

gerekli diizenlemeler yapilirsa;

(s+2P+9
> 3.3 U3
s +4s+13 3 (s+2P+9 3
bulunur. Ayrica,
2 _As+B Bs+D

(s) = 2s+9 2
P T as+13 (2 +4)s +4s+13)

(s+2) 3

e olarak bulunur.

baglangig deger problemini

s)=2- +
Ys) s +4s+13 s +4s+13 (7 +4)s® +4s+13)

s+2 (e cos3r) olur. Diger yandan;

(2+a)s?+45+13) s°+4 S +ds+13

esitliginden;

48 p 18 L 8 14
145 145 145 145

bulunur. Bu degerler yerine yazilirsa;

t{e™ sin 31}
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-2t =2t

sin 37}

2 8 9 8 2
- 23+ —{sin 21} + —¢ 0s3t}———/
{cos 2t} 1 {sin 21} 125 {e”" cos3t} 35 {e

(s2 +4)s? +4s+13)= 145

145" 145) 8  (s+2) 2 3

s?+4s5+13 145 (s+2)+9 145 (s+2) +9

2 2
=—— i1 ~cos3t}—— ¢ -sin 3¢
s e eos3 - s e g

elde edilir. Sonug olarak;
5, - 8 9
=20{e™ cos3r}+ = {e™% sin 3t} — — £{cos 2t} + — {sin 2t
y(s) {e™ cos3t} 3 {e™ sin3¢} 25 {cos 2t} 125 {sin 2t}

-2t

8 =2 2 .
+—" cos3t}——— e " sin3
145 te ; 435 { 4

olarak bulunur. O halde, y(t)’yi bulmak igin Z"{ y(s)} = y(¥) kullanilarak;

y) = 115 (9 sin 2 — 8¢os 2 + 298¢ ™% cos 3¢ — 241e™ sin 31) sonucu bulunur.

Ornek 3.11 : €{12 aty = oldugunu gosteriniz.

sa)3

Céziim : Eger, f(1)=12a" = f(0)=0 ve f'(t)=2te” +ar’e” olur. Bununla birlikte;
Hf ) =t21e” +ar’e” =56 (0}~ F(0)
yazilir ve £’ nin lineerlik 6zelliginden;

ULy =2 t{te™}+a-t{%e™ } = 5 - {r%e™) *

* bulunur. #{te”} degerini bulmak i¢in ayn mantikla;

f(t)=te™ almrsa; £(0)=0 ve f'(f)=e” +ate”
GO} =te” +ate”}=s-t{f(1)} - f(0) =5 t{te”}
He“}+a-t{te™}=s-t{te™)

t{e™)=(s—a) t{te™)}

={te”} bulunur. ¢{te”} degeri (*) esitliginde yerine yazilirsa;

1
(s-af
2-tfte™y=(s—a) {r%"}

1

( =(s—a) £{r%e™} ve boylece;
s—a

2.

)2
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orle”y = , s$>a olarak bulunur.

(s-af
Teorem 3.5: integrallerin Doniigiimii

Eger, f(t) fonksiyonu 20 igin pargali siirekli ve | f (t)ISM -e”, 121, kosulunu
saglayan iistel mertebeden bir fonksiyon olsun. Bu durumda,

e{[(’) f(r)dr}= é ©n)= @ (s>a) (3.32)
tersine; ’
¢ {i’)} =[f)d ol (3.33)
A

ispat : f(¢) pargali stirekli oldugundan, analizin temel teoreminden;

g0)=[ frydr

siireklidir ve g’(f)= f(¢) olup f siireklidir. Boylece, =0 igin g(r) siirekli ve pargali
diizgiindiir.Bundan sonra,

' "o . =—A—4—~ o -.A!_ a
e\ s [If)-dr s M-[ e -ar = = -1)< e
olup g(¢) iistel mertebedendir. g(¢) i¢in tiirev dontigtimii kullanilarak;
Hf0}=tg'O}=5t{g}-£(0)

bulunur ve g(0) =0 yerine yazilarak;
f{[(', fr) dr}= gv)}= O} e e
s

Teorem 3.6 : Eger, s >« igin F(s) = ¢{f(r)} ise
e%m ‘f(t)} , §>a+c igin mevcuttur, ve

e f()}=F(s-a) (3.34)
tersine;

¢ YF(s-a)}=e”-f@t) olur. (3.35)
ispat : Laplace doniisiimii tamminda; '

F(s-a)= _[: e f(nadt
=[e -l ro)a

=l (0}
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elde edilir. ¢! operatorii uygulanarak;
Y F(s-a)}=e“ - £(¢) bulunur.

Sonug : Bu teoremin bir sonucu olarak e” ile garpilan t* ye bagl fonksiyonlarin Laplace
doniisiimii bulunurken s yerine s-a yazilir. Bunu asagidaki tablo ile agagidaki gibi verebiliriz.

Tablo 3.2. - € - f(¢) seklindeki bazi fonksiyonlarin Laplace donusamleri.

fO="F@s} F(s)=tf(0)}
' n
e 1" . m , §>a
352 ssa
e” -coskt G-af +k*°
k
e” sinkt } mz—, s>a
3.5. Konvoliisyon

Tamm 3.9 : ¢ 2 0 icin tammh olan f ve g parcali siirekli fonksiyonlarinin konvoliisyonu:

(F*e))=[ r@et-nyde (3.36)

seklinde tanimlanir.

Teorem 3.7 : Konvoliisyon Ozelligi; varsayalim ki, f(t) ve g(t) fonksiyonlan 20 igin
parcalt sirekli ve |£(f)| ile |g(r)| fonksiyonlart da ¢ — e igin M e” ile simrh

olsunlar. Bu durumda, f(f)*g(r) kenvoliisyonunun Laplace doniisiimii s> igin
mevcuttur ve;
Hfa)*gn}= 6/ (0} te®)} 337
tersine; i
UF(s)-G(s)} = f()*g(0) (3.38)
6zelligi gegerlidir.

Teorem 3.8: Doniigiimlerin Diferansiyeli

fit), 120 igin pargalt siirekli ve |f(f))S Me™ kosuluna uyan ustel mertebeli bir
fonksiyon olsun. Buna gore,

Ut f(O}=F'(s), (s>a) (3.39)
veya .

FO)= e“{F(s)}=—ti2'e"{F'(s)} (3.40)
ve -

o fy =1 - FPs) (n=12,...) olur. (3.41)
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Ornek 3.12: é{t2 -cosat}="7?

Céziim: Formiil (3.41) uygulanarak;

d? s
o{t? cosat} = —12--——-[ :|
¢ } ( ) ds? |s?+a?

_dj_as’
ds (s2+az)2
___25‘(s2—3a2)

(sz + az)l
bulunur.

Ornek 3.13: ¢ {arctan l} =9
s

Céziim: Formiil (3.40) uygulanarak;

¢! {arctan(l )} = —1 e {-fi— arctan| l ]}
s t ds s

bulunur.

Teorem 3.9: Doniisiimlerin Integrasyonu:-

Varsayalim ki, f(t) fonksiyonu 20 igin parcal sirekli ve |f()|<Me” sartim

saglayan listel mertebeli bir fonksiyon olsun. Ayrica, f(t) fonksiyonu igin;

. [ s el
lim——+ limiti var ve sonlu olsun. Bu durumda;

=0t

f@= Y F @) =1 F(r)-dr}
Ornek 3.14: e{Si':h ! } =2

Coziim: Oncelikle (3.42)’deki limite bakarsak;

0

lim = lim =
-0t -0 2f

sinht e —e l:O]

olur.

(3.42)

(3.44)
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L¢ hospital kuralindan;

lim S _ jig £ +2e =1 limit mevcuttur. O halde; (3.43) nolu esitlikten;
150"

-0t

f(#) =sinht alinirsa;

sinh¢ . dr
z{ . }:fe{s.nh:}-dr=jjr2_l
1 1 1

| ——-—|a
f(r—l r+l] "

2
2 r+l1 ).

bulunur.

olur. Boylece;

Ornek 3.15: o) 4 |_,
(.v2 +4)2
Coziim: (3.44) nolu formiil kullanilarak;

iz
r2+4=u}J-2rdr I_ ="€—]{("r22+41}

2rdr = du + 4)z 5

i =t é“{ 5 }
s°+4

=t-sin2¢t

=— olarak bulunur.

3.6. Periyodik ve Par¢ali Siirekli Zorlayic: Fonksiyonlar

Elektrik veya mekanik sistemlerin matematik modelleri incelendiginde ortaya harici
kuvvetlerin ¢iktifi ve bu modellerin siireksiz fonksiyonlar: icerdigi goriiliir. Bunun en basit
omegi, on-off fonksiyon olarak da adlandirtlan ve Heaviside tarafindan geligtirilen birim
basamak fonksiyonudur. Formiilii ise;

Ulo(t)=U(t_t0)= { 0’ egert<to
1, eger t2>tg
ile verilmisti. Ayrica,
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~tos
Hu(t—t5)} = g idi. Hu(t)) = 1 iken bagimsiz degiskende t yerine
s s

t-to yazilarak asagidaki dzelliklere sahip fonksiyonlar igin doniisiim yapilir.

Teorem 3.11: Eger, £{f(¢)} = F(s), s >« igin mevcut ise;
Ku(t—ty) ft—1o)} =™ - F(s) ve (3.45)

e R =ut—1y)- f(t 1) (s>a+1,) (3.46)

'elde edilir.Burada,

u(t_to)‘f(t"to)={

0, t<t,

3.47
f(t_t())7 12t¢, ¢ )

olarak elde edilir. Bdylece, Teorem 3.11° in sonucu olarak sunu s8yleyebiliriz:
¢! {e""“' - F (s)} fonksiyonunun ¢ > ¢, igin grafigi, f(t) fonksiyonunun grafigi to birim kadar
sola kaydirilarak gizilir. Asagidaki sekilde bu taslak bir trafikte verilmistir.(Sekil.3.5)

)
—t,——
u(t-t)f(tt,)
;t,, ¢

Sekil 3.5: f{t) “nin t, birim saga kaydirilmast.
3.7.Impulse Fonksiyonlart: Dirac Fonksiyon

Fiziksel problemlerin gogu kiigitk bir zaman periyodunda biiyitk niceliklerin ortaya
ciktigt impulse (itici, zorlayic1) davramsa sahiptir. Bu problemlerin gogu diferansiyel
denklemlerde karsimiza gikar. Burada, g(f) homojen olmayan terim [t, —&,1, + €] gibi gok

kiigiik bir aralikta ok biiyiik iken aksi durumlarda sifir olur. g{¢)’nin toplam impulse’s (itici
glict);

Ile)= [ g(t)ar = [© gle)at (3.48)
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0 seklinde bir integralle tanimlanir. Bundan bagka;

1
gl)=d,0)=1{2¢ * £°'"F (3.49)

0 , Aksihalde

seklinde bir pargali fonksiyon ile de tanimlanir. Burada, € gok kiigiik bir degere sahip olup,
1{€)=1"dir. Buna gore,

‘Igi_r)moﬂ(e):l iken (3.50)
Lmdc(t)=0 , (#0) (3.51)

olur. Bunlara bagl olarak;

8(1)=0 t#0

[=8() di=1 ©:52)

fonksiyonuna Dirac-Delta fonksiyonu denir.Eger, ¢(5)= lim ¢(d, (t)) denirse;
£

e L [se _ -se )
£(6)= lim — (e —ee)=1 (3.53)

olur. Daha genel olarak;

[[8(=)-r@)ar=fe) olur. (3.54)
Not: H,(t)=Heaviside fonksiyonu olup U, (f) olarak da gbsterilir.
f(t) Laplace dénilgiimiine sahip bir fonksiyon olsun.

(H () fe=c))=e - e{f ()}
H{H () fO}= e - e{f(+c)}
e F(s)= H, ()07 (F)- (- c) olur.

ve

veya

Ornek 3.16: y"+3y +2y=25(-3), y(0)=0, y(0)=1 baslangic deger problemini
gozelim.
Coztim: Oncelikle denkleme Laplace doniisiimil uygulanirsa;

o(y")+36(y)+ 2e(y)=2¢{8(: ~3)}
s2y(s)-5- y(0)- y'(0)+3- (s- y(s)- y(0)+2- y(s)=2¢7>
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ve gerekli diizenlemeler yapilip y(s) yalmz birakilirsa;

35

(s)— 1+2e

== olur.
$T=25+5

Bu son ifadeyeTers Laplace uygulanarak;

s -25+5

= o 2
ye)= %e’ -sin2t+ H,(t)-¢' -sin2(r = 3) bulunur.

3.8. Laplace Doniisiimii ile Devre Coziimii

Bir elektrik yada elektronik devresinde gegici olaylarin olusmas: igin R direng
elemaniyla birlikte bir endiiktans veya bir kapasite bulunmak zorundadir. Devre ¢dziimil igin
endiiktans ve kapasite elemanlarinin ilk kogullarinin olup olmadigs da géz6niine alinmahdir.

R, L ve C elemanlarinin Laplace transformasyonu ile devre ¢dziimiinde nasil kullanildigm:
inceleyelim.

R (direng) elemant: Lineer bir R (direng) elemani igin gerilim;
V()= R-i(t) “dir. V(t) ‘nin Laplace doniigiimii alinarak;
GVl =R-ti(t}=V(s)=R-I(s) ‘dir.

L (endiiktans) elemam Bir L endiiktansinin uglarinda indiiklenen gerilim:

dl(t)
®yny==L- Z{ o }

V(s)= L'(SI(S)‘1(0+))

I (O*) endiiktansin baslangicta yani t=0 aninda uglarindan ¢ikan akimdir. Eger / ( +)= 0 ise
V(s);
V(s)=sL-I(s)

C (kapasite) elemani: Kapasite uglarindan akan akim;

it)=C d%t(t) *dir. Laplace doniigimii:

e{i(r)}=C~e{%f’-)}=C~[vV(s)— vlo* )

V(O") kapasitenin t=0 aninda uglarinda mevcut bulunan gerilimdir. V(O* )= 0 ise
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Vis)= %I(s) olur.

Bir devrenin analizi sirasinda Laplace doniisiimii kullanilacaksa L ve C elemanlarinin

yerine sL ve % empendans degerleri yazilir. R direng elemani aynen birakilir ve bir direng
s

devresiymis gibi ¢6ziim yapilabilir.(Tablo.3.3)

Tablo 3.3 t diizleminden s diizlemine gegis tablosu

t domeni s domeni
V@) V(s)
1(t) I(s)
R R
L s
1
C sC
d s
dt
1
J. dt s
Sekildeki devrenin s domeni karsiligini bulunuz.
R RﬂﬂLRW R sL
it i(s)
v c &> vy L
T JC
O e
- tdomeni - - sdomeni-

3.9. Laplace Doniisiimii ile Elektrik-Elektronik Devre Uygulamalar::
Ornek 3.17: Sekildeki devrede t=0" aninda s anahtan kapatiliyor. Anahtarin kapanmastyla

devrede olusan i(t) akiminin denklemini Laplace yontemi ile bulunuz. (Anahtar kapatildiginda
C kondansatérii yiikstiz durumdadir)
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=0" R =" R Alam, [A]
9 vRp.
1 .
=V =C Vis sC

L___— . —+tis]
) R s+R]—C
Empedans = Z(s)= R+—=
sC

S

_Vs) 4 1
0276 e o
RC RC

]
i)= e ()= %e *C
Ornek 3.18: Seri bagh bir R-L devresinde R=40Q, L=0,8 H’dir. V gerilimi 100V°dur. t=0"
aninda S anahtari kapatiliyor. Devreden gegen akimi (i(t)) bulunuz. «

Coziim:
R

w1005 0.8

Sekilde, devrenin s domeni esdegeri goriiimektedir. ¥ (s)= 190 \e 2 (s)=40+0,8s olur.
s
1(s)= V(s)___ 100 _ 125
Z(s) s(40+08s) s(s+50)

l(s)=ﬁ+ K, __ 125
s s+50  s(s+50)
125 125

K=c—-m—=—=
" (s+50) 50
125 (s+50)= 125

K, =——""—-
: s(s +50) :

>

i)=¢"1(s)}=2,5-2,5¢"" [A]

Ornek 3.19: Sekil 3-a “daki LC devresinde t=0" aninda anahtar kapatiltyor. i(f) akimi ile
kondansator uglarinda olusan gerilimi bulunuz. (C kondansatdrii bagta yiikstizdiir.)
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=0 L =0 sL

=V i c =Vs =

sC

Seri LC devresi - ~ t=0" aminda- devrenin s domeni esdegeri
Coziim ‘
vis) v/s v/s vc V/L
l(s)_mz 1~ 1+5'LC 1Y .. 1
3 sL+— o LC| s +— | s*+—
s sC LC LC
V/L _V singl/LC ¢
o)1) L Jyie
Hatirlatma: é'l{ 2] 2}=lsinwt
s°w [
Hatrlatmadaki fonksiyona gére son buldugumuz esitligi diizenleyerek;
V/L
10 [ —
2+[ (Lc)-')
vV
)= I(s)}= —===sin1/LCt  [A
()= )} 07 (A]
1 o 14
=— | i{t)dt = ———===sin1/LCtdt
I (0 LCN/LC J:
= 1—cosv1/LCt [V1
A )

* Ornek 3.20: Sekil’ deki RLC devresinde t=0" aninda anahtar kapatiliyor. Anahtarin
kapatilmasiyla olusan i(t) akimim bulunuz. (Baslangigta C yiiksiizdiir.)

t=0 * =
= R=20km

RLC devresi
L=1H

Coziim:

Anahtar kapatildiginda devrenin
s domeni egdegeri.
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1 _s’LC+3CR+1
sC sC
9 4 4
[(S)= 2 = 2 = 2
S’LC+sCR+1  s*+2s+1 (s+1)

V(s):% , Z(s)= R+ sL+

)=} =vee™ [A]

Ornek 3.21: Sekildeki seri RL devresinde R=1 ohm, L=1 H, V=12 V’dur. t=0" aminda
anahtar kapatiltyor.

a) Devreden akan i(t) akimimi, R ve L elemanlan {izerindeki gerilim diigiimiinii

hesaplayiniz ve zamanla degigimlerini ¢iziniz.

b) t=1 sn. oldugunda akimin degerini bulunuz.

=0
- R

)
+

vae i0 L n®

Seri RL devresi

' Coziim:

=0
OO
s

:g sK sL

I{s)

&
4
s

t=0" aninda devrenin s domeni esdegeri

Ye)_vs 12 12
2 I(S"z(s)"R+sL's(s+1)'s+1

i(t)=ei(s)}=12-12¢7 =12(1-e“)
Vo@)=R-il)=120-¢") [V]

V)=V —V()=12-(12=12¢" )=12¢" [V]
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Vilt)

V()
*tls]

> t[s)

t=+0i(t)=12A

Ornek 3.22: Sekildeki devrede kararl hal durumu icin anahtar yeteri kadar uzun siire kapah
kaliyor. t=0 aninda anahtar agthyor. Vo(t) ifadesini bulunuz ve t=0,1s igin hesaplayiniz.

R L R
“‘.' A *.‘:vz | A
V=40V
Rl =20Q A+
R;=4Q T7 T ¢
L=1H
C=0,0125F

Céoziim: t=0 aminda anahtar agildiginda basamak fonksiyonu olusur. Bu yiizden V(s)=V/s
olur. Bagslangigta kapasitenin uglarindaki gerilim sifirdir. Bundan dolayr q(0")=0’dur.
Baslangigta endiiktans iizerinden akan akim i (0")=V/R,’dir.

t=0 aninda R=R;+R;
v(s)= (sl (s)+ g0 N+ Llr(s)-i, 0%+ R 1(s)

Vis=Q/sC)(s)+ Lsi(s)-VL/R, + RI(s)
v VL {]+RCs+LCs2 ]
—t = (5] ————
s R sC

1(s)= V(Ls+R)

V= RIS+ ®Ly+WIC)
_ B V(Ls+R,)

Vols)=1(s)(1/Cs)= RLCs|s? + (R/L)s + 4/LC)]

Eleman degerlerini yerine koyarsak;
40(s +20) 160(s + 20)

V,(s)= =
ols) (20)1)0,0125)s(s + 245 +80)  s{s* + 245+ 80)

160(s+20) _ 160
s(s+20)s+4) s(s+4)

WWols)}=Vole)=200-e) ve 1=0,s= ,(0,)=13,19 bulunur.

Vo (S ) =

Ornek 3.23: Sekildeki devrede t=0 aninda anahtar kapatiliyor. Gegici hal igin R’ nin etkisi

ihmal ediliyor. V=100 V4 ise kapasite uglarinda meydana gelen maksimum. gerilimi
hesaplayiniz.
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Seri RLC devresi
Ciziim: Baslangigta kapasite uglarindaki gerilim sifirdir.

2
Z(s)=l+sL _1HLGs ve V(s):z
sC sC s
1(s)= vis) . vc 14

Z(s) 1+LCs* Lt +(/LC)]
Laplace doniisiim tablosundan:

V('(t)=V —coslt/(LC)”z =V{l—cosb/(LC)”2]}

LC(/LC)
v () _vsinly/(C)"]
d - (LC)IIZ

sinf/(Lc)?]=0
t
(LC)”Z =
t=n(LC)"
V(t)=V({—cosm)=v(+1)=2-¥ =200 V

Ornek 3.24: Sekildeki devrenin girisine basamak fonksiyonu uygulamyor. Akim dalga
seklinin asla negatife gegmemesi isteniyor. Bu sartlar igin R’nin minimum degeri ne
olmalidir?

i) R L
L=10"H
@ ve c= Co10°F

Coziim:

Z(s)=—1—+Ls+R
Cs

- V/L
“s?+(R/L)s+1/LC
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Laplace doniistim tablosundan I(s)’ninTers Laplace doniisiimii alinarak;

F(s)= L ve b’ =g’ alalim,

st +2as+b*
. ]
2 RPERY:
a.—_——R-i-;b=L ise R= ﬂ z'= -‘% =63.2 ohm
2L LC C 10™

Ornek 3.25:  Sekildeki devrenin girisine 100 Volt genlikli basamak fonksiyonu uygulaniyor.
Cikista tepe degeri 20 Volt ve 10 us’de 4V genlik elde etmek istiyoruz. R;=100 ohm
olduguna gore; R, ve C’nin degerini hesaplayiniz.

V.0 R, ﬂ AC]
R2 R
~——> 108 4—\— t
Coziim: ’

Z(s)=R, + R, +1/Cs

(R +R,)Cs+1

Cs
V,(s)=V/s
I(s)= Viis)_ VCs
Z(s) sl(R +R,)Cs+1]
_ vc
(R +R,)Cs +1
VCR, VR 1
v, I 2
os)=1(s)R, = (R +R,)Cs+1 R +R, spo 1
(R +R)C
Laplace doniigiim tablosundan;
VR, ex| L
* M ®+R,)C
Vo (t ) = R
1 + RZ

baslangicta birim basamak girisi i¢in kapasitenin kisa devre oldugunu biliyoruz.
Bu yiizden:

L =202 Ry=25Q
Vi R+R, IOOV
t=10us, R,=100Q, R,=25Q, V=100V ve Vo(t)}=4V
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100-25 -107
4=——exp| ——
125 (IZSC)
—-10 -10 ve In(s) 10

—ise In0.2)= =
125C 125C 125C
C=497-10"% =497 nF

0,2 =exp

Ornek 3.26: Sekildeki devrede baslangigta S, anahtari kapali, S; anahtari agiktir. Kararli hale
gelene kadar anahtar bu durumda kaliyor. t=0 aninda S, anahtari agiliyor ve S, anahtar
kapatiliyor. Kararlt halde C; uglarindaki gerilimi hesaplayimz.

A~ o o o AN ——

R, 5, 8, R

R =10k V=30V,
V= iR, =C C=TFV,@ R, =20k  C,=10uF
R, =10k C,=20uF

Céoziim: Once S, agik olacagindan C, kapasitesi sarj olur. Uglarindaki gerilim:
_R(¥) _ 20-10°(30)

“TR+R, 10-10° +20-10°

S, anahtar agik, S; anahtart kapali iken toplam kapasite:

=20 Vdc

=GC _ge7ur olarak bulunur.
C,+C,

S, anahtari kapatilmadan dnce C; sarj olur. Uglarindaki yiik:

C,

3.0*)=c = (10" (20)=20-10" coulombs

S, anahtarintn agilmast, S anahtarinin kapatiimasindan sonra devre esitligi su sekilde olur:
1 1

CNG)+a,0° ] Cli6)+4,0°]
I(s{-—l—+—]—+R3 }+ ! — =0
Cs G, (c,5)=20-107)

+R,I(s)=0

20 1
1) R_|:s * 1/R3C'r:|

V,(s)=I1(s))/C,s) ve Laplace doniisiim tablosundan:
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v,(t)=(20/R,C, ){chr I:l - exP[ R—Ct' ]:l}
=[(20c, )/ c, {1 - exp( R_é ' ]]

).
_20(L,67_1_?__) = 6,67 Volt olarak bulunur.
20-10

l = o0 VF=V2(°°)=

3.10. Biliim Sonu Ahstirmalar

3.10.1 Asagidaki her bir diferansiyel denklemi Laplace doniistimii kullanarak ¢&ziintiz.

1. y-3y=0 y(0)=1 y=ée"

2. 2y+y =1 y(0)=3 )z=1+2e"E

3. 4y -2y=t y(0)=0 y=—l—%+e'3

4. y+5y=e” ¥(0)=2 y=(-;—}e2’+l3e'5)

5. 3y-2y=1¢’ y(0)=3 y=(—24—1}% —%-(%}—(-;-)2
6. y'—3y=sint y(0)=0

7. Y42y =cos2t y(0)=0 y=[%}'2'—%sin2t
8. 4y-y=3r y(0)=0 y=115}i“—1152—288—362—3t3

9. y +2y-3y=0 »0)=0 , y(0)=2 y=[-;-}e’—(%}e'3’
10. y" +y'+y=1 y(0)=0 , »(0)=0

11. y +3y'=3 y0)=1 , »(0)=2 y=%+t—(—;'}_3'

12. y +2y=2 y(0)=0 , y'(0)=3

13. 2y +y=4t y(0)=3 , y'(0)=0

14. y" + y'+5y =t y(0)=1 , y(0)=2

15. y +4y+3y =t y0)=2 , y'(0)=2

16. y' +4y'=2¢ y(0)=0 , y'(0)=0 y=2t3—3t+(§-)sin2t
17. 3y" + y'=sint y(0)=2, y'(0)=3

18. 2y  + y'+2y =3 y(0)=2 , y(0)=1 y=4e“;'—3t+4
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19. y' —2y+y=¢' y(0)=0, y(0)=0 y=(]}2e2'

) 2
20. 2" +32y=cos2t  p(0)=0 , y(0)=1
21. y' +2y +3y=te' y(0)=0 , y(0)=0
22.3y" +2y ~y=sin3t p(0)=0, y(0)=0

3.10.2 Asagidaki fonksiyonlarin Laplace d6niistimiinit bulunuz.

Lo f)=6 e, s
N
20 f)=1 e %
s
1
30 )=t i -
s
4 f()=20 e 13
S
5. f(t)=cos5t ... s
s2+25
, 1
6. t)=e'Sint v,
f)=e'sin §*=25+2

3.9.3 Verilen baslangig kosullarina gdre asagidaki tiirevleri igeren her bir terimin Laplace

doniisiimiinii yapiniz.

T Y 42V e, DY (1) = U st(y)-1+¢(y)

8. 39 +2) e, By (1) i J 3sL(y)-9+2L(y)

9. Y =AY e, BV (1) X | sL(y)-4L(y)

10. 59 =3Y eerrrerrrrerreennns DY (1) J 5sL(y)-1-3L(y)

1L Y =3y =y, y(0)=1, y'(0)=3.....s2L(y)+3sL(y)- L(y)-5-6
12. y =y +2P e y(0)=1, y(0)=0....... s L(y)-sL(y)+2L(y)-s+1
13. 2" 43y + Yo, y0)=2 , y(0)=3.....28°L(y)+ sL(y)+ L(y)~ 45 -12
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BOLUM 4

FOURIER SERILERI

4.1 Giris: Kuvvet serisi yaklagimi siirekli fonksiyonlarda kullanilirken elektrik devre
uygulamalarindaki kare dalga bigimindeki siireksiz fonksiyonlarda bu yaklagim kullanilamaz.
Iste bu ve benzeri siireksiz fonksiyonlarda kuvvet serisi yerine FOURIER serisi yaklagimi
kullanilir. Genellikle elektrik ve elektronik devrelerde karsimiza gikan FOURIER serileri ile
ilgili tanimlamalar ve uygulamah 6rnekler bu boliimde incelenecektir.

Tamm 4.1: 4, + i(A,, -cos(nx)+ B, - sin(nx)) @)
serisine FOURiF:'l:ll Serisi denir. Bu serinin toplam: sonlu ise seriye yakinsak, aksi halde
iraksaktir, denir.

Tanim 4.2:

F,(x) = a, + (a, cos x + b, sin x)+ (a, cos 2x + b, sin 2%)+......+ (a, cosnx + b, sin x) (4.2)

seklinde tantmlanan fonksiyona FOURIER Polinomu denir ve

F.(x)=a, +:§(ak cos(ix)+ b, sin(kx)) @.3)

seklinde gosterilir. Burada; ay, a;, b; (i=1,2, .... , n) sabitlerine de FOURIER Katsayilari
denir.

Tanmm 4.3: f: Ac R — R fonksiyonu verildiginde Vxe A igin;
fx+T)y=f(x) @4
esitligini saglayan en az bir tane T reel sayist varsa f fonksiyonuna Periyodik Fonksiyon, T

degerine fonksiyonun periyodu, T°nin en kiigiik degerine de esas periyod denir.(4.3) veya
(4.4) ile verilen FOURIER polinomlar1 27 periyotlu fonksiyonlardir. Ayrica, f(x)=sinx

fonksiyonu tek fonksiyon olup, grafigi orijine simetrik iken, f(x)=cosx fonksiyonu gift
fonksiyon olup grafigi oy-eksenine gore simetriktir.

FOURIER katsayilarinin hesabinda karsimiza gikacak bazi trigonometrik integralleri
¢ozmek igin;

sin(ox)- cos(Bx) = —;— [sin(a +&)x +sin(a—b)x]
cosloe)-cos(ir)= 3 -loos(a+ B + cos(a~ )] @5
sin{ox)- sin(Bx) = % [cos(a—b)x—cos(a+b)x]
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trigonometrik 6zdesliklerinden yararlanilarak;
H B>0 igin;

[ cos(Br)ax=0, [ sin(Bx)dx =0 (4.6)
iy a=p icin;

[[ sinax)- cos(@r)x =0 @7
i) a#p icin;

j cos{eor)cos(Br)dx = 0 ve j sin{oex)sin(Bx )dx = 0 4.8)
iv)  B=>1igin;

J: cos*(fx)dx =7 ve j'_: sin®(Bx)dx =1 4.9)

Bu formiiller kullanilarak asagidaki teorem ile verilen sonuglar anlasilabilir.

Teorem 4.1:
F,(x)=ay+ Z(a,‘ cos(fx )+ b, sin(kx))
k=l
FOURIER serisindeki a, ay, by, FOURIER katsayilari;

a, =lj'" F, (x)dx (4.10)

=—.[ x)cos(ke)dx , 1<k<n 4.11)

b, =__[' F,(x)sin(kx)dx , 1<k<n (4.12)
n -

olarak bulunur.Teorem 4.1’in yardimiyla simdi FOURIER serisini 2% pe;iyotlu fonksiyonlar
ile birlestirerek yeniden tanimlayalim.

Tamm 4.4: f(x) fonksiyonu [-=,n] araliginda integrallenebilir 2r periyodlu bir fonksiyon
olsun. Buna gore,

1 ¢n
= [ foax,
a, =%J:f(x)cos(nx)dx , n2lp 4.13)
1 ¢ .
b, —;Ltf(x)sm(nx)dx , nle

110



olmak iizere,
a, + Y (a, cos(nx)+b, sin(nx))

trigonometrik serisine f(x) fonksiyonunun FOURIER Serisi denir ve

f(x)~ay+ i (a, cos(nx)+ b, sin(nx)) 4.14)

n=l
seklinde gosterilir. “~” isareti f(x) fonksiyonunun trigonometrik fonksiyonlardan olugan bir
sonsuz seri cinsinden ifade edilmesi anlaminda olup, yaklasik olarak esittir denir.

FOURIER serisi ile 1lg1h drneklere gegmeden dnce 2w periyotlu fonksiyonlar igin.
tanimladigimiz FOURIER serisi tantmini son olarak 2L periyotlu biitiin fonksiyonlara
genisletecefiz. Ayrica, fonksiyonlarimn durumu ele almacaktir. Bunun igin, f(x)
fonksiyonunun [-L,L] araliginda tamiml ve integrallenebilir oldugunu varsayalim.

F(x)= f(7) alalim.

E(x) fonksiyonu [~m,%t]‘de tamimli ve integrallenebilir olsun. Buna gore, F(x)’in FOURIER
serisi;

P = f(%} %43 (a, cos(rs) £ sin(ec)

olur. Burada, t——Li doéniisiimii yapalim. Bu varsayimlara bagli olarak asagidaki tanimi
2

verebiliriz.

Tamm 4.5: f(x) fonksiyonu [-L,L] araliginda tanimli ve integrallenebilir bir fonksiyon olsun.
Buna gore f(x)’in FOURIER serisi;

f@)~a,+ i(a,, cos[-'lzz)+ b, sin(%n (4.15)
n=l

olur. Burada, n>1 igin;

“°=31_ f(Lx) °°S"xdx=—J ) cos("fx)dx (4.16)
=%I ( )COS'D‘dx —I_Lf(x)-cos(—f—)dx @.17)
_l =l. L . Q] l’Ex_

b, —”j ( ) sinmx dx LI_Lf(x) sm( 7 )dx (4.18)

olarak verilir.

Ornek 4.1: f(x)=x fonksiyonunu —n < x < »n arahiginda FOURIER serisine aginiz.

Céziim: f(x)=x tek fonksiyon oldugu i¢in ag=0=a, olacaktir. Bu nedenle sadece b,

katsayilarini hesaplayacagiz. Bu fonksiyonun 27 periyodlu grafigi asagidaki gibidir.
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Sekil 4.1: f{x)=x fonksiyonunun 2x periyodlu grafigi.

n21 igin;

2

| I 1 cosnx sinnx §
b,,=—I x-sin(me)dy = — | —x- +
x n n n

-

b, = -2 cos(nm)=2. (-1
n

n
ve boylece;
f(x)~2]sinx— sin 2x + sin 3x Forrene olur.
2 3
. 0, -2<x<0 . . ..
Ornek 4.2: f(x)= { 0< x< 5 fonksiyonunu FOURIER serisine aginiz.
x, <x<

Coziim: L=2 olduguna gore, (4.16), (4.17) ve (4.18) nolu formiiller kullanilarak ap, a,. by,
katsayilarini bulalim. Buna gore;

12 1
a(,=z_[) X'de:E
1¢2 nmx 1(2Y "
a, —ELX'COS[—Z—)dx=5‘[;] ((—1) —1)
b"=l!2x-sin hrx dx=_M=i.(_1y“
2% 2 nr nr

olarak bulunur. Bu katsayilar seride yerine yazilirsa;

S~ %"’ i[#((— 1y -1) cos[ﬁ?} ;2;(— )y sin(.”_;ﬁx. )]

n=|

4.2 FOURIER Siniis ve FOURIER Kosiniis Serileri

y=f(x) fonksiyonunun tek veya ¢ift olmasina gére a,, a,, b, katsayilarinin bazilar
hesaplanmaz: Bununla ilgili teorem asagida verilmistir.
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Teorem 4.2: f(x) fonksiyonu [-%t,x] araliginda tamml: ve integrallenebilir bir fonksiyon olsun.
Bu durumda;

i) Eger f(x) ¢ift fonksiyonsa; ( Vx i¢in f(x)=f(-x) )

b, =0 , (n=21)

n

ve 4.19)
a, = zr f(x)cos(nx)dx , (n=0)
b4 0

i) Eger f(x) tek fonksiyonsa; ( Vx igin -f(-x)=f(x) )

a,=0, (n21)

n

ve 4.20)
b, = —2—r f(x)-sin(nx)dx , (n20)
T 0

olur.
Bu teorem bize sadece [0,x] arahiginda tammh fonksiyonlarin FOURIER serisini

bulmamiza yardimcr olur. Ayrica, [-m,%] araliginda tanimhi olan fonksiyonlarin [0,x]
arahigindaki FOURIER serisini bulmamizi saglar.

Bu nedenle, f(x) fonksiyonu [0,r} aralifinda tamimli ve integrallenebilir bir fonksiyon iken;

—f=x) -m<x<0

f.(X)={f(x)’ 0<x<n @.21)
ve
_[fx) -ms<x<0
f.(X)—{ o, 0<ren 4.22)

tammlayalim. Burada, fi(x) tek, fa(x) ¢ift fonksiyon olup fi(x)’e f(x)’in tek geniglemesi;
fa(x)’e f(x)’in ¢ift genislemesi denir.

Tamm 4.6: f;(x) ve fx(x) fonksiyonlar: f(x)’in; yukarida tammiandig1 gibi sirasiyla tek ve
¢ift geniglemesi olsun.Bu durumda;

i) f,(x) fonksiyonunun FOURIER serisine FOURIER Siniis serisi denir ve;
f(x)~ b, -sin(nx) (4.23)

n=l

seklinde gosterilir. Burada,

b =2 [} £()-sin(x)ae (4.24)
T 0
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ii) fa(x) fonksiyonunun FOURIER serisi, FOURIER Kosiniis serisi olarak
adlandirilir ve;

f(x)~a,+ iaﬂ - cos(nx) 4.25)

n=|
seklinde gosterilir. Burada,
1 ¢n
a, = ;jo £ (x)-cos(nx)dx (4.26)
ve
a, = 2 J: f(x)-cos(mx)ax , (n21) 4.27)
T
4.2.1 2L- Periyodlu Fonksiyonlarin FOURIER Siniis ve FOURIER Kosiniis Serileri

f(x) fonksiyonu [-L,L] araliginda tammh ve integrallenebilen bir fonksiyon olsun.
Bu durumda,

i) Eger f(x) ¢ift fonksiyon ise;

- b,=0, (n21)
ve
1 ¢ nmx
a = J:) f(x)- COS(T )dx (4.28)
a, = %J;' fx) cos[% ]dx (4.29)
ve
flx)~a, + ia,, . cos(—’%’x—) (4.30)
n=l
olur.
ii) Eger f(x) tek fonksiyon ise;
a,=0 , (n20)
ve
2 ¢l . ( nmx
b, = fjo f(x) sm[—L—]dx 4.31)
iken;

fx)~ gb,, .sin(l’-L’E )olur.

4.3 FOURIER Serisinde islemler
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Burada ele alacagimiz biitiin fonksiyonlarin [-m,x] arahifinda tammh 2m periyodiu
fonksiyonlar oldugunu varsayalim. Daha sonra, herhangi bir [a,b] araligina bu varsayimlar
genisletebiliriz.

f(x), 2n periyodlu pargalt siirekli bir fonksiyon olsun. Buna gore;
Fy=[ r@)ar (4.32)

fonksiyonu siireklidir ve sadece F(r)=F(-n)=0 iken 2n periyodiudur. Kolayca
goriilebilir ki f(x) pargali diizglin (piiriizsiiz) ise F(x)’de pargah diizgiin (piirlizsiiz) olur.
Simdi, f(x) ile F(x)’in FOURIER katsayilar1 arasinda bir baginti olup olmadigini inceleyelim.
Bunun igin, A, ve B, , F(x) ‘in FOURIER katsayilari olsun.

Boylece,
A, = -;—J: F(x)- cos(nx)dx 4.33)
alinir ve kismi integrasyon uygulanirsa;
A, = 1. [F(x)-sin(nx) | - L j F’(x)-sin(nx)dx 4.34)
nrm & nmix
_.Y_.J
0

bulunur. A,’in ilk terimi 0 ve F'(x)= f(x) ise;

n

4, =—1 J’" F'(x)-sin(nx)dx = —-——l—r £ (x)- sin(nx)dx 4.35)
ng -1 ng o
elde edilir. Benzer gekilde;
B, = Lr S (x)- cos(mx)dx (4.36)
nr o-r
ve;
1 ¢
Ay === [ x- fx)a (437)
2g 4
bulunur.

Teorem 4.3 FOURIER Serisinin integrasyonu

f(x) pargah siirekli ve 27 periyodlu bir fonksiyon ve a,=0 olsun. Eger;
f&x)~ Y (a, -cos(nx)+ b, -sin(nx)) 4.38)

n=1

ise
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[ @) di~4, +2 (a, -sin(nx)~ b, cos(nx)) (4.39)

olur. F(x) siirekli oldugundan, x € [-7,7] igin; FOURIER serisinin yakinsaklig
teoreminden;

I 7l dt-—Ao+2 -sin(nx)-b, - cos(nx)) (4.40)

n=l 1

olur. Bu teoremin anlasilmast igin asagidaki 6rnegi inceleyelim.

Ornek 4.3:

1, 0sx<xw .
flx)= x fonksiyonunu ele alalim.
-1,-n<x<0

Bu fonksiyonun FOURIER serisi,

f(x)~ i(sinx+ sm33x + smSSx F e ) olur. xe [—- 7:,7:] igin;
T

_f_’; fl)dt=|x]-x  ve buradan;

cos3x _ cos 5x
25

x| -7~ 4, + i(— cosx — ) bulunur. Béylece;
n

A, = L J'” x- fx)dx = z olduguna gore;
2 H= 2

|x|= %— %(cosx + co;?»x + 002555x F oo ]olarak bulunur.

Simdi de f(x) fonksiyonu a, #0 olacak sekilde pargali siirekli ve 2n-periyodlu bir
fonksiyon olsun. Buna gore,

h(x)= f(x)-a, 4.41)
alalim. Agiktir ki, 4(x) pargal siirekli periyodik bir fonksiyondur ve;
[ hx)ax=0 (4.42)

kosulunu saglar. Bununla birlikte;
J‘: F()dr = jy fO)dr - j F)de = j’ f)dt - j Sy + jy a,dt (4.43)

elde edilir. Burada, 2w-periyodlu pargah siirekli bir fonksiyonun terim terim integrali stz
konusudur. Bununla ilgili teorem sudur:

Teorem 4.4: f(x), 2m periyodlu pargali siirekli bir fonksiyon olsun. Bu durumda, herhangi
X,y igin;
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[ r@O)a

(4.44)

integrali f(x) ‘in FOURIER serisinin terim terim integrali alinarak belirlenebilir.

Ornek 4.4: Ornek 4.1°i ele alalim.

x| = E—i(cosx+ cosx |
2 r 9

bulunmugtur. Buna gore;

cosSx
—_—t .
25 )

Buraya kadar bir fonksiyonun FOURIER serisi ve o fonksiyonun integrali arasindaki
iliskiyi inceledik. Benzer bir iligki tiirev igin de gegerlidir. Asagidaki teorem buna aittir.

Teorem 4.5: f(x), 2r periyodlu siirekli ve pargali diizgiin (piiriizsiiz) olsun. Herhangi bir

X€ [—n,n’] icin;

L,E)if_l(’i) = in- (~a, -sin(nx)+b, - cos(nx))

2

(4.45)

bulunur. Bir baska deyisle, f(x) fonksiyonunun FOURIER serisinin terim terim diferansiyeli

alinarak elde edilir.

4.4 FOURIER Déniisiimiiniin Elektrik-Elektronik Devrelerde Uygulanmasi

Siniizoidal olmayan akim yada gerilim periyodik ise sonsuz sayida siniizoidal

bilesenden olusur.

i(t) = i(t+ T) = periyodik

i(t)= i 1, sin(nax +¢,)
n=0

(4.46)

i(y=1,, sin@, +1,, sin(@t + @)+ 1,, sinQ2ext + @, ) +....... +1,,sin(nwt +@,) +.....

W =2nf =2n/T

n. harmonik: i, = I, sin(not +¢,) =1, sing, cosnwx +1,, cosg, sin nwt
i, =A, cosnax + B, sin nox
A,=1,sing,, B,

In=\47+B’, ¢,=4,|B,

= Iﬂl" cos ¢"

(4.48)
(4.49)
(4.50)

4.51)
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n=0 igin: i, = A, (sabit terim ~ dogru bilesen)

i(ty= i 1,,sin(nax +9,)= A4, + i(A" cos nat + B, sin nax)

n=0 n=j

4.52)

= A, + (4, cosax + B, sinwt )+ (4, cosax + B, sin @)+ ...+ (A, cosnat + B, sin nat)

1 isaretin ortalama degeri
4= -7:_[0 iHdt = (=DC bilesen)
(DC ampermetreyle dlgiilen deger)
27,
A4, = T J:) i(t)cos naxdt
2

’I' . .
B, = 7'[’ i(t)sin notdt

(4.53)

(4.54)

w @0 =@ O O

nf

\J

Sekil 4.2: Periyodik gerilim ve akim kaynaginin FOURIER doniisimii

4.5 FOURIER Déniisiimleriyle Elektrik-Elektronik Devre Coziimleri fle flgili
Uygulamalar

Ai

1) T , ‘ : Sekildeki akimin harmoniklerini bulunuz.

Coziim:

17,
f«\% < ézﬂ" N A0=-77Lt(t)dt=0

27, _
A4,= 7"; i(t)cos n@dt =0

2 o1 . _ 2 fri2 2 o7 .
B, _FL i(t)sin naxdt ——T—J'O ls1nna)t+—T—J;,/2—(l)smnwtdt
! |cosncut|”2 +2—l~ !
;4 0 T 2z
n— n—

T T

T2
T

TI2 2T k
=—| “sinnotdt = -=— |cos net|
T % T

T 2r T T
=———-| cosn—-——cos0 [+ —(cosn2m — cosnr)
Fi4 T 2 nw
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=—]—(1—cosmr—cosmr+1)=£(l—cosn7t)
nm nm

n=2446,... (¢ifty - B, =0
n=135,... (tek)

- B, A i(t)=ZB,, sinat = ﬂ(sina)t —%sin 3ot +%sin 5wt +..... ]
nr

n

e Bu isaret tek harmonikleri igermektedir.
e Harmonik sayist artarken genlik kiigiilmektedir.

n=|

2) Sekildeki devrede direncin {izerindeki gerilimi hesaplayiniz. Frekansa .gére degisimini
yaklasik olarak ¢iziniz. (6. harmonikten sonrasi g6zoniine alinmayacaktir)
Coziim:

4 VIV}

V=10

L=2mH
< i< J'D v

T R=750 0

Y ) NN S

T=20us

A, =0 ve 4, =0 iken B, =EITVsinnwtdt=-2—V(l—cosmr)
T nw

V() =ﬂ(sinax+lsin3a)t+lsin50x L ]
T 3 5

40( . 1., 1,
=—| sinat +—sin3wr +=sinSax¢ + .....
T 3 5

n=gift ise B, =0 n=tek ise B, = v

nw
t Z, =R+ joL |z|= ,/R’ +(wL) =978,4Q
2t @, = arctan _a;_L = ¢ =39.95°

3 Zy=R+ j30L |Z,| =R +BoL) =20286Q ¢, =653°

( ) Z, =R+ j50l 1z, =R + (S0L) =32298Q ¢, =76.5°
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=13mA I, =72 =———z=z=2mAd [, =20 = =0,78m4

y=i()+i, () +is () +.....
i(r) = 1,msin{axt — @, )+ I, sin(3et — @, )+ 1, sin(5art — @, )
Vo) = R- i) = 750{13sin(or — 40°)+ 2sin(30r — 68°)+ 0,78sin (5wt — 76°)+ ...} [mV]

V(1) =9,75sin(wr ~ 40°)+1,5sin(3cr — 68°)+ 0,58sin(Swr - 76°)+ 10V

t= — =5.10* Hz =50 kHz
20-10

Vvolt]
A

a

s

is5
-] R R LR T Ry

4.6.B6liim Sonu Ahstirmalar:

A) Asagidaki periyodik fonksiyonlarin tanimlandiklari araliklarda FOURIER serilerini
bulunuz.

1 0 <t <1 2 1 0 <t <l
fn=
0 I <t <2p 0= 0 1 <t <2
J@o= -1 2 <t <3
0 3 <t <4
0 0 <t <1 4 f(=2-1 0<r<?2
1) =
3 /0= 1 1« <«
s fo=1-r 6 f)=1+f -p<isp

-I<r<l
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7 0 -1 < <0 8 1 0 <t «1
t)= 1)Y=
7 {1+ s 0 < <1 7® {2 1 <t <3
9 0 -1 <t <2p 10 fi=¢ -I £ 1< 1
1) =
70 1+ £ 0 <t <1
11 f(r)=e" 0 < t< 2p
12 f(r) =cosht -1 € £ 1 13 f(z) =sinh¢ -1 < t< 1
14 f(#)=cosht 0 < 1< 1 15 f()sint 0 < t< 1
16 f(=0-+ ~-1g ¢t <1 17 cost - <0
S ) 1= n st <g
cos 2t 0 <t <<
2
18 /= sint - <t <0 19 e 0 - <t <0
J0= t— 208 +t* 0 <t <1 J0= £Q2-n * 0 <t <2

B) Asagidaki periyodlan verilen ve gisterilen arahkta tanimlanms olan fonksiyonlarin
FOURIER serisi agithimlarimi bulunuz. Her birinde fonksiyonun egrisini gizerek tek
veya ¢ift oldugunu belirtiniz.

2,-m<x<2

a)f(x)= Periyod 2
-2, 0<x<m :

b)f(x)=1 , 2<x<2 Periyod 4
0,-2<x<0

of(x)= Periyod 6
2, 0<x<4
0,-1<x<0

df(x)= Periyod 2
x, O<x<l
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-

-x, - <x<0
e)f(x)= Periyod 2
x, O<x<=xm
3, 0<x<4
Nf(x)= Periyod 8
» -3, 4<x<8
g)f(x)=4x-x*0<x<4 Periyod 4

1, 0<x<2n/3
h)f(x)= 0, 2rl3<x<4n/3 Periyod 27
-1, 4n3<x<2m

C) Belirtilen arahklarda tammmlianms fonksiyonlan istedigi sekilde FOURIER sinus
veya FOURIER Kkosiniis serisine acimz.

a)f(x)=S5 , 0<x<3 sinils serisi

1, O0<x<m/2

b)f(x)= kosinils serisi
0, 2<x<~® :
x, 0<x<5

¢)f(x)= siniis serisi
0, 5<x<I10

d)f(x)=2 , 0<x<l1 kosiniis serisi

e)f(x)=4x-x>, 0<x<4 sinils serisi
-1, 0<x<2

Hf(x)= kosiniis serisi
1, 2<x<4
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BOLUM 5
RLC DEVRELERDE GECIiCi HAL COZUMLERI

5.1. Seri RLC Devreleri

RLC devreleri ikinci dereceden diferansiyel esitlige sahip devrelerdir. Sekil 5.1° deki
devrede t=0 aninda anahtar kapatiliyor. Bu devrede R, L ve C elemanlar iizerinde diisen
toplam gerilim devreye uygulanan gerilime esittir.

={" ,
o

A
o Y-

v (i L

il

Sekil 5.1: Seri RLC

Ri+1% L 9y 5.1)
& C

q=Jidt

. 2. .
R£+L—‘!—l-+i=0 yada;

¢ dt* C

Li"+Ri' + (l} =0 (5.2)
. Cc

Diferansiyel denklemin ¢6ziimii igin karakteristik denklem  Lr’ + Rr+C =0

Denklemin kokleri:
_—Rt YR -aLC
2L

r

DC kaynakla 1
Siiriilen RLC | ®, =,|-—= A89
Devrenin
rezonans
frekansi

Bizim kéklerimiz su hale gelmis olur.
m=-atya’-w,’ yada m=-atjo,
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Burada, mdz = 0),,2 —a* ¢ dir. Burada 3 gesit durum karsimiza gikar.

DC kaynakla siiriilen RLC devre: 2.derece diferansiyel esitlik

Tablo 5.1
Yardimci Esitlifin Kokleri Coziim Cesidi
Gergek kok yok Eksik soniimlii (Funderdamped) a<,
Soniimlii degil (Seri LC devresi) a=(
Reel, esit Kritik Soniimlii a=n,
Reel, esit degil Asirt séniimlii (=Over damped) a>o,

51.1DC kaynaklé siiriilen seri RLC devresi, a<w, :

R yeterince kiigilk @ <, karakteristik denklemin kokleri gergel degildir. Devreden
akan akim;
i=e™ (0, +k,cosw,t )
t=0 oaninda i=0 ‘dir. k,=0 alsak;
i=ke™ sinwyt
Her iki yann tiirevini alarak;

di - —at s
== k@ e™ cosw,t —ak,e™ sinw,t
t

t=0 aninda kapasite kisa devre gibi davramir, R’ nin uglarinda gerilim diisiimii olmaz.
Uygulanan V gerilimi L endiiktansinin uglarinda goriliir.

V= Lﬂ ise buradan 9'—’ = A ve boylece; k, = L olur.
dt dt o,L
Tablo.5.2.

Eksik stniimlii
RLC devresinde A91

w,L
Eksik soniimlii = _| . R
RLC devresinde | @4 =V® —4@ -\/“’n Y A92

Seri RLC eksik sontimlii (=underdamped) devrede genlik zamanda eksponansiyel
olarak azalir.

. E .
i=——e™“sinmy,t

Ornek 5.1: Seri bir RLC devresinde ¢ = 0 aninda anahtar kapatiliyor. Akimin (i) ani degerini
R=225Q , L=15H, C=47uF ve V =75,4 volt igin bulunuz.

Coziim: LC =1,5(4,75%107 )= 7,13x10™

w®, = _1._= ——1 6=375 rad/s
LC 7,13.107

a=—R—=i£—=75 rad/s

2L 2(L5)

N
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0, =y0,% ~a? =4J(375)2 ~(75)* =367 rads
0 . 754
i=——e™sino,t =

o, L 367(2,5)
=137¢7"sin367t  mA

e ™sin367r  [4]

5.1.2 Seri LC devresi:

R=0 oldugunda a=0 ve o,=w, *dir. A91 nolu esitlik su hale gelir:

Seri
LC devre

_ ine.1
i sin®, A90

n

Bu LC devrede akim, genligi olan bir siniisoidal daigadir.

n

Ornek 5.2: Ornek 5.1°de R yerine 0 ohm koyarak i akimim hesaplayalim.

Coziim: ®, =375H-  olarak hesaplanmust1.
v o 754 _
o,L 37515
i=134sin375t [m4] ‘bulunur.

0,134 4

5.1.3 Asin sonitmlii (=overdamped), DC kaynakh RLC devre: a> o,

Eger R direnc degeri yeterince biiyiikse a > ®, *dir. Karakteristik denklem kokleri farkli ve
reeldir.
n=-a+ jo, ve r=-a- jo,
Burada akim;
i=ke™ +ke™ 5.3)
i(0)=0 ise
k+k,=0 54
(5.3) nolu esitligin tiirevi alinirsa,

di
e mk.e™ +myk,e™

t=0 = ——=—V—’dir.
da L
vV
= mk, + myk, (5.5)

(5.4) ve (5.5) nolu denklemler kullanilarak
14 14
ky = ——— ve ky =———
] (’”l —my )L 2 (ml —m, )2

m, —m, =—a+ jo, +a+ jo, =2jo,
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Asirt soniimlii v
=overdamped | /==
RLC circuit |  2/®k

[eCarma _ pleamsany |

A93

Ornek 5.3: Ornek 5.1 ve Ornek 5.2 ‘deki devrede R =2550 ohm olarak akimin ani degerini
hesaplayiniz.

Coziim: a=£=-25ﬁ=850 rad/s
2L 2(1,5)

®, =375 rad/s olarak bulunmustu.

o, =3752 —850% = j763 rad’s
-a- jo, =-87,0
-a+ jo, =-1613

A93 nolu esitlikten;

i= 75.4 (e-16|31 _e-sw)
2(-763)(1,5)
=32 9(2-87.01 _e—IGISI)

5.1.4 Eksik soniimlii (=underdamped), AC kaynakh RLC devre:

Daha 6nce DC kaynakla siiriilen RLC devreyi incelemistik. Simdi ¥ sinws degerine
sahip bir AC gerilim kaynagiyla siiriilen seri RLC devreyi inceleyelim.

t =0 aninda anahtar kapatildifinda devre denklemi su sekilde yazilabilir;

R+L% 49 ysiner (5.6)
d C
q=Iidt
. 2. .
Rﬂ+L£+i=chosa)t
i dar* C
yada

Li" +Ri + (%} —woVcosot  (5.7)
Tamamlayici fonksiyon DC boliim i¢in hesaplanmust.
Burada da ayn: sekilde
i, =e™ (k; sin @, + k, cosw,t)
Pargasal integral i, bir sinils ve bir kosiniis terimlerine sahip olacakur.
i, = Asinwt + Bcos ot
Birinci ve ikinci tiirevler alimarak;
i' = A cos 0 — @Bsin ot
i" = -0?Asin ot - ®* Beos ot
i ve i" (5.7) nolu esitlikte yerine konarak;
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. . 4 B
— Lo* Asin of — Lo’ Bcos of — RoBsin ot + RwAcos of + osinar +cos of = oV coswt
siniis terim!lerinin katsayilan toplami 0’a esittir. Yani

—LmZA—RmB+ﬁ=0
C

—RB= A(mL—-—l-]= AX (5.8
wC
Burada X devrenin reaktansidir. Kosiniislii sayilarin katsayilar toplamu;

—LmZB+RmA+—g=mV

yada
RA-V = B(mL——l—)= BX
oC
__ckv__&v
R*+x?* Z°
Burada Z devrenin empedansidir.
=X __ VX
R*+x* 77

Boylece pargasal integral;

i, =——15-l;—sinmt—-12(2—cosmt =-—-I:2—(Rsinu)l—Xcosmt)
V4 z

R=Zcos¢ ve X=Zsing

¢ =faz agist

Boylece
Rsin ot ~ X cos ot = Z sin @f cos ¢ — Z cos 0 sin ¢

= Zsin(wt - ¢)
Hatirlatma: sin{x ¥ 8)=sinacos 8 F cosasin 8
Buradan iy =1 sin(@t —¢)

Toplam akim /=i, +i_.dir.

gegici hal kararlt hal
RLC devre igin|, K V.,
kararl1 hal Iy = 7 sin(o - ¢) A100
Akimi, AC kaynak

Ornek 5.4: Verilen eleman degerleri igin seri RLC devresinden akan akimin kararli hal
cevabini bulun. R =345Q, L =0,726H ,C =41,4uF, V =155sin285¢

Coéziim: A94 ve A95 nolu denklemlerden

X, =L =285(0,720) = 207Q

oC  285(41,4x107)
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Toplam reaktans;
X=X, -X.=207-848=122Q
Esitlik A97°den Z empedans degeri bulunur;
Z=VR*+X? =+345? +122* =366Q
¢ faz agist esitlik A98’den;

X 122
o= tan™ -E =tan” m =19,5°

Kararli hal akimi;
E . 155 .
i, = —sin{®¢ —-¢)=-—sin{285¢ -1935°
iy = sin(or -6)= 22 sin )
=0,423sin(285¢ - 19,5°) [A]
5.1.5 Rezonans

Seri RLC devresinde empedans Z =0 oldugu zaman akim maksimum olacaktir. Bu
X reaktans degeri 0 °a egit oldugu zaman gerceklesecektir.
1

X=0L-——=0
oC
2
=— ada o
IC y n
Rezonans _
Frekansi ©= JZE =0, A89

Ornek 5.5: Ornek 5.4’ teki devrenin rezonans frekansini bulun ve bu frekans degerinde
kararli hal akim cevabin1 yaziniz

Coziim: ®, = LI !
VLC  \J0,726(41,4x107°)

X, =X, = X=0,Z=R ve $=0

=182 rad/s

i =448sin182¢ [A]

5.2 Laplace Doniigiimii ve Niimerik Metodlar Kullanarak Diferansiyel Denklemlerin
Coziimleri

Bu béliimde DC ve AC kaynakla siiriilen anahtarlamali devrelerin Laplace déniigiimii
yardimiyla ¢6ziimiinii inceleyecegiz.

5.2.1 DC kaynakla siiriilen seri RC devresi:

Ornek 5.6: Sekil 5.6’daki RC devresindeki anahtar 1 =0 aninda 1 konumundan 2 konumuna
gegciyor. Devreden akan i akimini bulunuz. (Baslangigta C kapasitesinin yiiksiiz oldugu kabul

edilecektir) ‘
1 2

=V l 125pF ¥ R=1540 ohm

T

Sekil 5.6
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o o1 _
Coziim: Ri+ EJ:’ idt—-Vs=0
Degerler yerine konup denklem yeniden diizenlenirse;

1540i+-——1——j'idt=115

125%107% Jo
Laplace doniisimii uygulanarak;
1540L[i]+ 8000£[d 13
R S
L[i{1540 + 3000 )= L
5 s

Lfi]= 0,0747
s+5,19
Ters Laplace dontistimii uygulanarak;
i=0,0747¢>"

Ornek 5.7: Sekildeki devrede baslangigta kapasite lizerinde 35 V gerilim vardir. 1=0
aninda anahtar kapatiliyor. Devreden akan akimi bulunuz.

=0" 12 ohm
s

i

11 V= l(f)

i
40uF

Sekil 5.7
Ciziim: Devre denklemi;

o1 N
R1+—C—J:zdt—Vs—Vc(0 )=0
Eleman Degerleri yerine konarak;

1
12i + ——— | idr =150
40x10"’£

Laplace doniisiimii uygulanarak;

12L[i]+ 25000 L] 125 _

s 5+2080
Ters Laplace doniisiimil uygulanarak;

i=12,5¢7""
5.2.2 DC Kaynakla Siiriilen RL Devresi

Ornek 5.8: Baslangigta L endiiktansinin uglarindan gosterilen yénde 1A akim akmaktadir.
¢t = 0 amnda anahtar kapatiliyor. Devreden akan akimi bulunuz. R=12 ohm, L=4 H, V=24 volt
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DA
5
V= i) L
Sekil 5.8
Céziim: V =Ri+ Li’i
dt
24 =12i+4i
6=3i+i

Laplace dontistimii uygularsak;
8 = 3efi}+ seli)-ic0™)
s
fil=—3—+ L
s(s+3) s+3
Ters Laplace doniigiimii uygulanarak;
i=20l—e™ )+e™
i=2-¢” [A]

5.2.3 AC Kaynakla Siiriilen RL Devresi

Ornek 5.9: Sekildeki devrede t = 0 aminda anahtar kapatihyor. Devreden gegen akimi
bulunuz ve seklini ¢iziniz. R=4 ohm, L=0.02 H, /=80 sin400t volt (Devrede ilk kosullar

0’dir.)

R
:/c A
L)

ve i) L

Sekil 5.9
di

i
oziim: Ri+L—=
¢ dt
. di .
4i+ O’OZE = 80sin 4007
Laplace doniistimii uygulanirsa;

80.400
44)i |+ 0,02|s€]i j— i(0) | = ———
(+o0te]- 0] 2240

if0]=0 “dir.

32000
fiY0,025 + 4) = —————
X ) s? +(400)2
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32000 1600.10°

“ [ + 007 Jo.02s +4) |52 + (800 s + 200)
_ 1600.10°
" (s—j400)(s+ j400)s +200)
Denklem kismi kesirlere ayrilarak;
1600.10° .4 B _C
(s — j400)s + j400)s+200) (s—j400) (s+ j400) (s+200)
Denklemin her iki tarafi (s — j400) ile garpilirsa;

1600.10° B(s - 1400) C(s — j400)
=4
(s + j400)s +200) (s+ 1400) (s +200)
A katsayistm bulmak i¢in s = j.400 konur.
_ 1600x10° Py )
(400 + j400) 400+ 200) /

B ve C benzer gekilde hesaplanirsa B =2(~2+ j) ve C =8 bulunur.
)= 2(—2—J)+ 2(—2+I)+ 8
s—j400 s+ j400 s5+200
= 2(=2- j)Xs + j400) N 2(=2+ j)Xs - j400) L8
(s — j400)(s + j400) (s + j400)s — j400) s+ 200
1600 - 8s 8 400 s 1
=2 7t =% 2 °3 > +8
+(400)* s+200 2 4+(400)°  s%+(400)° s+200
Ters Laplace doniisiim alinarak;
i = 4sin 4007 — 8 cos 400¢ + 8¢ ™
ilk iki terim /sin(4007 +0) formuna déniistiiriiliirse;

[=V4+8 =894 ve O=tan” (— %)= ~63,4°=-1107 rad.
i =8,94sin(400f —1,107) + 8¢

5.2.4 DC Kaynakla Siiriillen RLC Devresi:

Ornek 5.10: /=0 aninda anahtar kapatiliyor. Devreden akan akimi bulunuz. (Baslangicta
kapasite yiikstizdiir.)

Sekil 5.10
Coziim: 1. Devrenin diferansiyel esitligi:

, d 1¢
R1+L;;+—5£:dt—

2. Eleman degerleri yerine konarak Laplace doniistimii yapilir:
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6 4f;
225¢i]+1,5{s¢[i] - i(0)}+ 10%4i]_ 754
4,75s s

3. i(0)=0 ‘dir. (Kapasite ve endiiktansin ilk kosullart 0 aldugundan.)
f[i == 50.3
s +150s +140000

4. Laplace doniisiimii i¢in paydali diizenlersek

s +150s +140000 = (5? + 1505 + 5625 )+ 140000 — 5625
' = (s +75) - (~134000)
=(s+75) - j*(367)
=(s+75+j367)s+75— j367)
[] _ 50.3
T (s+75+ j367)s +75- j367)
Denklemi kismi kesirlere ayirirsak;
50.3 A B
(s+75+ j367Xs + 75~ j367) - (s+75+ j367) * (s+75-j367)
50.3 s (s+75+ j367)
(s+75-j367) s+75-j367
s=-75- j367 konarak;
4e 50.3 __503
75— j367+75- j361 - j374

= j0,0685

Benzer sekilde B =—;.0,0625 olarak hesaplanir.
: j0,0685 10,0685
ti)=—2 .

= 75+ 367 s+75—- 367
_ j0,0685(s + 75— j367)— j0,0685(s +75 + j367)

(s+75+ j367 s+ 75—~ j367)

. —j’s504 36
s?+1505+140000 " (s+75)(367)
b

Hatirlatma: E[e“” sin bt]= doniisitmii kullanilarak;

(s+ a)2 +b°
i=137¢"™sin367t [mA] bulunur.
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Ek.1. Diferansiyel, Hesap, integral, Cebir, Diferansiyel, Denklemler, Geometri, Trigonometri,
Olasilik ve istatistik alanlarinda kullamlan temel 6zellikler, bagntilar ve formiiller.
Kitabimiza ek olarak hazirlanan bu boliimde, gerek kitapta yer alan konular ve gerekse
diger bilim dallarinda yer alan belli bash tamimlar, 6zellikler, ozet bilgiler ve formiiller
verilmistir. Bu ek boliimde Analiz, Cebir, Geometri, Diferansiyel, integral, Diferansiyel
Denklemler, Analitik Geometri, Trigonometri,Logaritma, Fonksiyonlar ve benzeri Matematik
dallarindaki temel tanimlar, 6zellikler, 6zet bilgiler ve formiillerin yanisira Mithendisligin her
branginda kullanilan temel bilgiler, Olasilik ve Istatistik dallarina ait 546 adet
tanim,dzellik,5zet bilgi ve formiilden olugmustur.
Toplama =
g 1 D__eﬁisfne a+b=b+a
5 2 Ozelligi Garpma ab=ba
S
] Toplama ~ -
= 3 Birlesme a+(b+c)=(a+b)+c=(a+c)+b
2| 4 | OeMig a(b.c) = (a.b).c =( a.c)b = ab.c
(] Garpma
[T}
[
Oi's %azglll'ig? a(b +c) =a.b +ac
6 Toplama a+(-by=a-(+b)=a-b
ve
g 7 | Cikarma a+(+b)=a-(-b)=a+b
3 8 (+a)(+b)=(-a)(-b)y=ab
3 Carpma
= (+a).(-b) = (- a)(+b) = - (+ a).(+ b) = - ab
4
- ta_-a__zZa__*a_4
o B5ime tb_-b b _-b b
a —-d -y a
1 b h
12 Miktar = Temel x Oran
. .. _ Yeni Deger-Esas Deger
& 13 Yuzde‘ Degisim Esas Deger x %100
] " ..
E 14 YizdeHata = Olgiilen D.e.ger-Bllmen Deger o100
w BilinenDeger
S A'nin Miktan
2 A'nin Yiuzdek = x%l00
>| 15 fun Ylzdekanisim KarisimMiktar °
16 YiizdeEtki = X% 04100
Girig

135



17 En biiyiik n bit ikili say1 27 -1
0+0=0
0+1=1
18 Toplama 1+0=1
1 + 1 = 0 eldeli toplama
4
] 0-0=0
= 0-1=1 eldeli gkarma
119 1-0=1
. 1-1=0
5 Cikarma
i 10-1=1
[
ohud
20 A-B=A+(-B)
0x0=0
O0x1=0
21 Carpma 1%x0=0
Ix1l=
0 + 0 tanimsiz
" 1+ 0 tanimsiz
22 Bdlme 0+1=0
1+1=1
23 2" -1)-x
N bit x sayisinin
24 birinci tersi Bir sayinin birinci tersi 1’ lerin 0, 0’ larin 1 yapiimasiyla elde
-4 edilir.
9 Ters alma
$| 25 (2" - x)
g N bit x sayisinin
| 26 ikini tersi Bir sayintn ikinci tersi, birinci tersinin alinip bulunan sayiya 1
2 ilave edilmesiyle elde edilir
bt
27 Negatif ikili sayilar Eger M pozitif ikili bir say ise —M, M sayistrun ikinci tersidir.
28 Tamm a"=a*a*a*.... a
n adet a carpimt
29 Garpim x ) *(x")y=x"
a
30 Bdime x—,, =x
X
31 Kuvvet (x)' =x” = (x")"
g 32 I‘(j:rla\:::; Garpimin kuvveti (xp)" =x"*y"
-m x ! X"
D133 Balimiin kuvveti (—} ==
y y
34 0. Us x’ =1
a 1
35 Negatif s x = o
36 all" = aa
Kesirli lisler
37 amr =n'am =(%)m
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38 Carpimin kéku "«/ab = %%
o
(1T} " n
g| 39| Ko | Bolumin koka Ja_¥a
g b %
40 Kuvvetin koki a" = (% )"
41 iki kare farki a’—b*=(a-b)a+b)
iki -
g 42 | o iter | 1K kiip toplam @’ +b* = (a+b)a’ -ab+b?)
= .
E 43 iki kiip farki a’ —-b* =(a-b)a’ +ab+b*)
S 44 Carpanlara ayrma | Eger b* —4ac tam kare ise ax’ +bx+ ¢ carpanlanna
g testi ayrtlabitir
o
<| 45 Eder a=1 X +(a+b)x+ab=(x+a)Xx+b)
z % 3 » TS N
5 a¢ | Us terimliler uG.ertxel.lkllr)cn derece acx? +(ad +bc)x +bd = (ax + b)(cx +d)
g ¢ terimli
a 47 Tam kare {i¢ a* +2ab+b* =(a+b)’
S| 48 terimliler @' —2ab+b* = (a—b)*
49 | Gruplayarak ¢carpanlanina ayirma ac+ad +bc+bd =(a+b)c+d)
. ad a
50 | Sadelegtirme —=—
bd b
51 Carpma a.c_x
I —_——= —
& b d_bd
= . a ¢ ad ad
w=t | 52 Bolme ——_— .=
] b d b c b
¥
a, ¢ azc
53 Ayni paydalar —t—=
Toplama ve b b b
ctkarma a. c ad bc adtbc
54 Farkh Paydalar —t—=z—t—=
b d bd bd bd
55 Icler carpimt dislar carpimina esittir ad = bc
56 Dislar kendi arasinda yer deistirebilir d:b=c:a
a:b=c:d
E 57 | orantisinda igler kendi arasinda yer deistirebilir a:c=b:d
g 58 Igler ile diglar yerdedistirebilir b:a=d:c
Orant a:b=b:c
59 | Orta orantih
Geometrik ortalama b=1vac
60 Dodru yox yada y=kx
=
ot
[T k= Oranti 1 k
| 61 Ters yo— yaday = =
§ katsayist * Y =3
62 Bilesik y axw yaday = kxw
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LINEER DENKLEM SiSTEMLER{

63 axtby=c, | _be=bo v, @G -a  |bureda
ax+by=c, ab, —a,b, ab, —a,b, ab, —a,b, #0
_ byc ik, +bic,k; +byck, —bycky, —byc,k —bicsk,
Cebirsel ab,c, +abc, + a,bic, —ab,e, —abic, —a,bey
Cozim | ax+by+cz=k _ @G5k, +aycik +ayek; —aseik, —aick, —ajcik,
64 ax+byt+cz=k, a\b,c, +abc, + abie, ~ asb,c, —aybye, —aybiey
axtbyrez=hi | | abik +asbik, +asbik, = abik —abik; ~abiks
ab,cy +asbc, +abie, —asbye, —abyc, —a,bic,
65 Ikinci a b —ab. —ab
D 1“2 29
erece a, b,
a b ¢
66 _ Uglincii a0 b =aybyc; +asbic, +aybie, -
K2 derce 2 o (a;byc, + abyc, +aybicy)
a a; b ¢
é Determinantta b elemaninin isaretli minéri
g a b c d 5
67 g d e f| ise - ]
2 i
2 g h i 8
o Minérier | - —
Bir determinantin degerinin bulmak igin;
1. Herhangi bir satir veya siitun segilip isaretli mindri
68 hesaplanir..
. 2. Bu satir veya siitundaki her bir eleman ile o elemanin
] isaretli mindrii carpilir,
s 3. Bu garpimlar toplanarak determinantin dederi bulunur.
1
E Herhangi bir degiskenin ¢éziimi, paydasi katsayilar determinanti, payi ise
69 8 o degiskenin bulundugu slituna sabitler vektérii konularak elde edilen
a determinantin, hesaplanmasi ile edilen kesrin degeridir.
: L, .o
70 ¥ x=phoh Ve oyt o
- ] 4 " a b
g =~ a, b a, b
pv4
&
g kb ¢ a k¢ a bk
© kl b2 C2 aZ kl CZ a2 b’l k2
E ky, b, ¢ a, k, c a, b, k,
x xX= y= z=
71 5 A A A
- a b ¢
= |Burada;
urada ; A=la, b, ¢
a, by ¢
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Bir satirin ( veya siitun) biitiin elemanlan 0 ise determinant

bir matrisin ¢arpimi

72 Sifir satir veya siitun dedieri 0’ dir.
Esit satirlar veya - . . I e
- 73 stituniar Eger iki satir (veya siitun) egitse determinant degeri 0’ dir.
w - Py T -
- = = Eger temel kdgegen attindaki elemanlarin hepsi sifirsa
= 74 § Temel k.° segen determinantin dederi kisegen Uzerindeki elemaniarin
= altindaki sifirlar s
E = i carpimina esittir,
‘z 75 ) gjg:ﬁ;r'lls Eger satirlarla siitunlari (veya siitunlarla satirlar) yer
pet ol ) A
5 ‘3 yerdegistirmesi dedgistirirsek determinantin degeri degismez.
4 .
E 76 ,E Sgttm;::ya Iki satir (veya stitun) aralarinda yerdegisitirilirse determinantin
2 g erdegistirmesi isareti degisir.
w k] . . Bir determinantin bir sabitle carpimi o determinantin biitiin
E 77 Q Bir sabit ile carpim elemanlarinin o sayiyla ¢arpimi demektir.
= B'|'r satir veya Bir satir (veya siitunun) elemanlari bir garpanla carpilir ve
sttunun bir katinin o - - .
78 I dider satir veya siitunun ayni konumdaki elemanlarina ilave
digerine ilave edilirse determinantin dederi dedismez
edilmesi ' Smez.
79 Degisme ozellidi A+B=B+A
[5]
80 _.% Birlesme ozelligi A+(B+C)=(A+B)+C=(A+C)+B
[-%
81 L ool ) ab+wx a+w b+x
oplama ve Cikarma =
P ¢ cd)ly z c+y d+z
- . A ve B iki matris olsun. AB ¢arpim matrisi ancak A matrisinin
82 Garpilabilir Matrisler slitun sayisi B matrisinin satir sayisina esit iken tanimianir.
. P AB = BA
83 Degisme Ozelligi Matris carptminda degisme &zelligi yoktur
84 Birlesme Ozelligi A(BC) = (AB)C = ABC
85 Dagima Ozelligi A(B+C) = AB + AC
ﬁ 86 Carpimin boyutu (m x p)(p x n)=(m x n)
7]
':E_:' 87 Bir matrisin ve bir Pk b - ka kb
‘:: skalerin garpimi c d ke kd
]
1X2)2X1 X1
E. Bir siitun vektorii ve (x2x ) ax1
88 ® bir satir vektériiniin X
b skaler garpimi (a b)[y =(ax + by)
Bir satir vektorii ve (@X1)1Xx2) (2x2)
bir stitun a ax ay
89 vektSriiniin tensér —[x )=
carpimi b bx by
(1X2) (2X3) (1X3)
Bir satir vektorii ve u v ow
90 bir matrisin carpmi | (@ & = (au+bx av+by aw+ bz)
X y =
(2X2)(2x1) (2Xx1)
91 Bir stitun vektori ve

FTHEY
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(2X3) @BX2) 2Xx2)
u x
92 iki matrisin carpmi | [ 9 b ¢ yl= au+bv+cew ax+by+cz
b e f dutev+ fw dx+ey+ f2
Bir matrisin tersi ile A Alp_
93 carpimi AA=ATA=]
Bir matrisin birim CtAL
94 matris ile carpimi Al=1A=A
Bir denkiem
95 sistemin matris AX=B
g formu
'E 1. Herhangi satirlarin degisimi
- ' . 2. 0 olmayan bir sabit ile bu satirlari garpma
96 E E Bir matrisin 3. Bir satinn sabit carpiminin difer satira ilave
LE edilmesi
@ a
E:g ) AX=B formunun her iki tarafi A™ ile carpilarak X
S -
97 % Birim matris metodu bilinmeyenler vektorii asadidaki gibi elde edilir.
g Ters matris
98 yontemiyle denklem X=A'B
sistemi ¢oziimu
Genel 2 _
99 form ax’ +bx+c=0
100 | Quadratik _ —bi+b’ —dac
form - 2
a
L Eger b’ -4ac > 0 gergel iki farklt kok varsa
10 | Piskrimina Eger a,b ve c reel Eder b-4ac = 0 iki esit kok varsa
Y Eder b’ -4ac < 0 Gergel oimayan kokler
n. derece n n-l
102 polinom a,x" +ax" +..+a,x+a,
Carpan Eger f(x)=0 denkleminin k3kii r ise x-r f(x) polinomunun bir
103 & eor'::mi carpanidir; tersine x-r f(x) polinomunun bir carpani ise r, f(x)=0
denkleminin bir kdkuddir.
.| 104 Kesisen iki dogrunun ters acilari egittir.
€
Q@ =
'g 2! 105 Eger iki paralel dogruyu tiglingli bir dogru keserse olusan ydndes ve ic ters agilar esittir.
x3
106 Eger iki dogru birgok paralel dogruyla kesilirse karsilikli dogru pargalan orantihdir.
&
107 4 Kare Alan=a’
I3
x | 108 p Dikddrtgenler Alan=ab
w
-l
& |00 yalvs Paralelkenar Alan =bh
M i
=] @ Eskenar _
O | 110 Dértgen Alan=ah
4 a+b)h
111 @ Yamuk Alan = (——2—)
112 ( p Gokgen AgilafToplame (n-2).180
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113 Cevre =2mr = ntd
L
d 2
114 Alan =mr® = ”4
s
o | 115 Merkezag 10 (radyan ) = —
u r
= 2
. rs re
8 116 Kesit alam = —=—
W I d 2 2
g 117 1 dontig=2r radyan=360" 1" =60dak. 1min =60s
8 l1s Bir dik liggende???77?
A . it
119 , Bir cemberin AP tedeti OA yancapina diktir
120 tegetleri Teget AP = Teget BP
8 OP APB agisini ortalar
AT )
121 Kesigen ab=cd
kirigler ’
122 I hacim = a’
a Kﬁp
123 Yiizey Alam =64’
124 Hacim=1wh
b1 Dikdortgen
125 [ prizma YiizeyAlane 2(Ih+Iw-+hw)
Herhangibir
126 /T;ﬁ silindir veya Hacim = (taban afam)(yUkseklik)
- )’ﬁ prizma
e Dk silindir _ I
127 taban P veya prizma Yanal alan = (Taban gevresi)(ytikseklik)
4,
128 f i Hacim = —3—717‘
’."r Kiire
129 Y Yiizey Alani = 4nr’
Herhangi koni N . "
130 . g . . veya silindir Hacim=1/3(taban alani)(yiikseklik)
3 / /\\ i Dik dairesel
131 CLHF kg:'z‘g’ﬁryf Yanal Alan=1/2(Taban gevresi) X (yan yiiksekiik)
piramit
1 Herhangi koni h
132 AT veya diizgiin Hacim=—(4, + 4, + ,/A,Az )
h foo piramit 3
:' i Dik dairesel s
77 Kasike Koni koni veya _5 - ~2(P +P
133 diizgiin Yanal alan= 5 (taban cevrelerinin toplami) 5 (P+PR)
piramit
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134 Kati benzer sekiller veya diizlemin karsiliikn boyutian orantilidir.
Benzer diizlem veya kati sekillerin alanlari, herhangi iki karsilkly boyutun
135 oraninin karesi ile oranttidir.
Benzer katr gekillerin hacimleri herhangi iki karsikl boyutun oraninin kibd
136 ile orantiichr.
1
137 | n Alan = Ebh
Hero Formiili:
138 » Alan:,/s(s—-a)(s—-b)(s—c) burada s = ;—(a +b+c)
I¢ agilar on®
139 toplam A+ B+C =180
Sinis a b c
140 . = =
teoremi sin 4 sin B sin C
a’*=b>+c?-2bc cos A
Kosinlis 2 _ 2 2
141 teoremi b*=a"+c”~2ac cos B
c?=b*+b>-2ab cosC
142 & SN Dis Al 6=A4A+B
143 | Eger bir liggenin iki agisi diger bir liggenin iki agisina esitse,bu iki licgen benzerdir,
144 | Benzer iiggenlerin kargilikh kenarlan orantilidir.
145 Z,:j 8 Pisagor teoremi at+bt =¢?
Kargt Dik Kena
146 Siniis sin 9= L - 2L DI Ronar
r Hipoteniis
L x _ Komsu Dik Kenar
147 Teiggomarric Kosinis cos = —=—"———
Ruzias r Hipoteniis
) y _ Karsi Dik Kenar
t t = —
148 Tanjan an x Komsu Dik Kenar
149 Kotaniant (o= x _ Komsu Dik Kenar
otanjan co y Karst Dik Kenar
150 Sekant o= T Hipoteniis
exan sec x  KomguDik Kenar
151 Kosekant o r Hipoteniis
sekan cscP=—=—r e —
° y  Kargi Dik Kenar
. 1
152 | Ters Bagintlar | (a)sing =—— (b) cos@ = (3) tan@ =
csch sec@ cotf
Bir dik tiggende hipoteniise ait yiksekligin olusturdugu iki liggenden herbiri
153 & digerine ve ilk dik (iggene benzerdir.
A (a)sinA=cos B (d)cot4=tan B
154 | | A, Es fonksiyonlar | (b)cos 4 =sin B (e)sec4=cscB
Ave B timler agitar (c)tan A =cot B (f)cscA=secB
155 | iki {iggenin esligi Kargiliklt birer kenarlar: ve ikiger agiar ayni olan iiggenler egtir. (A.K.A) (A.AK)
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156

Karsilikli ikiser kenarlan ile bu kenarlar arasindaki agilar ayni olan Uggenler

estir.(K.A.K)
157 Kargilikli kenarlan ayni olan Gggenler estir. (K.K.K)
' ‘158 Kartezyen x =rcosf
159 Form y=rsing
160 p= / <+ yz
Kutupsal Form y
161 0 = arctan—
x
162 tan@ = sin @
Bolim cosf
Bafintilan cos@
cotd =
16 sin 8
184 sin®@ +cos’@ =1
Pisagor 1+tan?@ =sec’ @
165 | pagincier
166 1+cot’ 0 =csc? 0
167 sin(or & B) = sinarcos £+ cosasin f
168 | Ikiag farke cos(ar £ f) = cosereos f tsinasin B
veyatoplamt | .. . .. . .. - /}
4 tanottan
169 tange+ f) =-——-—
) @ g) _ Ittanortanf
170 sin 200 = 2 sin o eos o
3 @m . A 5 = 2
171 | Ikikatyay | o9 = o8l o —sin| cos2a=1-2sin*ar| cos2a=2cos’ a—1
formiilleri '
2tana
172 tan 200 = ————
1-tan @
o 1-costx
173 in— =+ |——
R
174 Yarim ag cosE =+ f_l:_cisg
formiilleri 2 2
(a) (b) ©
- i o 1-cosa
175 tang - 1-coso tang __Sin o an% =+
2 sing 2 l+cosa 2 q1+cosa
1
176 sina+sinﬁ=2sin—;—(a+l3)cosi(a—ﬁ)
B 1 1
177 | fki fonksiyonun sino; —sin B = 2cos 2 (& + B)sin E(a -B)
farkinin i :
178 toplami cosa—cosf = 2cos§ (a+ ﬂ)cos-i (x-P)
! 1
179 cosa—cosﬁ=25m—2—(a+ﬂ)sm-2—(a—ﬁ)
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180 sinasin 8 j-—lz-cos(a—[i)—%cos(a+ﬂ)
iki 1 1
181 | Fonksiyonun cosocos f§ = —cos(o — B)+—cos(a + B)
Garpimi 2 2
182 sinacos 8 =%sin(a+ﬁ)+—;—sin(a—ﬁ)
0 = arcsin C = arctan c
183 Ters - - 1- CZ
trigonometrik
o 2
184 fonksiyonlar 6 = arccos D = ,h _;) D
T Eger, b*=y ise x=log,y olur.
Ustel formun g
185 s Terside dogrudur.
Logaritmik ifadesi (y>0, b>0, b # 1)
186 Garpimlar log, MN =log, M +log, N
- M
187 Béliimler log, N =log, M —log, N
< M” = plog, M
E 188 Logaritma Kuvvetier log, plog,
. kurallan 1
< [189 KoKler log, YM =—log, M
g q
-l
190 1'in logaritmas log,1=0
191 Taban ile iis ayni ise log, b =1
192 |Taban ile iis ayn iken kuvvet alma log, 5" =n
193 | Taban degistirme log v = 0N o _InN
an degistir =—=
In10  2.3026
v R
§ L:d
194 |Kuvvet Fonksiyon | | &= y=ax"
)] { X
195 | Ustel Fonksiyon y=ab)™
—-—"‘ _a_____._.—-——tu
0 X
Seri . (xInb)?  (xInb)’
196 Acilimy b —1+xlnb+T+T+.... (b>0)
¥ PN
197 y=ae
Ustel Bilyiime In2
198 ¢ Yarilanma Siiresi t=—=
1 n
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Ustel Azalis

200

Bir iist limitle
iistel bilyiime

201

Zaman sabiti

Seri Agihmi
203 e’=1+x+L+L+L+...
20 3 4
v
204 | Logaritmik y=log, x
fonksiyon (x>0,6>0,b%1)
2¢° 24° 24’
Inx=2a4+—+-—+—+---
3 5 7
205 |Seri Agilim burada
x-1
a=—
x+1
206 y = asin(bx +c)
207 M Periyod = 3bﬂdeg/ cycle = 27” rad/cycle
Siniis dalgasi 3] b b
208 Frekans=—cycle/ deg =-—cycle/ rad
ap 360 n
ot
209 6 Faz Kaymasi = —%
3 5 7
210 smx=x——3'- xs_'__x_'_
Seri Acihmi > n 76
211 cosx=1-— XX
20 4 6l
212 {i nin kuvveti i=-1,=-1,=~i,i*=1,i=i,
213 a+ib
214 E| Toplamlar (a+ib)+(c+idy=(a+c)+i(b+d)
[+]
(1
215 q;, Farklar (a+ib)~(c+id)=(a—-c)+i(b—d)
216 § Carpimlar (a+ib)(c+id) = (ac —bd) +i(ad + bc)
. a+ib ac+bd  bc-ad
217 Bélme = T Ti— 3
c+id c¢‘+d ¢’ +d
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218 ' z=a+ib=r(cos® +isin@)
£ ) )
219 S a=rcos@
x
220 é b=rsin6
221 2! Burada
3 S r=+a* +b*
g = b
222 | & 0 = arctan—
) a
(IR 1]
223 : Z=rZ@ =a+ib
X E
5 [
224 o Garpma
| Reel K]
225 ’ S| Boime
5
¥ o
226 Usler ve Kokler
227 Euler Formiili re’® = r(cos® +i sin@)
228 E| Carpma re' - r,e’® = pr,e®*t)
g - e
] re™ I4
229 g Bolme =L
= ne” r
230 Usler ve Kakler (re”®)" =pre™®
g2
@ I
231 oE a,=a,,+d
28
Aritmetik Genel
232 Dizi Terim a,=a+(n-1)d
Ortak fark=r na+a)
233 5E s, = ——n’
ES 2
& O 2a+(n-1
234 EE s, H2at(n-1)d]
2
.
53
235 2E a,=ra,,
2 N
Genel n-l
236 h a, =ra
Geometrik Terim "
Dizi a(l—-r"
237 | ortak oran=r 5E 5, = ad-r")
ES 1-r
52 a-ra
238 FF s, =—02="
1—r
Sonsuz _ a
239 Toplam = ]—_—r‘ burada |r| <1
Binom u_ vy =1 Lo mn=1n-2) .., M
240 Aghm (a+b)' =d" +na"'b+ —-—2! avht + ———3! a" b+ +b
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r.terim=

n
(r-D{n—r+1)!

n=r+l g r-i

(a+b)" =a” +na" b+ ”(”2;‘1) a4 ”(”""];'(n“z) a" b+
bur.ada laj< |b] '
n(n-1 nn—-1%n-2) ;
(1+x)" =1+nx+ ( )2 M= Dn=2) 5
21 3t
burada |x] < 1
Aritmetik - 2 X
Ortalama x= n
Merkezi Yogunluk Bir seride tek sayida terim varsa en ortadaki
245 Olgiileri Medyan terim,seride cift terim varsa ortadaki iki terimin
aritmetik ortalamasi medyani verir.
Bir seride en ¢ok tekrarlanan veya gézlenen terim o
246 Mod serinin modudur.
- Bir serideki en biyuk deger ile en kiigik deger
247 Dedisim Aralig arasindaki farka dedisim aralit denir.
a2
" X—X
248 | Dagihm Olgiileri Varyans ( s%) s = —ZL—.)_
n
Standart - .
249 Sapma (s) Standard sapma, varyanstn pozitif karekokudar.
250 B:r olayin olma P(A) = A (31aymm eleman sayisi
olasihg Biitiin olayin eleman sayist
Bagimsiz iki olayin -
251 birlikte olma olasihig P(4,B) = P(A)P(B)
Ba§imsiz ikiden fazla
252 olayin birlikte olma P4, B,C,...)= P(AP(B)P(C)---
olasiigji
Olasilik Ayrik olmayan iki
olayin birlegiminin — _
253 olasiligi(A veya B P(A+B)=P(A)+ P(B)—P(4,B)
olay)
Aynik iki olayin
birlegiminin —
254 olasiigi(A veya B P(A+B) = P(4)+ P(B)
olay)
¥
255 | Gauss Dagilimi y= I g /20’
A av2r
o x
a s
256 grtalamanm standart| op =% _ _°
atas| Jn n
Standart Hata
Standart sapmanin a
257 hatasi SE, =—

147




Dogruluk Tablosu Venn Diyagrami Anahtar Diyagram | Lojik Kapilar
A BAB
258 mp| 900 C%» . e 4 5
01 0 e |
kesisim
10 0 i s
111 e
g A BA+B
- 00 0 ” A -
s g Z A+ &
‘2 |250 oR |01 1 o—r{ :j—o ;::}:}“’
w L™
> 10 1 .Birlc'a'm &
:g 1 1 l Aua‘o‘:x‘;!?
©
] _ 4
z A_4 o’ .
— B
3 |260 NOT | O 1 ot o0 o--{>o—-o
: o
A BAS®B W L b
P A 1 0 B
5 00 O %‘% o__("‘° A ek
261 8 01 1 P g:) }
Flelto oy ﬁ
§ 8 11 0 CEANE)
AND OR
262 Degisme ozelligi
AB=BA A+B=B+ A4
263 Sinirlilik dzelligi A4:-0=0 A+1=1
264 | .. |Birim dzellik A-1=A4 A+0=A4
(7]
X | Idempotent _ -
265 = | bzelii AA= A4 A+ A= 4
N — f—
266 | S |Tersiglem A-4=0 A+A=1
[
267 | ‘£ |Birlesme dzelligi A(BC)=(4B)C A+(B+C)=(4+ B)+C
Q
1]
268 | § A(B+C)= AB+ AC A+BC=(A4+B)YA4+C)
% Dagima &zelligi — —
269 | 8 A(A+ B)= AB A+A-B= A+ B
Absorption = =
270 Laws A(A+B)=4 A+(AB)=4
271 DeMorganKurall | 4-B= A+ B A+B=A-B
272 Us alma kurah j =4
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Uzunluk

d =J(ax) + (&) =(x, —=x)* + (3, -9’

Formilii
rise A -
m=——-—= = ————y2 i
Egim (m) crun A, x,—x
m=tan 8
0<0 <180°
Genel Form Ax+By+C=0
x-eksenine Paralel | y=b
y-eksenine Paralel | X =a
§ Standart Form y=mx+b
P4
-
w . - -
Q Iki noktas belli Yoh = u
2 X=X X=X
)§ Bir noktasi ve egimi | . _ Y " Vi
belli x—x,
X
Eksen Form —+ 2
a b
283 Kutupsal Form rcos(@—-B)=p
284 L, ve L, paralelse m, =m,
1
285 L, ve L, dikse m =-—-—
m,
. m, —m,
286 L, ve L, dogrulan arasindaki agt tang = ——
1+mm,
Ikinci derece erilerin gene! 2 2
287 denklemi(Konil?ler) 9 Ax* + Bxy+Cy* + Dx+ Ey+ F =0
Bir egrinin eksenlerinin déniigiimii veya kaydinimasi
288 Eksenlerin doniisiimi (Oteleme) : (h,k) noktasina eksenleri §telemek,x-eksenini h
kadar sola ve y-eksenini k kadar agagi dogru kaydirmaktir.
i cos
280 ” Dlgmer'kezllllk o= B
w ! cosQ
; /‘A e=0 ise Gember
200 ° [ Yool 0< e < 1ise Elips
x - e = 1ise Parabol
e > 1 ise Hiperbol
291 Bir konigin tanimi PF=e-PD
Konikler igin kutupsal ke
292 y = ———
denklem 1—ecosB
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293 Cember: Sabit bir noktadan esit uzakliktaki noktalarin kiimesi
294 %’ - £ x2+y2 =r?
i
[-4 5=
w o
0 °
2 |- 5
295 S \_/ & (x=-m?+(y—k)* =,
¢ EH ¥
296 Genel Form x*+y?+Dx+Ey+ F=0
297 Parabol:Bir diizlemde sabit bir nokta(Odak) ile sabit bir dogruya (Dogrultman) esit
uzakliktaki noktalar kiimesi
208 yi=4px
299 X =4dpy
¥
300 3 ¥ -k =4p(x-h)
g [y
¥
t E
301 T E [G=h)’ =4p(y-h)
=
& L} ¥ g
Cy’+Dx+Ey+F=0
302 Genel Form or
Ax*+Dx+ Ey+ F =0
303 Odaklar arasi uzakik L= | 4p l
. 2
304 Alan Alan = Eab
[
305 Elips: F ve F’sabit noktalanina (odaklar) uzakiiklan toplarm sabit ve blytik eksenin
uzuniuguna (2a) esit noktalar kiimesi ( PF + PF’ = 2a )
&
E 2 2
lg P uO_ i_. + .‘X_ =1
306 - —6} £ |a? #?
“ £ a>b
a
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~
~

¥y ox
a—2+;2—=1
a>b
_ 2 _ 2
Coh? G-k
a b
a>b

Ay 2
3 ST SN
a b

a>b

A +Cy* +Dx+ Ey+ F =0

310 Genel Form
A #C, ama ayni igaretli
311 Merkezin odaga uzakligi c=Aa*-b?
312 Odaklar aras) uzakhk c=+al-b?
- a_c¢
313 (Digmerkezlilik) e = ~d— =
314 Alan = mab
Hiperbol: F ve F'sabit noktalanina (odaklar) uzakliklan fark: sabit ve 2a noktalar kiimesi
315 v
PF - PF' =2a)
2 2
316 D
a b

—d

8

[~4 2 2
317 | & I o

T a b

¥
2 2

318 k G-h” -k _,

aZ b2
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(x=K)’ _(y-h’ -1
2

319 k >
TN a b
0 # Lx
AP +Cy  + Dx+ Ey+ F =0
320 Genel Form Y Y
A# C, AveC farkl isaretli
321 Merkezin odaga uzakiigi c=val +b?
2 b
322 E Yatay Eksen Egim=+—
.% Asimptotlann egimi - 2
323 Digey Eksen Egim = +—
a
1
324 l’iength of Latus L= 2b
ecturn
a
o.
325 Axes Rotated 45°:
xy =k
326 Limit Notasyonu lim f(x) =L
327 Apsisler-Ordinatlar farki Ax=x,~x,0y =y, -y,
. A . x+Ax) - f(x
D i 2y S8/
> Ar—0
328 Tirevin Tarmt A
= lim YT -y
Ax—0 Ax
d
329 Zincir Kural ii)—/- = -dl i
dx du dx
d(c
330 Sabitin tirevi -—(—) =0
dx
. . " d n n—l
331 Kuvvet fonksiyonunun turevi Ex = nx
332 Bir sabitle bir fonksiyonun d(cu) _ c du
garpimirun tiirevi e dx
>
333 & | xin kuvvetinin ¢ katinin tiirevi —ex" =cnx™!
:a dx
. d du dv dw
334 Toplamin tiirevi —WU+v+w)=—+—+—
dx dx dx
335 u'nun kuvvetinin ¢ katinin tirevi d(cu”) =cnu™} -‘-I—'i
dx dx
L d(uv) dv du
336 Garpimin tiirevi =y—+v—

ax Vx| dx
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d(uvw) _ w dv dv du

337 Uglii carpim tiirevi +Uw—+ vw—
dx dx dx dx
- Lo N terimin herbiri, kendi tiirevi ile diger (N-1) terimin
338 N terimin carpim tiirevi carpimindan olugur ve toplam terim sayisi N tanedir.
i dv
339 Bolimiin tirevi dfu)_"de dx
dx\v v?
d(sinu
340 ——L-———) =CcosuU—
dx dx
341 dlcosu) _ . du
dx dx
342 —‘-i—(tinx—u) =sec’ u%
Trigonometrik 3 »
343 fonksiyonlarin tirevi (cotw) _ .2,
dx
344 M=secu tanu—‘-ﬁ‘—
dx
345 _d_(_c_sc_yl = -~CSCu cotuﬂ
dx
P
346 disin"w) 1 _du .4
dx Vi-u? dx
-1
347 dcos"w) -1 du oy
dx Ji—y? dx
348 d(tan™ u) __ 1 du
Ters dx 1+u® dx
Trigonometrik =
3490 Fonksiyonlarn tiirevi dicot"u) -1 du
dx 1+u® dx
d(sec™ 1  du
350 (secu) _ lul>1
dx udu? -1 ax
d(csc™ ~1 du
351 (esc” w) _ lul>1
dx u\[u2 —-14dx
(a) (b)
352 d 1 du | d 1 du
—(1 =— — | —(og, u)= —
dx(og,,u) ulog,,edx dx( g, U) D dx
. d 1 du
353 Logaritmik ve Ustel —(Inu)= e
fonksiyonlarin tiirevi dx du
d . au
354 —b'=b"—Inb
dx dx
355 LA " au
dx dx
Maksimum ve Minimum noktalan bulmak igin birinci tiirev
. - alinip sifira esitienerek elde edilen denklem goztilir.Bu
356 Maksimum ve Minimum denklemin gziimii olan x dederlerine sabit noktalar denir

Noktalar

ve bu noktalar ekstremum ( maksimum yada minimum )
adayidir.
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f(xo)= 0 olsun.Eder, x, noktasinda birinci tiirev isaret
357 Birinci Tilrev Testi degistirirse, X noktasi ekstremum noktadir.
Eder, f'(x)=0 iken xo noktasinda:
— ) (%o ) > 0 ise noktast minimum
358 Ikinci Turev Testi f(Xa) <0 ise noktast maksimum noktadir,
f(xq ) = 0 ise test basgarisiz
e (xo)=0 olsun. Eder, x, noktasinda ikinci tiirev isaret
359 Bikiim Noktalan dedistirirse _noktasi biikim noktasidir.
X,
360 Newton Metodu ‘ Xppy =X, = Ll
7'(x,)
361 Diferansiyel (y'nin) dy = f'(x)dx
_ -
362 Diferansiyel ile yaklagik hesap Ay = ZAX
363 IF'(x)dx= F(x)+c
Belirli integral
364 [ fladv=F(x)+c) flx)=Fx)
The Fundamental
Theorem
i’ e 5
365 A= [ f(x)ds = F(b)- F(a)
a
- . -
366 Riemann Toplamlari ile A=lim Zf(x,. Ax = jf(x)dx
integral Tamimi A0 .
b ]
367 | Jerwan=cf s
b b b
368 : Jlre+g@las = [ f(x)ax+ [gx)ax
Belirli Integralin . o v
Ozellikleri b B
369 [fxyas=-[ fxax
a b
1] < b
370 [redx=[fde+ | flx)ax
a1 Orta Nokta A= fx*)Ax
= Metodu =
é burada; f(x,*), I.dilimin yiksekligidir.
:_é: Ortalama
372 x ordinat | A=y,(b-a)
& Metodu -
% Dilim genigligi egit degilse;
1
373 > Yamuk Kural 5'2‘[(x| _xo)()’| +)’u)+(xz "xx)(yZ +,V|)+"
+(x, =%, ), + Yoor)
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Dilim genisligi esitse, b =x, — x,, :

1
374 Ash[g(yo+yn)+y.+yz+~‘+yn-|]
375 Prismoidal A= ﬁ (o +4y, +,)
Formqu - 2 y(l yl yZ
; h
376 Sl;:]l::ﬁn AE-:;-(}I(, +4y, +2y, Hdy, +-Hy,  +,)
’ ,
377 im = dV = r’
. Hacim = dV = wr’dh
'§ ol
§ .
3
a ’ t
_ 2
378 - a . V-n:_[r dh
379 av =n(r,' -r")dh
5| 3
E | £
§ =
e | =
£ |3
g | F b
s | £ v=nf(n’ -r")dh
(8] a
g
0
8
381 dV =2mrhdr
3
®
=
s
S
= b
382 V= 2n_[rh dr
b 2
383 s =j 1+(‘—iy—] dx
dx

Yay
Uzuniugu
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d 2

384 s=| 1+(ii"- dy

W\
x-ekseni;

385 f dyY
E s=271,';|’.y ]+(E) dx
<
)

N x-ekseni;
386 g f a\
s=27tj.x l+[—) dx
’ dx
- 14
387 x=;_[X(,vz—Y.)dx
‘ - 1¢

388 " y=—f(Y|+Y2)(Y2—y|)dx
@ 24
f a
£
o x-ekseni;

389 3 -t
v x=7!nlm
x
3

y-ekseni;
390

d
T [yt
y—V.c[yx dy

391 1, =4r
392 I, = lj ¥ dx
3

393 I, = szy dx
304 Kutupsal:

Q=A+U

Radius of Gyration:
395 !

r=.,—

A4
Pe——]

Paralel Eksen Teoremi

396

[,=1,+ A%’
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397 j'”“’é o 1, = Mr
398 o — A dl =1 dh
{ -T"u mn
399 Haka wr:bw@;}«;;m dl ===(n" - r')dh
r“ff
400 Tabaka -1 ' - e dl = 2mmr’hdr
o
Disk Metodu:
Katilarin b
401 .4 dondurilmesi =T j v dh
- 2
Shell(Tabaka) Metodu:
402 1=2mm|r hdr
Paralel Eksen Teoremi
403 1, =1,+Ms?
Ortalama Ordinat Formuli:
]
404 _1
yavg —;:_a.!f(x)dx
Etkin (Efektif) Deger:
1 ¢
403 rms = |—— [[F(OF d
b-a?
Degiskenlerine _
406 Ayniabilen f(y)ydy =g(x)dx
407 | o S()dy = g(x)dx
=)
408 ﬁ M = d(_}i]
§ x X
w | integral Yontemi _
a9 | S yax-xdy ZXdy =d >
T
m —_—
410 5 5—@2—1?— = d(tan" 1)
o x‘+y x
a Mdx+Ndy=0
=) .
411 g Homojen D.D (y=ux) konarak
a12 E Form y+Py=0
E . Integral f Pdx
413 Lineer D.D Carpani R=e
414 Coziim yejrdx _ J Oe j Px d
415 gg E E Form ay" +by +cy=0
aWnNE P
z & | w |Karakteristik 2
416 E E ;z‘. § Denklem am’ +bm+c=0
Zhuwl 5 - Karakteristik o
~ae| 3 |S0zimFormu | niiemin Kokleri Gozim
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417 Reel ve esit degil y=ce™ +c,e™*
418 Reel ve esit y=ce™ +c,xe™
(a) y =e™(C, cosbx + C, sin bx)
419 Kompleks veya .
(b) y = Ce™ sin(bx + ¢)
420 Form ay” +by’ +cy = f(x)
ZZ
# <
g E r= Ye t Yo
421 O =i | Genel G8ziim Homojen Kismin PP
TO Coziimii Sa Taraf Coziimii
Bernoulli Denklemi & +Py=0y"
422 dx
Burada; (z = y]'") ddniistimd yapihr.
423 Tanim LfO1=[ f e dr
Laplace Doniligiimii 0
424 Ters Laplace | £ “'[F(s)] = f(r)
425 Euler X, =X, +Ax
Metodu Vo=V, + mpr
x,=x,+Ax
Dedgistirilmis
426 Euler m,+m,
Metodu V=Y, + —5
g
£ X, =x,+Ax
=3
& Vo =Y, + My, Ax
* 1
§ M =(g](m,,+2m,+2mx+mq)
3 _ g
427 | = | Runge-Kutta |”» 7 S Gips yp)
Metodu Ax Ax
m,=f1x,+-—,y,+m,—
2 2
_ Ax Ax
m,=f1x, +—2—,y,, +mr—-2—
m, = f'(x, +Ax, y, + m Ax)
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428 Notasyon u tu, tuy+etu, e
Limit limu, =0
429 Testi nmoe "
Kismi .
430 toplamiar "ll_l}l S, =S
testi
Yalansaklik
tleri o . u,.
e | Eger lim|—2!
431 g Oran testi "
* ran
K ' (a) 1’ den kiigikse, seri yakmnsaktir.
£ (b) 1’ den biiylkse, seri iraksaktir
(c) 1’ e esitse, test edilemez.
s
5 | Maclauren )
a2 | % | 70= O+ f@xs L0004 LG
Serisi n
o a "
233 f0= f@)+ f@ns-ay+ L2 )<x ~a ot LD may s
Taylor
Serisi n
n. terimden (x—a)
434 sonra kalan R,=—=———f “(c)
terim :
¢, a ile x arasinda
435 S(x)=a,/2+a cosx+a,cos2x+a;cos3x+---+a,cosnx+:
+b sinx+b,sin2x+bysin3x+---+b, sinmx+
1 n
436 a, == [f(x)
Periyod T
2 1%
437 burada a,=— [ f(x)cosnx dx
% -
1 n
438 b, =— j f(x)sinnx dx
r -
s a o 2mx 3mx
2 F(x)=—=+a,cos—+a, cos=—— +a; COs— + -
= 2 L L L
439 8
2mx 3mx
i b, sin— +b sm—+b sin—+-+-
2 L L L
= L
440 3 Periyod a, = ! j'f(x)dx
° -
2L LY
1% nmx
441 Katsayilar a, =— J f(x)cos —dx
L: L
1% nmnx
442 b =— x)sin —dx
"= j Fx)sin =
(a) Tek fonksiyontarin fourier serilerine agilimlan yalniz siniisli
443 Tek ve cift terimlerden olugur. (sabit yoktur)
Simetrik | fonksiyonlar (b) Cift fonksiyonlarin fourier serilerine agilimian yalniz kosinisli
dalga sekli terimlerden olusur. (sabit vardr)
444 Yanm dalga Bir dalganin fourier dantigtimleri yalnizca tek harmoniklere sahipse
- simetri yarim dalga simetri vardir
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Al Kangim A, B, C .... gibi Toplam karisim miktan= A’ nin miktani + B nin miktari +.....
, C e
A2 maddelerden olussun Her kansimin son dederi=
Baslangi miktar + eklenen miktar — ¢tkanlan miktar
P Final amount of A from mixture 1 +
A3 Iki karisim amount of A from mixture 2
A4 Akis miktan Akis miktan = akﬁ :g;u x akma zamani
A5 Yapilan is = is oran x galima stiresi
A6 Sabit kuvvet 15 = Kuwvet X Yol = Fd
bo—d e -
(e “ i
A7 torm Dejigken kuvvet Is= jF (x) dx
a
. . Toplam maliyet
A8 Birim maliyet Birim maliyet = _p____y__
Birimlerin sayisi
(2]
3 A9 Faiz: Basit faiz y=a(l+nt)
=z t=yi,
(r A10 a = ana para, n=faiz Yillik bilesik faiz y=a(l+n)
orant, y=biriktirilmis -
Al1 miktar Bilesik faiz (/m) zaman/yil y=al+—)"
m
F
Bir noktarin —
A12 MIC‘:—-/:——(L momenti M,=Fd
« Al13 Dikey kuvvetler toplami = 0
= Denge denklemleri _
E Al4 | (Newton’ nun birinci kanunu) Yatay kuvvetler toplams = 0
Al15 Bir noktadaki momentier toplami = 0
4
, Siirtiinme _f
Al16 m katsayisi u= N
AL7 Lineer Diizgiin hareket Uzaklik = oran X time
Hareket (Sabit Hiz) D =Rt
Diizgiin 2
ivmelenme tzamanda _ ar-
A18 (Sabitivme | yerdeistirme S=vl+ >
a, -
E A19 lI:aslamm; t amindaki hiz v=v,t+at
w 121
= Vo)
5 Serbest Newt
~ diigme icin, Newton’ nun =
2 A20 a=g=9.807 | ikinci Kanunu F=ma
a m/s*= 32.2
k ft/s?
Diizgiin Ortalama Hiz= Toplam alinan yol / Toplam
E A21 olmayan Ortalama hiz siire
E hareket .
T A22 Yerdegistirme §= Iv dt
ds
A23 vV=—
Ani hiz dt
A24 v= Ja dt
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. dv  d’s
Ani ivme a=—=—r"
dt_dt
Agisal 0=wt
oungin | Yeriftms
A27 hareket noktanin lineer v=wr
hiz
Acisal -
A28 yerdegistirme o .[ wdt
Donme d6
A29 Diizgiin w= m
olmayan Agisal Hiz t
A30 hareket w= ja dt
2
A31 A.glsal o= ﬂ = d—e-
ivme & il
(b)
A32 Yerdegistirme | () x =jvx dt y= I‘, dt
A33 (@ v, =— by v, = Q
dt C o at
Hiz ©
Lineer =
mall I A @ v=fad - foa
hareket @ 0]
a. = dvx a = jdiy_
i B Yoo
A35 Ivme
_d 2x _d 2y
dr? dr’
A36 X =X, COSW,t
Basit harmonik o 2
A37 hareket Sonimsiiz w = i 4
o % acisal hiz ' W
w
g w
E A38 * Serbest Dogal frekans f, ==
'.g sahmmlar 2n
E A39 (P=0) x=x,e"" cosw,t
w Eksik Séniimlii —
E Underdamped) | ssnimlii c
= A40 x ( ped) Sonum:::z Acisal w, = W"Z _ g2
% Pt Agin Soniimlii =
z AL | chrtiinme (overdamped) ¥=Ce™ +Che™
katsayisi = ¢ P
A42 Kuvvet Maksimum X = g
Titregimleri Sapma 0 \/’ 2.2 2 __2y2
Widaw” +(w, —w")
A43 Yogunluk Yogunluk = Kiitle / Hacim
A4 Kiitle Kiitle = Agirhik / Yergekimi ivmesi
A4S Ozgiil Agirhk SG = Madde Yogunlugu / Su Yogunlugu
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Bir ylizeydeki

A46 toplam kuvvet Kuvvet = Basing X Yiizey
A47 Suyun igindeki bir F=6 f ydA
ylizeye etkiyen -
A48 kuvvet F=58yA
A49 PH pH = -10 log konsantrasyon
" c=2(F-n
o AS0 Celsuis derecesi (C) ile = 6( -32)
5 Fahrenheit derecesi 5
= A51 arasindaki iligki (#) F= g C+32
. P
A52 Normal gerilim a=-—
a
’ e
A53 Uzama E=—
L
; PL
AS4 St . I E=2=
Modiil elastikiyeti
2 L’T ve o ae
w ass | Gerilme yada sikistirma Hooke Kanunu E=2
u £
5 A56 Sicaklikla genlesme Uzama e=ol Al
- . —
E AS57 | T Yeni uzuniuk L=L,(1+aAr)
W te ! Birim uzama e
| -
E As8 e ,( \ katsayisi €= I oAt
: it )
A59 o S Gerilme o=Ee=Ea At
Sicaklik degisimi= At
A60 | Sicaklik genlesme Gerilme kuvveti P=ac =aEa At
katsayisi = o
2 ul Bir yaya etki ed
A61 Y et " | F = yay katsayis1 X uzunluk = kx
uvvet
x -—<l ’
Gerilim
A62 Ohm Kanunu Akim = e.n ==
Direng R
A63 Seri R=R +R, +R, +
Direng Esdegerieri 1 1 1 1
A64 Paralel —=—t—t—
R R R, R,
AG65 Gigc=P=VI
p2
P=—
A66 Bir direncin giicii R
A67 P=1R
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Gevreler sBl;:rI;a;'Pah cevredeki gerilimlerin toplami
Kirchhoff Kanunu e — ”
A69 Dii§iimler ZIfI; rglllrgume giren ve ¢ikan akimlanin toplami
A70 | Sicaklikla direncin degisimi R=R[1+o(t—¢)]
Bir kablonun direnci L
A71 / r=PL
A L ‘ 4
A72 ' Seri R N N
ri e 4
Kapasitor Esdegerleri i €6 6 G
A73 Paralel C=C+C,+C;+---
Vgeriliminde C —
A74 kapasitesinin yiikii o=cy
A75 | Alternatif Gerilimi Sinusoidal Form Kompleks Form
ernatif Gerilimi
! v=V, cos(wt+¢,) V=V,
A76 | Alternatif Alam I=1,cos(wt+¢,) 1=1,2¢,
A77 Periyod P= E saniye
w
A78 Frekans f= 1 =2 hert=
P 2z
A79 Akim i= @
dt
A80 Yiik q= J.i dt coulombs
A81 Ani Akim i=C ﬂ
dt
- 1e.
A82 | & | AniGerilim V=— I idtvolt
= C
0
& | Dolmayada R E
A83 5‘ bosalma ==
aninda alkim I R
Bosalma p3 ¢ .
A84 aninda y=Ve VK
Gerilim
. 1
A85 Ani alam = ZIV dt [amper]
di
A86 Ani Gerilim v=L—
dt
Dolma aninda N PP 7}
A87 alam i= 7 (1-e )
R
_p~RiIL
Dolma yada L v=Ve
ASS bosaima £
aninda
gerilim
Seri RL Devresi
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Rezonans 1
A89 ®. = |—
Frekansi n LC
Direngsiz:
A90 Seri LC i= sinw, f
Devresi: ,
X
o .
A9l 3 =——e " sinw,t
S (O]
% 4
g Underdamped
A92 o = |2 R?
» =
"4
Seri |14 —avi .
A93 RLC Devresi Overdamped | i = — avian) _ ,(-a=icy
- K 2iw, L
Endiiktif N
A4 Keynak g i Reaktans X, =0l
A95 Kapasitif X 1
— Reaktans = oC
¢
Toplam _ _
A96 Reaktans X=X -Xc
x
g
A97 ~ Empedans | z | =vR* + X2 = |R?+| 0L L
4 wC
¢]
< X
A98 Faz agist 9= arctan-E
A99 Empedansin
kompleks formu| Z =R+iX =Z4¢ = Ze"
, V.
A100 Kararli hal akimi i, =—sin(of - )
Z
A101 | AC icin ohm kanunu V=2
Desibel cinsinden P,
A102 kazang yada kayip G =10log,, Fz dB

1
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