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ONSOZ

Sayisal analiz igerigi itibar1 ile disiplinler arasi bir matematik dalidir.igeriginde
miihendislikten sosyal bilimlere,teknik bilimlerden fen bilimlerine kadar ¢ok sayida dali
barindiran sayisal analiz konusu igine giren belli bash konular; mevcut verilere gore en
uygun egrinin uydurulmasi ve buna bagli olarak gelecek yillardaki satis, ithalat, ihracat ve
bunun gibi tahminlerin yapilmasi, bu verilere gore uydurulan egride maksimum, ortalama
ve etkin hatanin belirlenmesi, bir matrisin 6zdeger ve 6zvektdrlerinin bulunmasi, integrali
almamayan fonksiyonlar i¢in o egri altinda kalan alan hesabi, bu alanin bir eksen etrafinda
dondiiriilmesiyle olusan hacim hesabinda kullanilmasi ve diferansiyel denklemlerin
¢Ozlimiinde kullanilmasidir.

Ozellikle hata hesabinda adi duyulmaya baslayan sayisal analiz konusu, bilgisayar
teknolojisindeki gelismelere paralel olarak tek basina bir ders konusu olup diger matematik
konulartyla bire bir baglantisi itibari ile disiplinler aras1 bir ders olarak da ele alinabilir.

Bu nedenle, ¢alismamizin ikinci boliimiinde denklemlerin yaklagik ¢6ziim yontemleri,
lglincii  boliimde matrisler,determinantlar ve lineer denklem sistemlerinin ¢6ziim
yontemleri, dordiincii boliimde interpolasyon polinomlari, besinci bolimde Taylor ve
Maclaurent serileri, altinct bolimde egri uydurma, yedinci boliimde sonlu farklar, sekizinci
bolimde sayisal integral ve dokuzuncu boéliimde matematikte bilinen en OSnemli

yazilimlardan olan MATLAB ile ilgili konular yer almaktadir.

Ogullarymiz Ahmet Burak ve Furkan TEKTAS Ile

Onlann Nezdinde Istikbalimiz Olan Genglijfimize Ithafen. ..
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Sentetik Bolme ve Bairstow Metodu

Niimerik analizin biitiin alanlarinda kullanilan polinomlara fen ve
matematikte de bagvurulur. n. Dereceden x’in iislerini i¢eren P(x)
polinomunun gosteriligi;

M P(x)=ay X"+ an X"+ . +a; X2 +a X + ag

bu sekildedir. (a, # 0 ve ax = sabit) Bu béliimiin amaci P(x) polinomunu
degerlendirmek i¢in etkin bir metot gelistirmektir. Algoritma Hormer Metodu
olarak bilinir ve P (x), P (x), ...., P™(x) seklinde de genisletilebilir.
Fiziksel uygulamalarda polinomlarin k&kleri siklikla artar. Ornegin; bazen
derecesi 5 ten biiyiik olan polinomlarin kompleks koklerinden birinin reel
kism, elektriksel ya da mekanik sistemlerin stabilitesi ile iligkilidir. Eger
n=2 ise, P(x) polinomunun kdkii quadratik formiil kullanilarak bulunabilir
ve 3. ile 4. dereceler icin formiiller vardir. Fakat derecesi n = 5 olan
polinomlar i¢in belirgin formiiller yoktur. Eger hesaplamalarda kompleks
degiskenler ve kompleks aritmetikler uygulaniyorsa, kokler Newton-
Raphson metodu kullanilarak bulunabilir.Eger kompleks degiskenler
bilgisayarda mevcutsa, bu degisiklikler kolayca yapilir. Buna ragmen.
miithendislik ve bilimdeki ¢ogu problemler reel sabitli polinomlar igerir ve
gerekli hesaplamalar reel aritmetik kullanilarak yapilabilir. Bu durumlar i¢in
kullanilan metoda Newton-Bairstow veya Bairstow metodu denir ve
quadratik sentetik bolmeye dayalidir.

Teoremlerin ispati kompleks degiskenlere dayanmaktadir.

Teorem 1.1 [Cebirin temel teoremi] P(x), (1) de verildigi gibi derecesi n>1 , reel veya
kompleks sayilariay, aj, ..., a, ve a,#0 olan bir polinom olsun. P(x) i sifir
yapan en azindan bir tane kompleks z sayis1 vardir.

Sonu¢ 1.1 [P(x) polinomunun sifira esitlenerek , carpanlara ayirma yontemi ile

koklerinin bulunmasi] n. dereceden P(x )polinomunun Xy, X1, ... , X, gibi n

tane kompleks kokii vardir. Eger tiim kokler (x-x;) seklinde yazilirsa, P(x)

asagidaki gibi ifade edilebilir:

Q) P(-x}=ﬂn[:x_xt){x_x2}-' '{I _-xn)-

Teorem 1.2  [reel sabitlerin a; olma durumu] n. derecedeki P(x) polinomunun biitiin reel
sabitleri a; ise ve bu polinomun kokii a+bi ise, a-bi kompleks sayisi da P(x)
polinomunun bir kokiidiir. Buradan karmasik kok ¢ifti olusur ve bu iki kok
quadratik carpanla iligkilidir.

1

3) x*—rx—s=x"—2ax +a*+ b =(x—a— bi)(x —a + bi).
P(x) j lineer carpanlariin ve k quadratik ¢arpanlarinin iiriinii olarak
agiklanabilir, n=j+2k olan durumlarda, o 4 , friy sifizt reel say1
oldugunda;
) Px)=a,(x —x) ... (x = x)(x* = rix —5)) ... (" = rex — 5),



Ornek 1.1: Asagidaki polinomlari ¢arpanlarma ayiriniz.
Pyx) = x'— 6x" + 9x" + dx — 12
Pix) = x° — x* + 3 — 9x* + 16x — 10
Céziim: i1k polinomun reel kdkleri x;= -1, x,=2, X3=2 ve x4=3 tiir.
Py(x) = (x + 1)(x — 2)*(x - 3)
Ikinci polinomun 4 kompleks k&kii ve bir reel kokii vardir. Bunlar;
x1= -1+21, x,=-1-21, Xx3=1+1 , x4=1-i ve Xs=1 dir. Quadratik ¢arpanlar

(x*+2x+5) ve (x*-2x+2) dir. Bu ¢arpanlardan sirasiyla x;,X; ve X3 X4 kok
ciftleri bulunur. Boylece Ps(x) asagidaki gibi ¢arpanlarina ayrilir:

Pi(x) = (x — 1)(x? + 2x + 5)(x? — 2x + 2)

Bir Polinomun Co6ziimlenmesi
P(x) n. dereceden bir polinom olsun;
(5) P(X)=an X"+ any X"+ . +agxi+a X +ag
Bir polinomun ¢oéziimlenmesi i¢in Horner metodu ve ya sentetik bolme
olarak bilinen algoritma yazilirsa;
Ps(x) asagidaki gibi yazilabilir;

Ps(X)= ((((asx+as)x+ag)x+ az)x+ az)+ao

z’nin sabit oldugu varsayilan durumlarda P(z) yi ¢6ziimlemek i¢in, P(x)
polinomu (x-z) ye boliiniir. Sonug su sekilde yazilir.

(6) P(X)=(x-2)Qo(x)+ Ro

Qo(x), (n-1). dereceden bir polinom ve Ry da sabittir.
Qo(x) su sekilde segilirse;

(7) Q(X)=bx" + bpax™? +.....+bax* + box +b;  olur.
Ro=by kabul edilirse esitlik su sekilde yazilir.
(8) P(X)=(X-2)(bnX"™ + bnaX"? +......+ bax? +box + by ) +bg
Yukaridaki denklem x’in kuvvetleri seklinde yazildiginda
(9) P(X)= bnX" + (bt — zby) X" +.....+ (b2 — zbs) X* + (by — zby)X + by - zbs

by sayilari (5) ve (9) nolu denklemlerdeki X" sabitleri ile karsilastirarak
bulunur. Bu durum Tablo 1.1 de gosterilmistir.



Tablo 1.1: Horner metodu i¢in by sabitleri

k

X (5) ve (9) nolu denklemlerin | by nin ¢éziimii
karsilastirilmasi

x" a,=b, b,=a,

Xn-l an—l:bn—l' an bn—lzan—1+ an

X~ .ak:bk - Zby+1 by-ax +zbx+

XO éozbo —zb; bo=ag + zb;

P(z) nin degeri by oldugu (6.) nolu denklemde goriilebilir ve Rg= by
oldugundan dolay1 denklem su sekilde yazilabilir.

(10) P(2)=(z- 2)Q(2) + Ro=0Qo(z) + bo = bo

by i¢in yinelenen formiil kisaca asagidaki gibidir.

(11) bp=anve by=ax +zbys+1 (k=n-1,.....,2,1,0 i¢in )
Yukaridaki denklemlerde z degiskeni tanimlanmustir; boylece (x-z )
doniistimii kullanildi. 11 nolu formiildeki z, x ile yer degistirilirse; P(x)= by

olacaktir. Bu durum tablo 1.2 de gosterilmistir.

Tablo 1.2: Sentetik bélme islemleri i¢cin Horner tablosu

ﬂ.lr dﬂ-—l H“..: 5 a ﬂ_.- B ﬂl ﬂl HL
x xh, xbyy oo xbpy ... xby xby xb
bn hn 1 h; ¥ bJ,- ﬁ;- hl Dy = ."'I::'l;;l

Ornek 1.2: Asagida verilen polinomu x=3 i¢in ¢dziimleyiniz.



P(x) = x* = 6x* + 8x* + 8x? + 4x — 40.

Coziim: as=1, a,=-6, a;=8, a,=8, a;=4 ve a;=40 sabitleri ve x=3 degeri
Tablo 1.2 de yerine konulursa;

Tablo1.3:
i I3 dy dj dy @ dy
1 -6 B 8 4 —40
X =3 i =9 =3 15 57
1 -3 =1 h) 19 l’.|'=.|"‘|{3:| =

Buradan P(3)=17 bulunur.
Tiirevin Hesaplanmasi:

n. dereceden P(x) polinomu (5 )nolu denklemdeki gibi alindiginda, (6) nolu
denklemin her iki tarafina da tiirev uygulanirsa sonug asagidaki gibi olur.

(12) P'(x)= Qo(x) + (x-2)Q'(X)
Buradan P'(z) hesaplanirsa;
(13) P'(2)= Qo(2)* (z-2) Q'(z) =Qo(z) ~ olur.

Qo (2) yi hesaplamak icin sentetik bolmeden faydalanilabilir. Onceki yaklasim
kullanilarak Qy (x), (x-z) ye boliiniirse;

(14) Qo(X)= (x-2)Q1(X) + R1  elde edilir.

Qi(x),

(15) Q1(x) = cX"? + CraX™3 +...+ Cax + C; olarak
ve R; = ¢; alindiginda esitlik su sekilde yazilabilir.

(16) Qo(X) = (X-2)(CoX™? + Cax™3 +....+ Cax + C2 ) + C;



16 nolu esitligin agilimi yapilarak ve (7) nolu esitlikte verilen x* sabitleri ile
karsilastirilarak ci sayilar1 bulunur. Q,(z) sabitlerini hesaplamak i¢in
kullanilan yinelemeli formiiller agagidaki gibidir:

(17) cy=by, ve Cx=bk+zCk+1 (k=n-1, ...., 2,1 i¢in)

(13) ve (14) nolu denklemlerde goriildiigii gibi P' (z) nin degeri ¢ dir. Ry=c,
oldugundan, asagidaki denklem yazilabilir.

(18) P'(2) = Qo(2) = (z-2)Q1(z) + R1=0+R1=¢;

z degiskeni tamimlandiginda (x-z) carpani kullanilabilir. (17) nolu denklemdeki
z, x ile yer degistirilirse sonug P'(x)=c; olacaktir. Bu durum agagidaki tabloda
gosterilmistir.

Tablo1.4: P(x) ve P'(x) i bulmak i¢in Horner tablosu

dy dp] g3 --- g a7 ay 2y
x | xb, Xbpoy -0 Xbpoy ... XxXby Xy xb,
b, [/ D43 e by . b4 [} ‘ ﬁ'E=P{-\'j
Xi, Al vas Xlppp a0 XCy X'y
by Cacy Caog s+ Cp T . ey = P'lx)

Ornek 1.3: Asagidaki polinom igin P'(3) ii hesaplaymiz.
P(x) = x* — 6x* + 8x* + 8x? + dx — 40
Coziim: bs=1, bs=-3, b3=-1, b=5, bj=19 ve by=17 sabitleri 6rnek 1.2 de

bulunmustur. Tabloda x=3 yerine konuldugunda cy sabitleri asagidaki gibi
hesaplanir.

1 -6 & 8 4 —40
x=3 i =9 =3 15 57
1 -3 -1 3 19 17 = P(3) = by

1 0 -1 2 | B5=P(3) =g

Buradan P'(3) = 25 olarak bulunur.



Not: Horner metodu yiiksek mertebeli tiirevleri bulmak i¢in de kullanilabilir.
Burada 6ncelikli amag polinomun reel koklerini bulabilmek i¢cin Newton
metodu ile Horner metodunu birlestirmektir. Polinomda x yerine pg
yerlestirildiginde, by=P(po) ve ¢;= P'(po) hesaplamak i¢in (11) ve (17) nolu
esitlikler kullanilir. Bir sonraki adim igin, p;= po-be/c; “Newton-Raphson
formiili” kullanilir.
Ornek 1.4: po=3 i¢gin asagidaki polinomun reel koklerini bulunuz

P(x) = x* — 6x* + 8x% + 8x? + 4x — 4D,
Newton metodu ile Horner metodu kullanilir ve p; ve p, degerleri igin
hesaplanir.

Coziim:1.2 ve 1.3 nolu ornekleri kullanarak,
p1igin;

pi=3- — =3-(17/25)=2,32

P(2,32) ve P'(2,32) degerlerini hesaplamak igin x= 2,32 degeri tabloya
yerlestirilirse;

1 =600 80000  2.0000 4.0000 = 40,0000
2.32 232 85376 —1.2472 15.6664 45.6261

1 =368 -—0.5376 6.7528 196664 56261 = P(2.32)
232 =31552 —8.5673 —4.2006

1 —136 -3.6928 —1.8145 15.4568 = P'(2.32)

P, i¢in;
P(2,32)
P=2,32-— =2.32-(5,6261/15,45682)=1,9560 olarak
P'(2,32)

bulunur.



Deflated Polinomlar

Ornek 1.4 de p1, 2, .... seklinde tekrarlandiginda, z=2 degeri icin sifira
yakinsamaktadir. Sentetik bélme P(x) in ¢arpani olarak kullanilabilmekte ve
P(x)=(x-2)Q(x) seklinde yazilabilmektedir.

1 -6 8 8 4  —40
x=12 2 -8 0 16 40

—

1l =4 0 &8 20 ] 0= P2
-

Eger P(x) in diger kokleri bulunursa, bunlar Q(x)= x*-4x>0x*+8x+20
polinomunun da kokleri olmalidir. Burada Q(x) polinomuna deflated
polinomu denir, ¢iinkii bu polinomun derecesi P(x) polinomundan bir eksiktir.
1.4 nolu 6rnekte Q(x) polinomunu Q(x)= (x*+2x+2)(x>-6x+10) seklinde iki
carpan halinde yazmak miimkiindiir. Boéylece P(x) polinomu su sekilde
yazilabilir:

P(x) = (x = 2)(x* + 2x + 2)(x* — 6x + 10),

Bu polinomun 5 kokii ise 2, -1+i1, 3+i seklindedir.

Kokleri Bulmak I¢in Tuzaklar

Yiiksek derecedeki polinomlar kiigiik degisimlere karsi biiyiik farkliliklar
gostermekte yani kiiciik degisimlere ¢cok hassas olabilmektedirler. Ayni
zamanda kath koklerde yuvarlamadan dolay1 rakam kaybina neden
olabilmektedir. Bu nedenlerden dolay1r Newton metodundaki P(xy)
fonksiyon degeri ile diizeltme terimi olan P(xy) / P'(xy), en yakin Kokii
elde etmek icin xy, xx+1 den daha basarisiz olabilmektedir.

Ornek 1.5:
Plx)=x —6x* + 8 + 2% = 9x + 4= (x + )(x = 1)P°(x — 4)

polinomu i¢in x=1 e yakin olan kdkleri bulunuz.

Coziim: xo= 1,005 tahmini yapilirsa,5 ondalik kisim alinip x; su sekilde
hesaplanir.

1.00000 —6.00000  8.00000 2.00000 —59.00000 4.00000
1.00500 —5.01998 2.99492 5.01989 —4.00001

1.00000 —4.99500 298002  4.99492 =3.98011 —0.00001 = P(xg)
1.00500 —4.005995 —1.03508 3.97964

1.00000 —3.99000 -—1.02993  3.95934 —0.00047 = P"(x;)




Buradan x; su sekilde bulunur:

—0.00001
—0.00047

xp = 1.005 = = (.98372.

Yapilan kabuldeki hatalar ise su sekildedir:

ey = 1.00500 — 1.00000 = 0.00500 and e; = 0.98372 — 1.00000 = —0.01628

Boylece Newton metodunda uygulanan bu diizeltme adimi basarisiz olmustur.
Bu bir yuvarlama hatasidir. Eger P(x) in ¢arpan1 kullanilirsa, P(1,005)=-
0,0000007506218 olur. Bu basarisiz olmus bir sentetik bolme islemidir. Cilinkii
burada virgiilden sonra sadece 5 ondalik basamak alinmig ve 0,000001 e
yuvarlanmistir. Bu nedenden dolay1 da P(1,005) i degeri -0,00001 olarak
hesaplanmigtir.

Algoritma:[Bir Polinomun Reel Kklerini Bulma |

1

P(x)=awx" +ay_x" '+ ... +ax+ax+a

Polinomu igin P(x) ve P'(x) degerlerini hesaplamak i¢in sentetik bolme
kullanilir. Newton metodu reel kokleri bulmak icin kullanilmaktadir. Eger bir
kok olan z bulunursa, polinom P(x)=Q(x)(x-z) seklinde yazilir ve diger kokleri
bulmak i¢in de Q(x) polinomu ¢oziimlenir. Buna Deflatation denir.
Quadratik Sentetik Bolme

n. dereceden P(x) polinomu (5 )nolu denklemdeki gibi ve quadratik terim ise
x-rx-s seklinde alindiginda, P(x) polinomu su sekilde yazilir:

Px)=(x>—rx —35)Q(x) + ulx —r) + v

Burada P(x), x>-rx-s terimine béliiniirse kalan u(x-r)+v dir. Q(x) polinomunun
derecesi n-2 dir ve polinom su sekildedir;

O(x) = byx"2 + by x" 4 4 bx? + byx + b,
Eger b;=u ve by=v alinirsa, denklem su sekilde yazilir:
Px)=(r—rx —s)(bx" 2 + bpyx" 2 + ... + bix + by) + by(x — r) + by

Ifade genisletilip P(x),x in kuvvetleri seklinde yazildiginda ;



Plx)=bx"+ (b,_y — rb)x"" + (b,_y — rb,_y — sb,)x"?
+ ...+ {b.ﬂ — rb“] —.Sbk_'_:}_"k L T {b| — rb: e Sbj).r
+ I!J‘u— r.b] —sz.

by sayilari, yukaridaki denklem ile (5) nolu denklemdeki X" sabitleri ile
karsilastirilarak bulunmaktadir.

Q(2) nin by degerlerini hesaplamak i¢in gerekli formiiller ise
k=n-=-2n-3,...,1,0.
i¢in su sekildedir:

by,=a,, b,_i=a,_+rb,
.I!Jk =da; + fb;;_,_l + 5bi.s

Hesaplamalar yapilirken, ay degerleri satirlara yazilir ve
bk — ﬂ'* + rka + Sbk*—z

Toplam1 hesaplanir. Her by s ve r degerleri ile ¢arpilir ve bir sonraki iki kolona
yazilir.

Tablo 1.5: Quadratik Sentetik Bolme

0y g da_2 Bz ... g e i3 a2 dp
sh, shoy ... Sbiyy ... s5hy LN

rb, rhy_y rbo_3 ... rbiy ... rh rby rhy

ba  bat baz bay ... By ... B | b by

Ornek 1.6: P(x)= x’+ 6x*-20x*+20x+8 polinomunun (x2+2x—3) ile nasil
boliinecegini gostermek i¢in quadratik sentetik bolmeyi kullaniniz.

Coziim: Burada Tablo 1.5 e gore r=-2 ve s=3 olarak alinir.

1l 6 0 =20 2 8
5 =3 312 -15 6
r=—2 -2 -8 10 -4 -6
1 4 -5 2 38



ALISTIRMALAR

Asagidaki alistirmalarda Horner Metodunu kullanarak

a. 7o 1n P(x) in bir kokil oldugunu gosteriniz. Qo(x) polinomunu bularak
P(x) =(x- zp)Qo(x) seklinde yaziniz.

b. Qo(z1)= 0 esitligini gosteriniz. Q;(x) 1 bularak Qo(x) =(x-z;)Q1(x)
denklemini yazinz.

¢. a vebden P(x) =(x-z0)(x —z1)Q1(x) 1 denklemini olusturunuz.

d. po ve Newton metodundan faydalanarak p; ve p, yi bulunuz.

L Px)=x*+ X — 13x" — x + 12,

(@) zo=3; (b)z;=-1; (c)kalan kokleri bulunuz. (d) po=1,1
2. P(x) =x"+ x’ = 212" — x + 20.

(a) zo=4; (b) z;1=-1; (c) kalan kdkleri bulunuz. (d) po= 1,1

LP(x)=x"—2 -7 + 8x + 12

10



(@) zo=3; (b)z;=2; (c) kalan kokleri bulunuz. (d) po= 2,1
4. P(x) = x' —dx’ = 3x7 + 14x - 8.
(a) zo=-2; (b) z;=4; (c) kalan kokleri bulunuz. (d) po=1,1
5 P(x) = x* — 6x' + 9x% + 4x — 12.
(a) z0=2; (b)z;=-1; (c)kalan kdkleri bulunuz. (d) pe=2,1
6. P(x) = x* — 5x" + 6x% + 4x — 8.
(a) zo=-1; (b) z;=2; (c) kalan kokleri bulunuz. (d) po= 2,1
7. P(x) n.dereceden bir polinom olsun. z sabit bir Reel say1. Sentetik

bdlmenin P®(z)/ k! hesaplamak igin kullamlabilecegini gosteriniz. Ipucu:
asagidakileri gosteriniz.

P(x) = Qolx)(x — z) + Ry, Ry = %
Qulx) = 0y(x)(x — z) + Ry, R|=P](|:}
Q,(x) = Qalx)(x — 2) + Ry, R3=%(!"_:I,_

. _ PUU(z)
Qn—i(x) = Qn—i{x}{x - 1-} + Ra_1, R.‘_| = {:n — l}l .
Qu1(x) = Qulx)(x = 2) + Ru, R, = F‘u

Alistirma 8-11 de; 7 deki sentetik bolme metodunu kullanarak P(2), P'(2),
P"(2), P® ve P ii bulunuz.
8 Plx)=x*—d4x’ =3x" + 14x -8

9, P(x) = x* — 2% = Tx? + 8x + 12
10. P(x) = x* — 67 + 9x7 + 4x — 12
1L Plx) = x* = 5x" + 6x" + 4x — 8

11



BOLUM 2

2.Denklemlerin Yaklasik Coziim Yontemleri
2.1. Koklerin Varhg: ve Tekligi:

Bu boliimde bir bilinmeyenli denklemlerin yaklagik ¢dziim metotlar1 verilecektir. Bu
metotlara gegcmeden Once yapilmasi gereken sey koklerin varligi, bulunduklari araliklarin
tespiti ve bu araliklarin miimkiin oldugu kadar daraltilmasidir. f ( x ) cebirsel veya transandant

fonksiyon olmak iizere bir bilinmeyenli bir denklem her zaman;

seklinde yazilir. Béyle bir denklemi ¢6zmek icin su iki hususa dikkat edilmelidir.

i) (1) denkleminin koklerinin varligini, tekligini ve bu koklerin bulunduklari araliklari
belirlemek i¢in bir kritere ihtiya¢ vardir. f(x) fonksiyonu [a, b] araliginda siirekli ve

f(a) . f(b) <0 ise f(x) = 0 denkleminin [a, b]’ye ait en az bir kokii vardir.

Geometrik Anlamm : Siirekli bir fonksiyonun grafiginin bir parcasina ait u¢ noktalar1 Ox-

eksenini en az bir noktada keser.

fib)
a /_\ :
i 2 b
f(a)
Sekil 2.1
ii) Fazla olarak f(x) fonksiyonu [a, b]’de monoton ise, [a, b]’de f(x) = 0’1n tek kokii vardir.
TORNIA
a .
i b a
fia) £k
Sekil.2.2.a Sekil.2.2.b

f(a) . f(b) <0, fsiirekli ve f monoton ise x, € [a, b] tektir.
Buna gore, (1) denkleminin reel koklerinin tespiti i¢in f(x)’in monoton oldugu araliklari

tespit etmek yeterlidir.



Ornegin 3 x; ve X (x;<Xp) ig¢in f'(x)=0 olsun. Boylece, tespit edilen (-oo0, X, ],

[X1, X2], [X2, +o0) araliklarinda f(x) siirekli ve bu araliklarin u¢ noktalarinda f(x) zit isaretli
deger aliyorsa (1) denkleminin géz 6niine alinan araliklarda reel kokleri mevcuttur. Sayet, f(x)
fonksiyonu [a, b] aralig1 boyunca siirekli, monoton fakat bu araligin uclarinda ayni isarete
sahip ise (1) denkleminin [a, b]’de hicbir reel kokii mevcut degildir.

Daha 6nceden de bilindigi gibi géz Oniline alinan bir [a, b] araliginda f '(x) > 0 ise f(x)
monoton artan, f '(x) < 0 ise f(x) monoton azalandir. Ayrica su hususu da ihmal etmemek
gerekir. f(x)’in [a, b] araligi boyunca isaret degistirmedigini fakat bu araligin belli bir
xonoktasinda f ¢ (x,) = 0 oldugunu farz edelim.

f(a) Fik) EY

)
)

fliz)=0 b f'zg wok b
Sekil.2.3.a Sekil.2.3.b
Asikardir ki boyle bir durumda f'( x,) mevcut degildir.Bazen, f'(x) = 0 denklemi
f (x) = 0 denkleminden daha basit olur ve kdkleri ayirma problemiyle daha basit ¢oziilebilir.
Eger (1) denklemi cebirsel ise f'(x)’de cebirseldir ama derecesi bir azalir.(Sekil.3.a.b)
Ornek.2.1: x’ —x — 1 =0 denkleminin koklerinin bulunduklar1 araliklar ayiriniz

Coziim.2.1:f (x) = X —x—1lise f '(x) = 3x*—~1 = siireklidir. Simdide monoton araliklart

bulalim.
-1 1
X — 00 f ﬁ + oo
' |+ + + % «% + + +
) =
f® Monoton Artan V3 Monoton Azalan V3 Monoton Artan
V3 . .

= [Y7 /3, 0) arasinda bir tek kok vardir.

f(I)=-1<0 ve f2)=5>0 Tek reel kok [1, 2] araligindadir.
y =f (x) fonksiyonunun kolayca cizilebildigi hallerde f (x) = 0 denkleminin kokleri egrinin

Ox-eksenini kestigi noktalar bulunarak elde edilir.



Ornek.2.2: Cos x — x> = 0 denkleminin kéklerinin bulundugu araliklar1 bulalim.
Coziim.2.2: y=Cos x ve y=x" fonksiyonlarinimn grafigi ¢izildiginde bu iki egrinin kesistigi
X1 ve Xz noktalar1 ki bu noktalar denklemin kokleri olup asagida verilen aralikta

bulunurlar(Sekil.4).

1%
?ﬁ: ng. 0

Sekil.2.4

2.2. Bir Denklemin Kékiiniin Yaklasik Degerinin Hesabu:

f (x) = 0 denkleminin [a, b] araliginda x, gibi bir kokiiniin oldugunu kabul edelim. x, kokii
yerine [a, b] araliginda bulunan herhangi bir ¢ degerini yaklagik kok alabiliriz. Mithim olan,
neticedeki X,— ¢ hatasinin goéz Oniine alinan problem i¢in miisaade edilen hatay1
agsmamasidir.x, kokiiniin degeri bilinmediginden x,— ¢ hatas1 da hesaplanamaz.

Bu nedenle, hatanin mutlak degeri icin bir iist siir belirleyecegiz. Yani kokiin verilen
yaklasik bir degerinin, mutlak hatasini inceleyecegiz.

A(c)>|xo—c| )
Xo, @, b] araliginda olacagindan ;a <x,<b yazilir. 3)
Buna gore, (2) ve (3) ‘den ¢, [a, b]’nin neresinde olursa olsun;

A(c)=b-a 4)
alabiliriz.Eger, a veya b, ¢’nin yaklasik degeri olarak alinirsa ( bir alt tahmin ) x,~b [b - a]
olur. Sayet, ¢ [a, b] araliginin bir noktas1 olarak alinirsa x, kokiiniin altinda m, iistiinde mi
oldugunu anlamak miimkiin degildir.Bu nedenle;

_a+b

c== )

orta nokta olarak aliirsa (3) geregince; A(c) = @ (6) dir.



2.3: Koklerin Bulundugu Aralhigin Miimkiin Oldugu Kadar Daraltilmasi

Bu kisimda, bir denklemin yaklagik kokiiniin daha iyi bir degerini bulmaya calisacagiz.

A (c¢) = b — a formiilii gosteriyor ki [a, b] aralifinda bulunan x, kokii i¢in ¢ degerinin
secilmesinden meydana gelen hata [A (c) =b - a], b - a uzunlugu kiigiiliirken azalir.

Eger [a, b] aralig1 x, kokiinii ihtiva ediyorsa, bu aralik iginde bulunan ve x,’1 ihtiva eden daha
kiiciik bir [a;, b;]’de bulunabilir.

(a£a1<xo<b1§b; bl—a1<b—a)

Bu sekilde, [a;, b;] aralig1 kok i¢in daha iyi bir yaklagim belirtir.c # X, olmak iizere [a, b]
araliginda alian bir ¢ noktasi ile, x, kokiinii ihtiva eden [a, c] veya [c, b] araliklarindan biri

[a;, bi] olarak alinir. ¢ noktasinin se¢imi i¢in ¢esitli metotlar kullanilir. Bu metotlar sunlardir.
2.3.1. Deneme Metodu :

Bu metotta, [a, b] araliginda gelisigiizel bir ¢ noktas segilir. f (x) fonksiyonu [a, b] ve [c, b]
araliklarinda hangisinin ug¢ noktalarinda ters isarete sahip olursa, o aralik [a;, b;] olarak

almir. Metodun basarisi ¢ noktasinin se¢imindeki isabete baglidir.

2.3.2. ikiye bélme Metodu :

Bu metodun degisik bir sekli araligin ikiye ayrilmasidir. Burada c, [a, b] araliginin orta

+b)
2

noktasi c¢= olarak alinir.

Ornek.2.3 : ikiye bolme metodunu uygulayarak x> —x —1 = 0 denkleminin [1, 2] aralig1
icindeki kokiinii gelistiriniz.

1+2)
5 =L5

Cozim.2.3:f(x)=x —x-1,a=1,b=2,c=

f(1)=-1<0, £(1,5=0,875>0,f(2)=5>0 dur.
f (x) fonksiyonu [1, 1,5] araliginda isaret degistirdiginden bu aralik [a;, b;] aralig1 olarak

almir.(aj=a=1;b;=c=1,5)



Ornek.2.4 : Ikiye bolme metodunu uygulayarak x sin x-1=0 denkleminin kékiinii [0,2] de

%0,0 1 hata ile hesaplaymiz.

Coziim.2.4:

a by Ck F(cy) Isaretleri
flck) |flax) |f(by)
0 0 2 1 -0,15852901 - - +
1 1 2 1,5 0,496242479 + - +
2 1 1,5 1,25 0,186230774 + - +
3 1 1,25 1,125 0,015051043 + - +
4 1 1,125 1,0625 -0,07182663 - - +
5 1,0625 1,125 1,09375 -0,02836172 - - +
6 1,09375 1,125 1,109375 0,00664277486 |- - +
7 1,109375 1,125 1,1171875 0,004208034 + - +
8 1,109375 1,1171875 1,11328125 |-0,00121649 - - +
9 1,11328125 |1,1171875 1,115234375 |0,001496 + - +
10 |1,11328125 |1,115234375 |1,114257813 |0,0001398 + - +

Deneme metodunda c¢ noktast f (x) fonksiyonunun o6zelliklerinden

bagimsiz olarak

secilmektedir. Sayet f (x) fonksiyonunun 6zellikleri gbz 6niine alinacak olursa yaklasim daha

sthhatli olur.

2.3.3. Kirisler (Degisken Kesen)Metodu:

¢ noktasinin se¢imi olarak sekil.2.5.a.b.c.d’ de goriildiigii gibi y = f (x) egrisinin [a, b]

araliginda kalan parcasina ait girisin Ox- eksenini kestigi nokta alinabilir.

A

Sekil.2.5.a

Sekil.2.5.b




a Xy b
f'=z=0 EB F') <0
Sekil.5.c Sekil.5.d
A [a, f(a)] ve B[b, f(b)] noktasindaki gecen dogrunun denklemi;
- f(a X—a
Y @) X=a )
f(b)y-f(a) b-a
seklinde olup bunun Ox- eksenini kestigi nokta;
coa—— P g AbDE® 8)
f(b)—f(a) f(b)-f(a)
Buna gore, c, [a, b]’nin i¢indedir. Bir egrinin egriligi;
f"(x
P LTI
[1- (0?2

ne kadar kiigiik ise, egri pargasinin uglarini birlestiren kirigsin Ox- eksenini kestigi nokta esas
koke o nispette yakin olur. Yani , [a, b] araliginda f '(x)‘in degeri biiyiik ve f "(x) degeri
kiigiik ise ¢ yaklasik degeri x, kokiine yakin olur.f (x) ve f "'(x) farkli isaretli ise ¢ noktas1

[a, b] aralifinin bitim notasina daha yakin, f(x)ile f''(x) ayni isaretli ise c noktasi [a, b]

araligina bas tarafina daha yakindir.

Ornek.2.5 : Kirisler metodunu kullanarak x* — x —1 = 0 denkleminin [1, 2] araligi igindeki
kokiinii gelistiriniz.
Coziim.2.5:f (x) =x"—x -1 , f'(x)=3x*-1 , f"(x)=6x =  (2) de
f'x)>0 , f(1)<0 , f(2)>0 buna gore c noktasi [a;, b;] araliginin solundadir.
(c<xo<b,aj=c,b;=b)

co1+ 22T
541 6

Bu nedenle, c yaklasik degeri bir alt tahmindir. Béylece [a;, b;] =[1, 1.2 ] olarak alinabilir.



Ornek.2.6 : Degisken Kesen: ap=0 , by=2 , f(0)=-1, f(2)=0,81859485

_a,f(b,)—b,f(a,) 0f(2)-2f(0) 2
7 f(by)-f(a,)  f(2)—-f(0) 181859485

=1,09975017

Coziim.2.6: f(c,) = —0,02001921
[a,,b,]=[1.09975017,2] =¢,=1.12124074 = f(c;)=0.00983461
[a,,b,]=[1.09975017.1.12124074] = ¢,=1.11416120 =  f(c,)=0.00000563
[a;,b,]=[1.09975017.1.11416120] = c;=1.11415714 =  £(3)=0,0000000

k ax Ck by f(ck) 1saretleri
flcy) |flax) |f(bk)
0 0 1.09975017 2 -0,02001921 |- - +
1 1.09975017 |1.12124074 2 0,00983461 |+ - +
2 1.09975017 |1.11416120 1.12124074 |0,00000563 |+ - +
3 1.09975017 |1.11415714 1.11416120 |0000000 + - +

2.3.4. Tegetler (Newton-Raphson) Metodu :[a, b] araliginin uglarindan birini z ile

gosterelim. [z, f (z)] koordinatli noktadan gecen dogrular demetinin denklemi;

y — f(z) = k (x-z) olur.
k=1'(z) ise y=1f(x) egrisinin [z, f (z)] noktasindaki tegeti elde edilir. Tegetin
Ox- eksenini kestigi noktanin apsisi;

_f@
FH(Q) e )

c=2z

[a, b] fonksiyonunun egriligi kiiciikse ¢ noktasi x, kokiine o 6l¢iide yakindir. z=a ve z=b
olmasia gore (9) denklemi degisik c¢ degerleri verir. ¢ noktas1 [a, b] araliginin disinda
bulunabilir. (Sekil.2.6)

A

Sekil.2.6



Halbuki teget B den ¢izilmis olsaydi ¢ noktasi [a, b] araliginda bulunurdu. Burada 6nemli olan
¢’nin [a, b] arahig1 icine diismesidir. Ikinci olarak, araligm uclarindan hangisinin alinacag:

hakkinda asagidaki sekiller fikir verir. (Sekil.2.7.(a)(b)(c)(d)).

A B
b L
=1 C'\\ Eo i L b L
'z =0 B Fie) <0

(a) (b)

A B
é i XD/'; oy
a " /u: "
F'(x) =0 A F'x) =0

{c) (d)
Sekil.2.7.(a)(b)(c)(d).

f (z) ve £'"'(z) isaretinin ayni oldugu noktadan ¢izilen tegetin Ox- eksenini kestigi ¢ noktasi
[a, b] araliginin iginde bulunur. Ayn1 zamanda c noktasi X, ile z arasindadir.
Ornek.2.7: Newton-Raphson metoduyla x® — x —1 = 0 denkleminin [1, 2] aralig1 i¢indeki
kokiinii gelistiriniz.
Coziim.2.7: f (x) = X —x-1 ise f'(x)= 3x°—1 ve f""(x) =6x olur.
Buna gore, [1, 2] araliginda;
f'x)>0 , f(2)>0 , £22)>0
oldugundan teget araligi bitim noktasindan ¢izilmelidir.
x=z=2olarak f'(2)=11ve (1 -7) den

5
c=2 1 ~1.6  pylunur.

¢ > X, dir. O halde, yeni aralik [1, 1.6] alinir.
Eger koke iki ugtan birden yaklagilirsa daha ¢abuk ve sihhatli ¢dziime gidilir. Bu da her iki

metodun birden uygulanmasi ile olur.



Ornek.2.8: Newton-Raphson metoduyla f(x)=x.sinx-1 denkleminin [0, 2] aralig1 icindeki
kokiinii gelistiriniz.
Coziim.2.8:f(0)<0  f"(1)>0
f2>0 f"(2)<0
f'(x) =sinx + cosx

z=1 segelim. ) .
f"(x) =2cosx —xsinx

o g f@Zy _ fO _ 0,15852901
T f(zy) £'(1) 0,84147098450.540302305
0,15852901

c, =1+———=1.114728675
1,381773209

f(c1)=-0,007937328 £(1)<0 , f(2)>0

¢,=-0,07937328 [1,114728675,-2]

Z,
f(Z
¢ =7 - (z,) 111 4728675 L(L114728675)
f'(Z,) £'(1,14728675)
— 1114728675 + —(1);)2;79217;’;?

=1,114728675 +0,005715483325
c, =1.120444158

f(c1)=0,008729>0 f(a1)<0 x0=1,114728675[%08]

1,114728675;1.120444158]

7
2.3.5. Teget — Kiris Metodu
Farkli iki metodun birden uygulanmasi 6zelligidir. Bu metot verilen denklemin sol tarafinin
ikinci tiirevinin ayni kalmasi halinde uygulanir. Bu durumda her iki yandan da kdoke
yaklasildig1 garanti edilebilir. Teget, Ox- eksenini y = f (x) egrisinin konveks tarafinda
keserken, kiris konkav tarafinda keser.
Ornek.2.9 : Teget - Kiris metoduyla x’ —x —1 = 0 denkleminin [1, 2] araligi i¢indeki kokiinii
gelistiriniz.
Coziim.2.9:f (x) =x’-x—-1 , f(1)=-1<0, f2)=5>0

f'x)=3x"-1, f"(x)=6x, f"(x)>0 du.

Daha onceki hesaplamalarla  [a;, b;]=[1.1, 1.6] bulunur.
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Ornek.2.10 : f(x)=Inx-5+x denkleminin kokiinii tegetler, kirisler ve ikiye bolme metoduyla
¢Oziiniiz?

Coziim.2.10:

i) ikiye bolme metodu;

f(x)= Inx-5+x

k [a br Cr f(ay) f(by) f(cx)

TE 4 3,5 -0,90138 | 0,38629 |-0,24723
2. [35 4 3,75 -0,24723  [0,38629 | 0,07175
3. [35 3,75 3,625 -0,24723  [0,07175 |-0,08714
4. [3,625 3,75 3,6875 -0,08714 |0,07175 |-0,00755
5. [3,6875 3,75 3,71875 -0,00755 |0,07175 | 0,03213
6. |3,6875 3,71875 |3,703125  |-0,00755 |0,03213 | 0,01230
7. [3,6875 3,703125 |3,6953125 |-0,00755 |0,01230 | 0,00237
8. [3,6875 3,6953125 |3,69140625 |-0,00755 |0,00237 |-0,00258
9. [3,69140625 |3,6953125 |3,693359375 |-0,00237 |0,00237 |-0,0001

9. adimda onbinde 1 hatayla yani %0,01 hatayla bulundu, kok 3,693359375 dir.

ii) Tegetler metodu;

fx)=

n+l

1

2

X3

Inx-5+x
=X, _fGx) X, =3 alalm. f'(x)= l+l
f'(x,) X
- f'(xo) 3090138 4 o
£'(x,) 1,33333
, - 165) _ 367603 - 2292213 _ 359347
f'(x,) 1,27203
2
) —@ = 3,69342 - 200002 _ 5 60343
f (X2) b 5
T 5 69343 Z000001 5 60345
(X, 1,27075

x3 koktiir yiizbinde bir (% 0,001) hata ile bulunmustur. x3=3,69343
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iii) Kirigler yontemi; f(x)= Inx-5+x

ko | by Ck f(a) f(by) f(ci)

1. |3 |4 3,70000 |-0,90138 [0,38629 |0,00833
2. (3 |37 3,69358 |[-0,90138 |0,00833 [0,00017
3. 13 [3,69358 |3,69343 |-0,90138 |0,00017 |-0,00001

3. adimda yiizbinde bir (%0,001) hatayla k¢k bulunmustur. Kok= 3,69343

Ornek.2.11 : f(x)=e*-2-x denkleminin kokiinii tegetler, kirisler ve ikiye bolme metoduyla

¢0zliniiz?

Coziim.2.11:

i) ikiye bolme metodu;

f(x)=e*-2-x
k Jak bk Ck f(ay) f(by) f(ck)
1. |1 2 1,5 -0,28171 |3,38905 | 0,98168
2. |1 1,5 1,25 -0,28171 [0,98168 | 0,24034
3. |1 1,25 1,125 -0,28171 |0,24034 |-0,04478
4. 1,125 1,25 1,1875 -0,04478 |0,24034 | 0,09137
5. 1,125 1,1875 1,15625 -0,04478 |0,09137 | 0,02174
6. |1,125 1,15625 1,140625 -0,4478 10,02174 |-0,01199
7. 11,140625 1,15625 1,1484375 |-0,01190 [0,02174 | 0,00482
8. |1,140625 1,1484375 1,14453125 [-0,01190 [0,00482 |-0,00356
9. |1,14453125 |1,1484375 1,146484375 [-0,00356 |0,00482 | 0,00062
10. | 1,14453125 |1,146484375 | 1,14551875 |-0,00356 |0,00062 |-0,00144
11.]1,14551875 |1,146484375 | 1,146001563 |-0,00144 |0,00062 |-0,00041
12.|1,146001563 | 1,146484375 | 1,146242969 |-0,00041 |0,00062 | 0,0001

12. adimda kdke sagdan onbinde 1 (%0,001) hassasiyetle yaklasildi.
Buna gore, kok 1,146242969 dur.
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ii) Tegetler metodu;

f(x)= e*-2-x

=X _ 1) X, =1 alalm. f'(x)=e"-1

X
n+l n f'(Xn)

_f(x) _,_~028171
£(x,) 1,71828

1 0

=1,16394

0’0385§ =1,14642

X, =X, — ;(Xz)) = 116394 -
X, ,

%, = x, — 1) 14640 - 000088 14600
£(x,) 2,14690

f(x3)=-0,000006
x3 koktiir % 0,0006 hassasiyetle hesaplandi.

iii) Kirigler yontemi,

f(x)=e"-2-x
k Jax be |k f(ax) f(bw) f(ci)
1. |1 2 1,07674 |-0,28171 |0,38905 |-0,14164
2. |1,07674 |2 1,11377 |-0,14164 |0,38905 |-0,06795
3. |1,11377 |2 1,13118 |-0,06795 |0,38905 |-0,03186
4. |1,13118 |2 1,13926 |-0,03186 |0,38905 |-0,01480
5. 11,13926 |2 1,14299 |[-0,01480 |0,38905 |-0,00685
6. |1,14299 |2 1,14549 |-0,00685 |0,38905 |-0,00150
7. 11,14549 |2 1,14586 |-0,00150 |0,38905 |-0,00071
8. [1,14603 |2 1,14603 |-0,00071 |0,38905 |-0,00035
9. |1,14611 |2 1,14611 |-0,00035 |0,38905 |-0,00017

9. adimda onbinde bir (%0,01) hassasiyetle koke yaklagilmistir. Kok= 1,14611
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2.4. Denklemlerin Yaklasik Coziimlerinde iterasyon Metotlar:

Bir denklemin kokii koklerin gelistirilmesi metotlar ile belirlendikten sonra kokiin belirli bir
hassatiyetle yaklagik degeri bulunmus olur. [a,, b,] ilk aralik iken koklerin geligtirilmesi
metotlarindan birini kullanarak daha kiiciik [a;, b;] belirlenir. En son [ag, by] (k=0, 1, .... )
bulunur.

a4 a1 <A i, <ak< oo, <Xp S, < bx
Bu araligin ([a, bx]) uglar1 x, kokiiniin yaklagik birer ¢oziimleri olur. ( Burada x, ~ ax degeri
X, ‘In bir alt yaklasimi x, = by degeri de X, ‘m bir iist yaklagimidir.Bu kdklere yaklasim

istenilen hassasiyete gelene kadar devam edilir. Bu tiir metotlara iteratif (ardisik) metot denir.

ax — X, veya byx— X, ise iteratif metot yakinsaktir denir.

2.5.Newton’un Karekok Algoritmasi:f(x)=x"- A =0 denkleminin kokleri;

_(N-DPe- i+ A/PT
N

Px

k=1,2,....)
A’nin n. kdkiinii verir. Py 6grenci tarafindan secilir.

Ornek.2.12: x*-5=0 denkleminin yaklagik ¢6ziimii nedir?

Coziim.2.12: N=2 ; A=5

Py=2 alalim. P = 2+5/2 =2,25
P, =2’25+5/2’25=2,23611111
P, = 2,23611111+25/2,23611111 2236037978
P, - 2,236067978 +25/2,236067978 — 2236067978

2.6.Newton-Raphson Metodu:Asagidaki sekli gbz oniine alirsak;

m=f'(x,)= i) olur h= w ve Xp,=xi-h ise;
f(x,)
f(x
X, =X — ,( 1) olur ve buradan; x_,, =x, —M m=0,1,2...) formiilii elde
F(x)) f'(x,)
edilir(Sekil.2.8).

14



f(x)
y=f (x)

f(x,)

\ 4

———
=p
L

-« 3—»
) X, »
‘ X

Sekil.2.8. Newton-Raphson Metodunun grafik gdsterimi
Ornek.2.13: x°-300=0 denkleminin kokiinii milyarda bir hassasiyetle ¢oziiniiz.

Coziim.2.13:A=300; Pp=3 ; N=5; N-1=4

300
4.P, + )™ 4_3+@
P, = (LA 34 314074074
N 5
A
A
By 1291688002+ 12922(())106 :
P, = 5 2= 5( 2 ) =3,129134648
4P, +— 1251653859+ i)OO4
P4 = 3 = 3 = 3,129134644
5 5
A
P, = = (P,) =3,129134646
’ 5 5
A
4.P; +F 12,51653858 + f)004
° 5 5
12,51653858 + i)004
P, = s (Po) =3,129134646

F(P_) =300.0000007 = F(P ) =299.9999997 = P = 3,129134645 bulunur.
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3.BOLUM
MATRISLER, DETERMINANTLAR ve LINEER
DENKLEM SiSTEMLERI
3.1. Matrisler

Tanim 3.1 : n satir ve m siitundan olusan sayilarin dikdortgen seklinde;

al 1 312 ...... alm
‘A‘ _ 321 322 a2m
R anm
yaziligina n x m tipinde matris denir. Matrisler genellikle A, B, C, D, ............. gibi biiytik

harflerle elemanlar ise a,b,c,d,....gibi kiiciik harflerle gosterilir ve [ | veya () seklinde
sembolize edilirler. Bir bagka gosterimle;
A=(a;) (@<i<n) (1< j< m) olarak ifade edilirler.
Burada satir ve siitun bilindiginde sadece A = (a;;) gosterimi yeterlidir.
Orneging a;; ,ouerenenee , ain elemanlar1 A’nmin i. satirimi agj ... » Amj elemanlar1 A’mn j.
siitununu ifade eder.
Teorem 3.1: A = (a;;) ve B = (bjj), m x n tipinde iki matris olsun. A=B olmas: i¢in gerek ve
yeter kosul;
aj=by (i=1,2,..... ,m@G=1,2,.... , n) olmasidir.
Tanmm 3.2: A = (a;) , B =(bjj), m x n tipinde iki matris olsun.Buna gére, ¢j; = a;; + bj
ifadesine A ve B matrislerinin toplam1 denir ve C = A + B ile gosterilir.
Tanmm 3.3 : A = (a;)), m x n tipinde bir matris ve r bir skaler olmak iizere; ¢;j = r . aj
ifadesine A matrisinin r skaleri ile skaler ¢arpimi denir ve C =r . A seklinde gosterilir.
Tanim 3.4: m x n tipinde A = (a;}) ve n x p tipinde B = (b;j) matrisleri verilsin.

n
¢, = Zlaik'bkj 1i=1,2, ... , m =12, ....... ,P
k=

ifadesine A ve B matrislerinin ¢arpimi denir ve C=A . B seklinde gosterilir.Bu matris mxp
tipindedir.

Sonug olarak; iki matrisin ¢arpilabilmesi i¢in gerek ve yeter sart birinci matrisin siitun sayisi
ile ikinci matrisin satir sayisi1 esit olmalidir.

A .B=#=B.A olup matrislerin ¢arpiminin degisme 6zelligi yoktur.
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Ornek 3.1:
1 -2 3 -2 2 -3 o 1
A= ve B= verilsin. Buna gore; A + B, -3A, 2B, —-1.A+—B
4 0 5 0 1 -1 2

ifadelerini bulalim.

Coziim 3.1:
1-2 -2+2 3-3 -100
A+B= =
440 0+1 5-1 4 14
1 -2 3 -3 6 -9 -1 2 -3
-3.A =-3. = ve —1.A=
4 0 5 -12 0 -15 -4 0 -5

11 3

22 3] [-4 4 -6 1| )
01 -1 0 2 -2 2 1
2

o L.
2
| ol 241 32| |23 2
1 A+—B= 21 - 1 121
-4+0 O+ -5-— -4 - -—
2 2 2

Ornek. 3.2: Az[l 2 3] 1x3 Ve B=|5 matrisleri i¢in A.B ve B.A nedir.

L~ 13x1
4
Coziim 3.2:A . B=[1.4+2.5+3.6]=[32] 1,1 ve B.A =|5 |l 2 3]
6
4.1 4.2 4.3 4 8 12
B.A=|5.15.2 53| =510 15

6.1 6.2 6.3| |6 12 18] |
(Ix3).(3x1)=(1lx1) (A.B)
(3x1).(1x3)=(3x3) (B.A)
Goriildiigli gibiA. B # B. A’ dir.
Tamm 3.5: Satir say1s1 siitun sayisina esit olan matrise kare matris denir. A bir kare matris

olmak tizere;

n tane A matrisinin ¢arpimdir.
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3.2. Matrislerin Ozellikleri

A, B ve C ayni tipte kare matrisler ve r,s skaler olsun.
1-))A+B=B+A
2-)A+(B+C)=(A+B)+C
3)r.(A+B)=r.A+r.B
4-)(r+s).A=r.A+s.A
5)0.A=0
6-)A+(-1).A=0
7TH)A+0=A
8)(A+B).C=A.C+B.C
9-)C.(A+B)=C:A+C.B
10-)0.A=0=A.0

11)A.(B.C)=(A.B).C
3.3. Ozel Matrisler

3.3.1. Birim Matris : n x n tipindeki ;

1 Ouveeen 0
(11 D 0
I=]/0 0 1........ 0 matrisine n. mertebeden birim matris denir.
............ 1.......0
10 0......... O...l_nxn
1000
I =[] =] ;1 :)?g T
1 — HIx1s *2 0122’ 3= 54_0010
X 00 13X3
000 14X4

3.3.2. Sifir Matris : Biitiin elemanlar1 0 olan matrise sifir matris denir ve 0 = (0;) ile

gosterilir.
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3.3.3. Kosegen Matrisler: n. Mertebeden herhangi bir A = (a;;) kare matrisinin ayy, 222, ..... ,

a,, elemanlarma A matrisinin késegen elemanlari denir.

1 0 -2
Ornegin; | 2 3 7 | matrisinin kdsegen elemanlari 1, 3, 5 “tir
-1 45

Boylece,sifirdan farkli elemanlar1 kdsegen ilizerinde bulunan matrise kosegen matris denir.
Yani; A = (aj;) matrisinin kdsegen matris olmasi i¢in gerek ve yeter sart i#j icin a; = 0
olmasidir.

100 000 200

Ornek 3.3. 010[; 100 0]|; [0 3 O]|matrisleri késegen matrislerdir.
001 000 005

Ozellik. 3.1: Genel olarak bir kosegen matris;

a, 0 a, 0 b, 0
Ay a5 by,
A= as, seklindedir. A = as, ve B= b,
—0 an“ Jnxn —0 a nn_inxn —0 b"" Jnxn

a; by 0
ay by

Iki kdsegen matris olmak iizere; AB = |a,, b, =B.A olur.
0 a,b

L nn nn _|nXn

3.3.4. Ucgen Matrisler :a) Bir A = (ajj) kare matrisinde her j >ii¢in a;;= 0 kosulu
saglantyorsa A’ya alt iicgensel matris denir.
100

Ornegin; |0 2 0| Matrisi alt iiggenseldir.
3-15

b) i = j olmak iizere yani kosegen elemanlar: da 0 olan matrise tam ilicgen matris denir.

0 0 0
Ornegin; |8 0 0| tam iicgenseldir.
5-2 0
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¢) Bir A = (a;j) kare matrisinde her i > j i¢in a; = 0 kosulu saglaniyorsa A matrisine iist

iicgensel matris denir.

[1-1 4
Ornegin, |0 2 0| Matrisi iist iiggenseldir.
1003
-1 3 4 -7
Ornegin, 8 8 _53 g Matrisi st ticgenseldir
100 0 9
1 00 1 00
Ornegin, |5 -2 0| ve | 0 4 0| Matrisleri alt iicgenseldir.
2 03 -6 0-3
00 0 0 0 2 -8
R 6 0 0 0 L , .
Ornegin, 5 3 0o olYe 0 0 0| Matrisleri tam {iggenseldir.
8 1 4 0 ¢ 0 0

3.3.5. Idempotent Matris : A kare matrisi A> = A 6zelligine sahipse A matrisine

idempotent matris denir.

- 100
(")rnegin;[ ) } 0 1 O |bunlardandir.
000

3.3.6. Nilpotent Matris : Bir A kare matrisi igin A = 0 olacak sekilde bir q tamsayisi

bulunabiliyorsa A matrisine Nilpotent Matris denir.

Tammm 3.6: A, n x n tipinde bir kare matris olsun. A matrisinin i. satir ve j. Siitununun

atilmasiyla elde edilen kare A matrisinin a;; elemanininmindrii denir ve M;; ile gosterilir.
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1-3-2
Ornek 3.4:| 0 4 -1 | matrisinin M2, M »3, M3, minérlerini bulalim.
253

Coziim 3.4:

M 0-1 M 1-3 M 1-2
= - - — _
12 )3 BT, s 2710 -1

3.3.7. Simetrik Matris: A = (a;;) kare matrisinde eger a;; = aji ise (i, j = 1, 2, ..., n ) ise

simetrik matris a;=-a; (1,j=1, 2, ..., n) ise ters simetrik matris denir.

0123
101
. 1456 . . ..
Ornegin; [0 0 0] ve YRR matrisleri simetrik matris iken;
103
3689
0-12 01
1 0-3 ve { } matrisleri ters simetrik matristir.
230 )

3.4. Determinantlar

Tanmm 3.7: A, n x n’lik bir kare matris olsun. A matrisinin determinant1 det A veya |A] ile

gosterilir. 1. Satira gére A matrisinin determinant agilimi

deta=(-1)' " Lay detMy  + (DT 2.2 . detMyy + e +(-)

n .
detA= (- "L.ajdetMy;
=

seklinde tanimlanir.
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3.4.1. Sarrus kurah
ajp 412 a3
A=lay apy aj Matrisinin determinantini hesaplamak icin pratik bir yol da sarrus
a3] 432 433 3.3
kuralidir.Buna gore;
|A| = ap ax a;+azazna;z+asz an a3-a3 a3 a53-ay; a3 A3-21 A1z 433
veya
|A| = ajizazasz; + apazas + anaxaz - 3122253 - 4323411 - 23321212
Tanim 3.8: A = (a;;) bir matris iken A matrisinin transpozesi ( devrigi ) Alile gosterilir ve
A matrisinin satirlarinin siitunlari ile yer degistirilmesi ile elde edilir. Yani;
A = (a;) iken A" = (a;)’dir.

Ornegin;

-
123
A=l 2 3] ;= A'=|2| veya A= = A'=[25
X 45 6], ,
3 36

| 3x2

3456 . |48
A= = A =
789 2], 6 9
x4

6 2

3.5. Determinantin Ozellikleri : A bir kare matris olsun.Buna gbre;
1-) A’nin bir satir1 0 ise detA =0
2-) A’nim herhangi iki satir1 esit ise detA =0
3-) A’nin herhangi iki satirinin kendi aralarinda yer degistirmesiyle elde edilen matris B ise;
detB = - detA
4-) A’nin herhangi bir satirin katinin diger bir satirina ilave edilmesiyle elde edilen matris B
ise; detB = detA
5-) A’nin herhangi bir satirinin k sayist ile ¢arpilmasiyla elde edilen matris B ise;
detB =k . detA
6-)det A' =detA. Yani bir matrisin determinant: ile transpozesinin determinant1 aynidir. Bir
baska deyisle simdiye kadar satirlar icin sdylenen 6zellikler siitunlar i¢in de gecerlidir.
7-) A matrisi list liggen matris ise, A’nin determinanti kosegen iizerindeki elemanlarin
carpimina esittir.
8-) det (A . B)=detA . detB. olup burada A ve B ayn1 mertebeden iki kare matristir.
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Teorem 3.2: A, n x n tipinde bir matris olsun. A matrisinin tersinin olabilmesi i¢in gerek ve
yeter sart detA = 0 olmasidir.
Tanim 3.9: A;; = -D™. detM;; (i, j =1, 2, ...... , 1) seklindeki sayilar1 tanimlayalim. A

say1sina a;j elemaninin kofaktorii (escarpam — isaretli minorii) denir.

detA=>a;A;  (i=1,2,...,n)
i

A matrisinin kofaktorii A®" ile gosterilir. A®' = (Ay)" = Ayi’dir.Yani,A matrisinin es¢arpan
matrisi A’nin escarpanlarindan olugan matrisinin transpozesine esittir.

Tamim 3.10:Ters Matris: A, bir n X n matris olsun. A matrisinin tersi;

t

A11A12A13 1
IA‘COf = A21A22A23 iken A_1 = m.ACOf
A31A32A33

olup A matrisinin tersi olan A" matrisi A" ile carpimina esittir.

3.6.Lineer Denklem Sistemleri:a, x, +a,,X, +............ +a,X, =b, (1=1,2,....,n)

ifadesi n- bilinmeyenli n- denklemden olusan bir lineer denklem sistemidir.Agik¢a yazmak

gerekirse; ANX1TA12X0 T e +a1.X=b
A1 X1Ta0Xo e +32an:b2
A X1 TanX0 T e +a5nXn=bn

Matrisel formda gosterecek olursak bir Lineer denklem sistemi;

AX=B seklinde gosterilir.Buradan;

Ay A1 e a
11 212 In . by
an] @) e a
21 322 2n X5 b,
A= X = B =
Apl Ap2 e dnn nxn Xn nx 1 nJpx1
nxn’lik bir kare matris. bilinmeyenler vektoriidiir. sabitler vektoriidiir.

Teorem.3.3: AX=B lineer denklem sisteminin ¢6ziimiiniin olmasi i¢in gerek ve yeter kosul
A"’ in mevcut olmasidir.
AX=B ifadesinin her iki yamm A™ ile ¢arparsak;

é’iﬁ.X=B.A'l = X=B.A" ¢6ziim vektoriidiir.

23



3.6.1.Cramer Kural:

A11X1Ta1Xo e +a1an:b1
A21X1TA0X0 i +a2an:b2
An1X1TA2X0 e +a3nXn=bn

denklem sistemini ¢6zmek igin;

_ detA,

1

. olarak hesaplanir. (i=1,2,.....,n)

det A

Burada, A; matrisi A matrisinin i. siitununun B matrisiyle yer degistirilmesiyle elde

edilir.

3.6.2. Matris, Determinant ve LDS Ornekleri
325

1) 4 1 6 |matrisinin; a) detA=? b)A'=2? c) A®T=9
2 31

Coziim : a) A, 3x3’liik bir kare matris olup istedigimiz bir satir ( 3 tane satir var ) veya
istedigimiz bir siituna ( 3 tane siitun var) gore veya sarrus satir ilave veya sarrus siitun ilave

pratik kurallarina gore 8 farkli yoldan determinant hesaplayabiliriz.

-1 -6 142 4 -6 4 -1
+(-1 (2).

31 D ()‘-2 1 -2 3

Al = (=3).(-1+18)+(-2).(4-12)+5.(12-2) = =51 +16 + 50 = 15

+ (=D (5).

A = (-1 (-3). ‘ =15

-3 2 5

4 -1 -6
Al=[-2 3 1]|=15

325

4 -1 -6

A = (=3). (-1). 144 .3.5.4(-2).2.(-6)-(-2).(-1).5-(-3).3.(-6)-4.2.1=15

-3-25-32
Al=[4 -1-6 4-1
-2 31-23

|A|=5.43+2(=6).(2) + (-3).(-1).1- (-2).(-1).5.3.(-6).(-3) - 1.4.2 =15

24



b)A“'=?

Ai=(-1)", hdﬁ‘
M -1-6
A]]: (_1)1+1 11 :(_1)1+1 3 1 :8
v 4 -6
A12: (_1)1+2| ]2|:(_1)1+2 -2 1 :8
4 -1
A13: (_1)1+3|Ml3|:(_1)1+3 =10
2 3
2 5
A21: (_1)2+1|M21|:(_1)1+1 3 1 :13
A22: (_1)2+2|M22|:(_1)2+2 _3 5 :7
-2 1
- 2
A23: (_1)2+3 |M23| N :(_1)2+3 3 :5
-2 3
1 -
A3]: (_1)3+1|M31|:(_1)3+1 ‘_3 —
A32: (_1)3+2|M32| :(_1)3+2 _3 5 :2
4 -6
A33: (_1)3+3|M33| :(_1)3+3 -3 2 —
4 -1
t t
A ALA 17 8 10
A= ALALA, | =137 5| =
A ALA S, -7 2 -5

17 13 -7
7 2
10 5 -5

A" = ﬁA”f oldugunu biliyoruz. Buradan Al
e

17 13 -7
A :L 8 7 2 |=
15
10 5 -5

17
15
8
15
10
15

-7

15
2

15
-3

15

olarak hesaplanir.
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2) —-3x +2x +5x =8
4x — x — 6x_ =13
1 2 3
-2x +3x + x. =9
1 2 3

lineer denklem sistemini AX=B matris formu ile ve Gauss-Yoketme yontemiyle ayr ayri

¢Ozuniz.

Coziim: AX=B Matris formu

Lineer denklem sistemini dnce matris bi¢iminde yazalim.

-3 2 5 X, -8
A=| 4 -1 -6 X =|x, B=|13
2 03 1 X, 9

AX=B = A'AX=A"B = IX=A'B = X=A'B

esitliginden X ‘i hesaplayalim.

1713 7
X, 185 175 1; _g
X=A"B = |x,|=|— — —=|.| 13
15 15 15 9
B0 s s
15 15 15
1—7.(—8)+£.(13)+_—7.9 -30
X 15 15 15 15 )
Yl s 7 2 45
X, |=| =(8)+—.13)+—9 |=|— |=| 3
S P AN TR AT 15
%) 110 5 -5 ~60 | \
—.(-8)+—=.(13)+—9 —
15( ) 15( ) 15 15
x,=-2, x,=3 ve Xx;=-4 olarak bulunur.
2) 3x+2x+5x3=-8 LDS’sini Gauss - Yoketme
4x;—X2 —6x3=13 ile ¢Oziiniiz.
2x1+3x, +x3=9
Coziim : Gauss Yoketme ile Coziim :
Dy 3x+2x+5x3=-8 }  Oncex }
Dy 4%, —X; —6x3=13 Once x; Yok edilebilir.
Ds.... 2x1+3x0 +x3=9 Once x3
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1.Yaklasim : 3 denklemi 2’ser kullanarak x; ’i yokedelim.

D,+2.D5 = 4x1—%X) —6Xx3 =13
—-4x+t6x, +2x3 =18

+
D4, 5%, —4x3=31

4.D;+3.D; = —12x; +8x%x; +20x3=-32
12X1—3X2 —18X3:39

+
Ds.......... 5%, +2x3=7
D4, 5%, —4x3=31
Ds ... 5% +2x3=7
D4+ (-1).Ds = 5x; —4x3=31
—5%x) —2x3=-7
+
—-6x3 =24 ise x3=—4

Bu deger D4 veya Ds ’te yerine yazilirsa;
5% -4(-4)=31 = x»=3
5x0 +2(-4)=7 = x,=3 bulunur.
Simdi de x, = 3 ve x3 =— 4 degerleri D;, D, veya Dj; ’ten birine yazilirsa;
D= 3x1+2(3)+5(4) =-8
-3x;=6 = x;=-2 bulunur.

Boylece; x1=-2,x=3,x3=—4 olur.
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3) 2x-y+3z =-6 LDS’sini Gauss - Yoketme
-3x+4y-2z= 4 ve Cramer kurali ile ¢oziiniiz.
5x-2y+z =5
Coziim : Cramer kurali;
-6-1 3-6 -1
4 4-2 4 4
Al |5-215 5

2-13 2 -1
3 4-2-34
5.2 15-2

__54345(D(D+14(6)~543- ((D(6(3)-14(D _-70 _,
T 3.(=3)(-2)+ (-1D(-2).5+2.4.1-5.43—(-2).(-2).2.(=3) - 1.(-3).(-1) -35

2.6 32 -6

3 4-2-3 4

A |5 51 5 5
YAl ~35

g = SIS0 +142-543-5(2)2- LI (6) _ =35 _

-35 -35
2 -1 -6 2 -1
3 4 4 -3 4

A |52 05 5 -2

AT 35

L _ (O3 (D) + (-DA5+24.5-54.(-63—(-2)4.2-5(3)(-]) _ 105 __
_35 35

b) Gauss — Yoketme ; 6nce x’i veya y’yi veya z’yi yokedebiliriz.Once z’yi yokedelim.

D = 2x-y+3z =-6
D, = -3x+4y-2z =4
D; = S5x-2y +z =5
D,+2.Ds5 = -3x+4y-2z=4
10x—4y +2z=10
+

Tx=14 = x=2
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Bu deger istenilen iki denklemde yerine yazilarak y ve z ‘ye bagl iki bilinmeyenli iki
denklem elde edilir. D; ve D; ‘de x=2 yazalim.

—-y+3z=-10 = D4

4y-2z=10 = Ds

4D4+Ds = —4y+12z=-40
4y-2z=-10
+
10z=-30
z=-3

4y-2.(-3)=10isey=1ve¢odzim:x=2,y=1,z=-3

3.6.3.Gauss-Yoketme Yontemi

Bu yontem ana diislince olarak bilinmeyenlerin katsayilarini birer birer sifira indirgenmesi
esasina dayanmaktadir. Bu yontemde katsayilar matrisinin bazi elemanlart sifirlanarak matris
alt licgen veya st liggen matris sekline getirilir. Daha geriye dogru gidilerek bilinmeyenler
sirayla elde edilirler.

anxit apxot a;xs= b

a Xt anxot a3%3= by

a31X1t anXyt a33xs= by

Katsayilar matrisinin bazi elemanlar1 sifirlanirken esitlik vektorii de bu islemlere dahil
edilerek iglemler yiriitiiliir. Denklemlerde ;

a) Denklemlerden herhangi birisinin her iki tarafini bir say1 ile ¢arpmak ve bolmek
denklemi bozmaz.

b) Denklemlerin birbirleriyle toplanmasi veya ¢ikarilmalarindan bagimsiz olmayan
bir bagka denklem elde edilebilir. Bu islemler uygulanarak yoketme (eliminasyon)
gerceklestirilir.

a, a, a; X b
a,, &, &;|.[X|=|b
a;, @, ai X b
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Adim 1. Birinci satir (esitlik vektorii dahil) a;; ile boliinir.

I a , a ; ] & =
1l —==a, —=aq; X a B
1 1,1
11 1,2
a,, a,, a,; X, |= | Db,
a,, a;, a; ;4 X5 b,

Adim 2. Birinci satir a,; ile ¢arpilip sonra ikinci satirdan ¢ikarilir. Boylece ay; sifirlanmis olur.

Aynmi sekilde birinci satir as; ile c¢arpilip sonra {igiincii satirdan ¢ikarilir. Boylece as;

sifirlanmig olur.

1 a, Q5 X 181,2
A, =1 a,,-aa, a5;-3,,a;| X% |=|b-a,.5
_a3,1 -8, . 83, =83, 835785, X b3 — & -:81
1 o, o X, e
0 a°  a X, [=|b’
2,2 23 2
* % X "
_0 a5, i, 3 b 3

Simdi aym islemlere yukaridaki matrise koyu olarak gdsterilen ve boyutlari 6nceki matrise

gore bir kiiciilmiis olan matrise devam edilir.

Adim 1. ay’nin bulundugu satir (esitlik vektorii dahil) a,, ile boliiniir.

1 «, a, ﬂl,Z
B . 5 X1 .
a b
* 2,3 _ 2
0 a =, X, |=|—=—=/p,
a2,2 X a2,2
0 a a’ 3 b’
3,2 3,3 3

Admm 2. Ugiincii satir ay; ile garpilip sonra iigiincii satirdan ¢ikarilir. Boylece as; sifirlanmis

olur.

1 ), Q5 X Bis

0 1 X3 X, =15,
0 a’,-la, a -ana,| |X b’ - f,a,,
l a, a3 X 181,2

0 1 2% X, [= | 5,
_0 0 a**3,3 X, b**3
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Son elde edilen matrisin igiincii satirin1 a;; ile boldiigiimiizde kdsegen iizerindeki elemanlar

bir ve kdsegen altindaki elemanlar ise sifir olmus oldu. Bir diger deyisle iist iicgen matris elde
edilmis oldu.
I o, o X b
0 1 ay|.[X% 7|85
0 0 1 X, iR
Yoketme (eliminasyon) sonunda ulasilan iist licgen matriste en alttaki satirdan baglayarak

yukartya dogru bilinmeyenleri sirayla bulabiliriz.

X3=bs

Xo=br-a33.X3

X3=bi-a12.X2-213.X3
Denklem sayisi arttiginda bulunan bu son degerleri bulmak zorlagacaktir. Ancak bu yontemler
bilgisayar ortamlari i¢in elverisli olduklarindan geriye dogru bilinmeyenleri elde etmek i¢in

asagidaki genel terimi verilen ifade hesaplanarak elde edilebilir.
X0 =P,
n
x[i=n-1L-1]= > e, X
j=i+l
Gauss-Eliminasyon yonteminde kullanilan yoketme islemi ve bilinmeyenlerin geriye dogru

eldesinde izlenecek taslak program parcasi asagidaki adimlarla gosterilebilir.

do k=1 ,n-1
do i=k+1,n
f=a(i,k)/a(k,k)
do j=k+1,n
a(i,j)=a(i,j)-f*a(k,))
enddo
c(i)=c(i)-f*c(k)
enddo

enddo

x(n)=b(n)

do i=n-1,n,-1

t=0
do j=i+1,n
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t=t-a(1,j)*x(j)
enddo
x(1D)=(c(D)-1)
enddo

3.7.Pivotlama

Gauss eliminasyonun uygulanmasi esnasinda kdsegen iizerinde sifir degerli eleman bulunmasi
problem olusturacaktir. Bu durumda sifira bolme s6z konusu olacagindan sonuca
gidilemeyecektir. Bu problemi dnlemek icin pivot elemanin en biiyiik olacak sekilde esitlikler
arasinda degisiklige gidilir. Hem kdsegen tizerindeki sifir elemanlar varsa o giderilir hem de
yuvarlatma hatalar1 aza indirilmis olur. Sadece pivot elemanin biiyiik yapilmasi durumunda
kismi pivotlama , biitiin satirlar dikkate alinarak biiyilik elemanlar se¢ilmesi durumuna ise tam
pivotlama denilir.Ornek olarak asagidaki esitligi iki farkl1 sekilde cozmeye calisalim.
0.0003x;+3.0000x,=2.0001
1.0000x,+1.0000x,=1.0000
Burada pivot element a;;=0.0003 sifir degerine ¢ok yakindir. Esitliklerin gergek ¢oziimii x;=1
/3 ve x,=2/3 ‘diir. Birinci esitligi (1/0.0003) ile ¢arpalim ve ikinci denklemi ¢ikaralim.
x1+10,0000x,=6667
1.0000x;+1.0000x,=1.0000
Buradan;-999x,=-6666=x,=2/3

~2.0001-3(2/3)
0.0003

1

elde edilir. Ancak x, degerini farkli hassasiyetlerde alarak x; degerini farkli degerlerde
bulabiliriz. Asagidaki tablo bunu acik bir sekilde gostermektedir.

Kismi pivotlamanin

Say1 x2 x1 Bagil Hata%

Hassasiyeti o (x, —1/3)
1/3

3 0.667 -0.33 1099

4 0.6667 0.0000 100

5 0.66667 0.30000 10

6 0.666667 0.330000 1

7 0.6666667 0.3330000 0.1
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Ayni esitligi baska pivot elemami biiylik sececek olursak sonuglar asagidaki sekildce
bulunabilir.

1.0000x,+1.0000x,=1.0000

0.0003x;+3.0000x,=2.0001

Tam pivotlama
Say1 2 * Bagil Hata% ¢ = & 173
Hassasiyeti 1/3
3 0.667 0.333 0.1
4 0.6667 0.3333 0.01
5 0.66667 0.33333 0.001
6 0.666667 0.333333 | 0.0001
7 0.6666667 |0.3333333 |0.00001

Pivotlamanin program algoritmasi 6zetle asagidaki sekilde gosterilebilir.
pivot=k
big=|A, |
dofor i=k+1 ton
dummy=|A,-’k |

if (dummy ) big)
big=dummy
pivot=i
enddo
if (pivot#k)
dofor j=k to n
dummy=A,ivo
Apivor=Al;j
enddo
dummy=cp;vot
Cpivot—Ck
ck=dummy

endif
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Ornek.3.5: Asagidaki denklem takimin1 Gauss-Eliminasyon ydntemiyle ¢dziiniiz.
2x1-3x,+2x3=-11
X1 +xo+2x3=8
3x1-2%5-x3=-1

Coziim..3.5: Esitlikleri matris formunda asagidaki sekilde yazabiliriz.

2 -3 2 X, -11 1 -15 1 X, -5.5
11 =2 . %[=8 [=|1 1 =2/|.]x]=]8
3 -2 -1 X, -1 3 -2 -1 X, -1

1 -15 1 X, -55] [1 -15 1 X, -55
0 25 =3|.|x[=[135|=]0 1 -12|.[x,|=|54
0 25 -4 |x 15.5 0 25 -4 X, 15.5
1 -15 1 X, -55 1 -15 1 X, -55
0 1 —12/.|%|=|54 [=]0 1 -12|.|x,|=|54
o o0 -1 X, 2 0 0 1 X, )
X3:—2

x2=5.4-x3(1.2)=5.4-(-2)(-1.2)=3
x1=-5.5-(-1.5)(3)-1(-2)=1

3.8.Gauss-Jordan Yontemi

Bu yontem Gauss eliminasyon yontemi ile ayni esasa dayanmaktadir. Ancak Gauss
eliminasyon yonteminde katsayilar matrisi iist tiggen matris haline getiriliyordu. Bu yontemde
ise katsayilar matrisi birim matris haline getirerek ¢oziime gidiyoruz. Coziimiin birinci
asamast olan iist liggen matris elde etme islemi Gauss-eliminasyon yontemi ile aym
oldugundan isleme bu adimdan sonra devam edebiliriz. Yani birim matris haline getirilecek

olan {ist liggen matristen baglayabiliriz.

1 a, a; X| B
0 1 a5;|.|%]|= 5,
0 O 1 X3 iR

Yukarida gosterilen Gauss-eliminasyon yoOntemi ile elde edilmis st tiggen matrisi
elemanlarini sifirlamaya bu defasinda en alt satirdan baglayarak gauss-eliminasyondaki

adimlar1 uygulayalim.
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Adim 1.ay; ile a;3 elemanlarimi sifirlamak i¢in birinci ve ikinci satir1 a3z ile ¢arparak birinci ve

ikinci satirlardan ¢ikaralim.

I o, a5 X, B
0 1 ay-lay,|.|X| =|6—-Fa,
00 1 X, B
1 a, —-la;=0 X B - a1,3~ﬂ1 = ﬁl*
0 1 0 AX =14,
0 0 1 X, iR

Adim 2.a; ile ay; ¢arpilir ve ligilincii satirdan ¢ikarilarak a;, sifirlanir.

a,-la, 0 X, B —a,. 7, =7
0 1 0. IX =17,
i 0 1 X, iR
1 0 0 X, 7
01 O0.[X%|=]|r,
00 X ] LA

Buradan x;=y,, Xo,=y 2, X3=y 3 bulunur.
Gauss-Jordan yonteminin taslak program algoritmasi asagida verilmistir.
do k=1,n
d=a(k,k)
do j=1,n+1
a(k,j)=a(k,)/d
enddo
doi=1 ,n
if (isk)
d=a(i,k)
do j=1,n+1
a(i,j)=a(i,j)-d*a(i,j)
enddo
endif
enddo
enddo
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Ornek.3.6:Gauss-eliminasyon yonteminde iist iicgen haline getirilmis katsayilar matrisini ve

esitlik vektoriinii alarak Gauss-jordan yontemini uygulayiniz.

1 -15 1 X, -55

0o 1 -12 X, =154

0 O 1 X, -2
Coziim.3.6:

Adim 1.ay3 ve a3 elemanlarini sifirlamak i¢in bunlart a3 ile carparak kendilerinden ¢ikaralim.

1 -15 1-11)=0 X, ~5.5-(=2).(1)
0 1 -12-1(-12)=0|.[x, |[=[54-(-2).(-1.2)
0 0 1 X, )

1 —-1.5 0] [x -3.5

0 1 0|.|x,|=13

0 0 1] [x -2

Adim 2.ay; ile ikinci satir1 ¢arparak ii¢iincii satirdan ¢ikaralim.

1 -1.5-11.5) 0] [x, -3.5
0 1 0.(x,[=|3
0 0 1 x| [-2
1 0 0] [x
01 0].]|x,|=|3
10 0 X, -2

x1=1;x,=3 ;x3=-2 olarak ayn1 sonu¢ bulunur.
3.9.Aynistirma (cholesky) yontemi
Bu yontem her kare matris biri alt iggen digeri iist liggen iki matrisin ¢arpimindan olusur.

Boylece bu yontemde bu islemin tersine giderek elimizdeki katsayilar matrisini ayrigtirarak

bir alt ve bir iist iicgen matris sekline getirecegiz.

[A].[x]=[8]

[LJu][x]=[B]
UlIx]=[¥]
[Llv]=[8]

36



Bu tanimlamalardan sonra esitlik (3.33) ‘den [Y] ¢Oziiliir. Daha sonra da esitlik (3.32)’den

[X] ¢ozilir.

[AllL]=[u]

a a a L 0 0 1 U
1,1 1,2 1,3 1,1 1,2 1,3
a a a = 0 [0 U
2,1 2,2 2,3 2,1 2,2 2,3
a a a L 0 0 1
3,1 3,2 3,3 3,1 3,2 3,3

[L][U] carpimu yapilirsa,

a a a L L .U L .U
1,1 1,2 1,3 1,1 1,1 1,2 1,1 1,3
a a =L L +L .U L .U +L .U
2,1 2,2 2,3 2,1 2,2 2,1 1,2 2,1 1,3 2,2 2,3
a a a L +L .U L +L .U +L .U
3,1 3,2 3,3 3,1 3,2 3,1 1,2 33 3,1 1,3 3,2 2,3

elde edilir. Simdi yukaridaki esitlikte karsilikli olarak birbirlerine esit olduklarindan asagidaki
esitlikler yazilabilir.

Birinci satirdan,

Lii=an
Lii.Upp=ar2 Ujo=aio/Li;
Lii.Uiz=a;3 Uis=as/Liy

Ikinci satirdan,
Lo=ay
Lo1.UiptLar=ar
Ly=an-L1.Upz
L21.UystLhi2.Uss=ay;
Uzs=(a23-L21.U13)/ Lo
Ugiincii satirdan,
Lsi1=a3
Ls1.UiptLa=as
L3r=az-L31.Up
L31.UystL32.UsstLss=ass
Lss=as3-L31.U13-L32. Uz
U ve L matrisinin elemanlar1 bulunduguna goére daha dnceki tanimlamalardan dolayz;
[LI[Y]=[B]. esitliginden [Y] ¢6ziiliir. Daha sonra da,
[U][X]=1[Y],esitliginden de [X] ¢oziilerek sonuca gidilir.
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Ornek.3.7:

X1 H2x,+3x3=14
2X1+5X2+2X3:1 8

3X1+X2+5X3:20

Coziim.3.7:

2,2 2,3
315 L L |lo o 1

!1 b 3] L1,1 0 0 |1 UL2 U1,3
2 5 2= LZ’1 L 0 (|0 1 U
L3,1 3,2 3,3
[A]=[L][U] teskil etmek iin [L] ve [U] matrislerinin elemanlarimni bulalim.
Lii=a;=1
Upp=a/L;=2/1=2
Uis=a;3/L11=3/1=3
Ly=ay=2
Loy=an-L,;.U;p=5-2(2)=1
Uzs=(az3-L21.U13)/Ln=[2-2(3)]/1=-4
Ls1=a3,=3
Lsy=as-L3;.U;p=1-3(2)=-5
Lss=a33-L31.U13-L32.U23=5-3(3)-(-5)(-4)=-24
1 2 3] [t 0 o0 12 3
25 2.2 1 0 [=|0 1 -4
315 3 -5 -24 0 0 1

[L]=[v][B]

1 0 0 Y, 14
2 1 0 |.|y,|=]|18
13 -5 -24] |y, | |20

y1=14=y,=18-2(14)=-10=>y;=[20-3(14)-(-5)(-10)]/24=3
ullx]=[v]

1 2 37 [x] [14
0 1 —4|.|x|=]-10
00 1] [x]| |3

x3=1=%x,=-10-(-4)(3)=2=x,=14-3(1)-(2)(2)=1 bulunur.
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3.10.Gauss-seidel yontemi

Bu yontem bir iterasyonla bilinmeyenleri bulma yontemidir. Katsayilar matrisi yazildiktan
sonra pivotlama yapilarak isleme baslanir. Bu islemi yaptiktan sonra birinci esitlikten
x1,ikinci esitlikten x;, ve ligilincii esitlikten x5 v.s. ¢ekilerek yazilir. Daha sonra bilinmeyenlerin
tamamina birer baslangi¢ degeri ve iterasyonu durdurmak ic¢in bir durdurma hata sinir1 (8)

verilerek iterasyona baglanir.

. - b —a,.X, —a,;.X —..—a X,
L=
a,
X bz - a2,1 X = a2,3 X3 a2,n Xq
, =
a,,
X b3 - a'3,1-)(1 - as,z X, a3,n Xq
, =
a; 5
X = bn a‘n,l‘Xl - a‘n,2'X2 a‘n,n—l'xn—l
i a

Bilinmeyenlerle bir baslangi¢ degeri (hepsi sifir olarak almabilir) verilerek ilk esitlikten
iterasyona baglanir. Ancak dikkat edilmesi gereken 6nemli nokta , her bilinmeyeni ¢6zerken
bir 6nceki iterasyonda bulunan en yeni bilinmeyenler esitlige konularak iterasyona devam

edilecektir.

Baslangig degerleri, Xx/,X;,X; olsun. Bu durumda ilk esitligi hesaplarken bilinmeyenlerin

yerine hepsi baslangi¢ degeri alinarak hesaplanacaktir.

0 0 0
o = b —a,.X; —a,5.X; —...—8,,.X,
L=
a,
0 0 0
- b, —a,,.X; —a,5.X; —...—8,,.X,
X, =
a,,
1 1 0
1 b3 - a3,1~X1 - a3,2~X2 - a3,n'Xn
Xy =
a; 5

Bu sekilde ardisik olarak bilinmeyenler hesaplanir. Her iterasyon sonunda,

|Xiit+1 - X' |<5(i =1,n) kontrol edilerek biitin kokler igin bu hata smnirmin altina

inilmisse islem durdurulur.

Gauss-seidel yontemi i¢in taslak program algoritmasi agagidaki sekilde diizenlenebilir.
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doi=1,n
d=a(i,))
doj=1,n
a(i,j)=a(i,j)/d
enddo
c(i)=c(i)/d
enddo
sw=0
iter=0
do while (iter ( maxit)
(sw=0)
sw=1
iter=iter+1
doi=1n
old=x(i)
t=c(i)
doj=1,n
if igj
t=t-a(i,j)*x(j)
endif
enddo
x(i)=1*t+(1-1)old
if sw=1) and x(i)s0)
ea=ABS[(x(i)-old)/x(1)]*100
ifea) es) then sw=0
endif
enddo
wend
Program.Ayristirma(LU) yonteminin bilgisayar programi (PASCAL)
Var ii:integer;
pivot,idum,dum:integer;
big,dummy:real;
begin
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pivot:=j;
big:=abs(a(o[j]).))/s[0())];
for ii:=j+1 to n do
begin
dummy:=abs(a[o[ii],j]/s[o(ii)]);
if (dummy ) big) then begin
big:=dummy; pivot:=ii;
end;
end;
idum:=o[pivot];
o[j]:=idum;
end;
procedure decmp(s:vektor; var a:matrix; var o:row; n:integer);
var r,1,j,k:integer;
sum,dummy:real;
begin
3=
pivot(s,a,o,j,n);
for j>==2ton do
begin
afo[1],j]:=a[o[1],j)/a[o[1],1];
end;
for j>=2 ton-1 do
begin
for i:=j ton do
begin
sum:=0.0;
for k:=1 to j-1 do
begin
sum:=sum-+afo[i],k]*a[o[k].,j];
end;
afol[i],j]:=a[o[i],j]-sum;
end;
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pivot(s,a,o,j,n);
for k:=j+1 to n do
begin
sum:=0.0;
for i:=1 to j-1 do
begin
sum:=sum+a[o[j],i]*a[o[i],k];
end;
afo[j].k]:=(a[o[j].k]-sum)/a[o[j].j];
end;
end;
sum:=0.0;
for k:=1 to n-1 do
begin
sum:=a[o[n],k]*a[o[k],n]+sum,;
end;
a[o[n],n]:=a[o[n],n]-sum,;
end;
procedure solve(a:matrix; c:vektor; var x:vektor; o:row; n:integer);
var
sum:real;
1,j:integer;
begin
x[1]:=c[o[1])/a[o[1],1];
for i:=2 ton do
begin
sum:=0.0;
forj:==1toi-1 do
begin
sum:=sum-+a[o[i],j]*x[j];
end;
x[i]:=(c[o[i]]-sum)/a[o[i],j];
end;
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for i:=n-1 downto 1 do
begin
sum:=0.0;
for j:==i+1 to n do
begin
sum:=sum-+afo[i],j]*x[j];
end;
x[i]:=x[1]-sum;
end;
end;
begin
order(s,a,o,n);
decmp(s,a,o,n);
solve(a,c,x,0,n);

end;
3.11. Ozdeger ve Ozvektorler
(A)nxn ’lik bir kare matris ve X, n- boyutlu bir vektor olsun. Y=AX, N boyutlu uzaydan kendi

igine bir lineer doniisiim olarak g6z Oniine alinabilir. Biz; AX=AX sartin1 saglayan X

vektorleri kompleks sayilardan ibarettir. Y ani;

a.ll a12 ves aln Xl
dx a2 ... a X2 . L

A= , X= olmak tizere, AX=AX denklemini saglayan A
anl a.nz cee ann Xn

sayilarina A matrisinin 6z degeri veya karakteristik degeri denir.

Tamim.3.11:A bir kare matris olmak tizere,AX=AX o6zelligindeki sifir olmayan X vektdriine
A’nin 6z vektorii, A degerlerine de A’nin 6z degerleri denir.(A-AI)X=0 olsun.Bu denklemin

asikar ¢oziimden bagka ¢6zlimlerinin olmasi igin gerek ve yeter sart det (A-Al)#0 olmasidir.

Ozdeger problemlerini ¢dzmek icin yukaridaki determinanttan A 6z degerinin bulunarak her
bir 6zdegere karst gelen Ozvektorleri belirlemektir.Bu nedenle yukaridaki determinant
acildiginda n. dereceden bir polinom elde edilir ki bu polinoma karakteristik polinom denir.

Bundan dolay1 A matrisinin en ¢ok n tane dzdegeri olur.
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AX=AX denkleminden, (AX-AX)=0 ise (A-A)X=0
denklemi elde edilir.Bu denklem bize bir lineer homojen denklem sistemini verir.Bu sistemin

sifirdan farkli ¢6ziimiiniin olmasi i¢in katsayilar matrisinin determinant1 sifira esit

olmalidir.Yani;
an—A an i
au an—A .. Aan
|A - Al |= =0
anl anz ann - /1

olmalidir. |A - /1I| ifadesi A4 ya gore n. dereceden bir polinom olup bu polinoma A

matrisinin karakteristik polinomu denir. |A -l |=O denklemine de A matrisinin

karakteristik denklemi denir.Karakteristik polinom,
P(A)=2"+a A" +..+a,

Seklinde bir polinomdur.Bu polinomun n tane gergel ya da karmasik kokii vardir.P(x)

polinomunda  a, =—izA ve a, =(-1)"|A dur.
3 -10

Ornek3.8: A=|—-1 2 —1| matrisinin 6zdeger ve 6zvektdrlerini bulunuz?
0 -1 3

Coziim 3.8: det(A- AI)=0 ifadesinden;
3-A -1 0
—1 2-% —ll=-23 4822 —19r+12=-(A-1)A-3)A—-4)=0
0 -1 3-A

denklemi elde edilir ve buradan 6zdegerler;A=1 , A=0 , A=4  olarak bulunur.

Bu 6zdegerlere karsilik gelen 6zvektorler ise;

= A=1 i¢in; 2x1-Xx; =0

-X1+X2-x3=0

-X2 +2x3=0
2X1= X2
2x3= Xz}xzza x"'=(2a,a,2a)'=a(2,1,2)"
= A=3 icin; x? =(b,0,-b)'=b(1,0,-1)"
= A=4 igin; xP=c(1,-1,1)"
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a b c
det[V1,Vo2,V3]=|2a 0 —¢|=-6abc

a -b ¢
3 -1 0
Ornek.3.9:A=| -1 2 —1 | matrisinin 6zdeger ve 6zvektorlerini bulunuz.
0 -1 3
3 -1 0 3-4 -1 0
Coziim.3.9: A=| -1 2 —1 |=det(A-I1)=det| -1 2-4 -1 |=0
0 -1 3 0 -1 3-1

(3-2)((2- 2)(3-2)(-1)(-1)) +1((-1)(3-2)-0.(-1)=0  (3-A)(6-5A+ A1)+ 1-3=0
18-6 1-15A4+5 243 A% 233+ 1+ 1-341=0
A48 A194+12=0  ise A =1, 1,=3, 154

(3-A)x; + (-1)x, =0 A1=1 i¢in,
-X1+ (2-4)x2 —x3=0 2xX1-Xo=0, -X1+HX-x3=0, -Xot2x3=0, X1=X3 X2=2X
X2+ (3-2)x3=0 VP=(x; 2x; x;)=a(l 2 1)
A.,=3 icin,
-X,=0, -X1-X2-X3=0, -X,=0, X3= -Xi

VP=(x; 0 x;)=b(1 0 -1)

A 3=4 icin,
-X1-X,=0, -X1-2X2-X3=0, -X»-x3=0, X3=-X2, X|=-X2
VO=(x2 x x2)=c(-1 1 -1)
7 6 -3
Ornek.3.10:A=| —-12  —20 24 | matrisinin 6zdeger ve 6zvektorlerini bulunuz.
-6 -12 16
7-41 6 -3
Coziim.3.10:det(A- A1) =det| —-12 -20-41 24 =0
-6 —-12 16-4

(7- )[(-20- 2)(16- A )+24.12] -6[(-12)(16- A )+24.6] -3[144-(20+ 1 ).6]=0
(7- 2)(-320-16 A+ A *+20 1 +288) -6(12 1 -192+144) -3(144-120-6 1) =0
(7-2)(A*+4 1 -32) -6(12 1 -48) -3(24-6 1)=0

TA2 23428 1 -4 12421 A -224-72 1 +288-72+18 1 =0,

-A4321%+6 1 -8=0= 1 =1, 1 ,=4, 1 5=-2 bulunur.

45



(7— A )X1+6X2—3X3 :0,
A =1 i¢in

6X1+6X2-3X3=0
-1 2X1-2 1 X2+24X3:0
-6x1-12x,+15%x3=0

X1= 5 X3 X2:2X3

\](1> :(g X3 2X3 X3)

3

-12x1-(20+ A )x,+24x5=0,
A =4 i¢in

3X1 +6X2-3X3:0
-12x1-24%,+24%x5=0
-6x1-12x,+12x5=0

x3=0, Xx;=-2X»

V@ =(2x; x, 0)

-6X1-12x,+(16- 4 )x3 =0
A=-2icin

9X1 +6X2-3X3:0
-12x1-18x,124%x5=0
-6x1-12x,+18x5=0

X2:-2X1 X37-X1

VO=(x; -2x; -x))

V(nza(E 2 1) V=2 1 0) V=1 -2 -1
1 0 5
Ornek.3.11:| -2 —4 —3| matrisine karsilik gelen 6z degerleri ve karakteristik denklemi
3 6 0
bulunuz?
Coziim.3.11:

1-4 0 5

A-2l|=|-2 —4-2 =3] = (1-2)[(-4-2)(-2)-(-18)]+5(-12)-[(3)(-4- 2)]=0
3 6 -1

den =(2-A)A* +54+9)=0

A = _S_Tl\/ﬁ A, = _ISJFTI\/H A, =2 olarak bulunur.

Ayrica A matrisinin karakteristik denklemi

Q-A)NA +51+9)=0 dan — 2 =324 +1+18=0 olarak elde edilir.
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.. 3
Ornek.3.12: A= {3 } matrisinin 6z degerlerini ve bunlara karsilik gelen 6z vektorlerini

bulunuz?

Coziim.3.12: A matrisinin karakteristik denklemi

3-4

|A—/1I|=‘
3

2
5 /1‘ =(3-A)(-2-1)-6=4* =1-12=0 bulunur.

Buradan, 4, =-3,4, =4 0z degeri elde edilir.
A, =-3 i¢in,

6 2] . x| ..
A-A 1= - dir. X= y icin (A-4,DX=0

2

dan bir homojen denklem sistemi elde edilir.

6 21[x ] [o] . :
= ifadesinden ,
3 1%, |0

6X, +2X, =0

} X, =—=3X, bulunur.Keyfi degisken olarak X, =1 secersek, x, —3 bulunur.
3, +X, =0

1
A, = =3 6z degerine karsilik gelen 6z vektér X, = { 3} olur.
A, =4 icin
-1 2 . X | .. . .
A=l = dir. X= y icin (A—A4,1)=0 dan bir homojen denklem

2

sistemi elde edilir.

-1 2 ||x 0] . .
= ifadesinden,
3 -6]|X, 0
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-X +2X, =0

} X, = 2X, bulunur.Keyfi degisken olarak x,=1 segersek ,X,=2 bulunur.
3X, —6X, =0

2
X,=4  Ozdegerine karsilik gelen 6z vektor X, = L} olur.

-3 1 -1
Ornek3.13:|-7 5 -1 matrisinin 6z degerlerini ve 6z vektorlerini hesaplayiniz?
-6 6 -2
Coziim3.13:
-3-2 1 -1 4-1 A-4 0 4-1 A-4 0
A=Al = =7 5-2 -1 |=|-7 5-2 -1 |=-7 4-2 -1 | ise
-6 6 -2-1 1 A+1 —-1-4 1 0 -1-2
-1 1 0 0 1 0
-3-12 -1
=(A-4)-7 4-2 -1 |[=(1-4-3-14 4-2 -1 |=—-(1-4) | -1
1 0 -1-4 1 0 -1-4
——a 2T T A Gipeas2) N =y a2)e 120
1 -1-2 1 -1-4

Boylece A ==2, A, =-2, A, =4 0zdegerleri bulunur.

A, =4, =-2 i¢in,

-1 1 -1 X
(A+2D)=-7 7 -1|, X=|X, | alarak (A+2])X=0 denkleminden,
-6 6 0 X,

=X +X, =X =0
=TX +7X, =X, =0
—6X, +6X, =0

lineer homojen denklem sistemi elde edilir.Bu sistem ¢oziiliirse ,

-1 1 -1 -1 1 -1 1 -1 1 1 -1 1 1 -1 0

-7 7 -11~70 0 67|10 O 6]/°(0 0 1|10 0 1

-6 6 0 0 0 6 0 0 O 0O 0 O 0O 0 O
1

H21(—7), H31(_6) H32(—1), Hl(_l) Hz(g) H12(_1)
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=2 ,n=3 , n-r=I(keyfi degisken) olmak iizere

X, —X, =0 .
< =0 dan X, =X,,X; =0 olur.x, =a ise X, =a olur.x, =0 olur.
, =
Boylece ; A, =4, =-2 0z degerine karsilik gelen 6z vektor;
a 1
X, =la|=4al olur.
0 0

Burada birbirine esit iki 6z degere karsilik bir 6z vektor bulunmustur. Ancak bazi durumlarda

birbirine esit iki 6z degere karsilik lineer bagimsiz iki 6z vektdr bulunabilir.

A, =4 igin;
-7 1 -1 X,

(A-4D=|-7 1 -1}, X=|X, | alarak (A—-41)X=0 denkleminden
-6 6 -6 X3

=TX +X, =X =0
=T7X +X, =X =0
—6X +X,—-6X,=0

Lineer homojen denklem sistemi elde edilir.Bu sistem ¢oziiliirse ,

-7 1 -1 -7 1 -1 0 36 -36 01 -1 1 5 -5
-7 1 -1 70 O O}|~(0 O O |1 5 =570 1 -1}~
-6 6 -6 1 5 =5 1 5 -5 00 O 00 O
H21(_1)7 Hsl(_l) H13 (7) H1(1/36)’ H23 H13 H12 (=3)
1 0 0
01 -1
0 0 O
=2 , n=3 , n-r=1 (keyfi degisken) olmak iizere,
X, =0

dan x,=0 X, =X, burada x,=Db dersek x, =b olur.
X, =X, =0

A, =4 0z degerine karsilik gelen 6z vektor

0 0
X,=|b| ise X,=Dbl1 alabilir.
b 1
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3 -1 0
Ornek.3.14: A=| -1 2 —1| matrisinin 6z degerlerini ve 6z vektdrlerini bulunuz?
0 -1 3
Coziim3.14:
|A=2l|=0 ise

3-4 -1 0
-1 2-2 —1|=-A+82F-194+12
0 -1 3-2

—(A-1D)(A-3)(1—-4)=0 denkleminden

=1, 4, =3 , A;=4 bulunur.
A, =1 1¢in
2%, =X, =0
- X, +X, =X =0 denklem sisteminden
—X, +2X;, =0
2X, =X, =0 .
elde edilir.
X, =2X; =0
Burada x,=a dersek x,=2a , X,=a olur.
a 1
Buradan X, =|2a|=al2| 06z vektorii bulunur.
a 1
A, =3 igin,
-X, =0

— X, =X, =X, =0
: 02 ’ denklem sisteminden X, =0 X, =—X; elde edilir.
_ X2 —

Burada x, =b dersek X, =—b olur.Buradan,
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b 1

X,=| 0 |=b| 0 | 0z vektori bulunur.
-b -1
A, =4 icin,
—X =X, =0 X, +X,=0
— X, —2X, =X; =0 denklem sisteminden X, + X; =0 bulunur.
—-X, =X, =0

Burada, x, =c dersek x, =—C , X, =C olur.Buradan,

c 1
X,=|-Cc|=c|—1| 0z vektorii bulunur.
c 1

Ornek3.15: A, 2x2 mertebeden bir matris olsun.Eger

matrisinin 6z degerlerini bulunuz?

Coziim.3.15:

a a
A={ 1 12} olsun.

a21 a22

iz(A)=a, +a, =8 ve
A=

all aIZ

=4a,,a, —a,a,, =12 dir.
a21 a22

Simdi A matrisine kars1 gelen 6z degerleri bulalim.

|A—ﬂ||=‘a”_ a, -0

a21 azz -4

(a, —A)(ay, -4)—a,a, =0
a,a, —A(a, +a,)+A" —a,a, =0
a,,8,, —a,a, —A(@,, +a,)+4A =0
v
12 8
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A’ —84+12=0 denklemi elde edilir.Bu denklemin ¢dziimleri A, =2 , 4, =6 dur.

Buradaki A =81+12=0

denklemi dogrudan

PA)=2"+a A" +..+a, , a =-izA ve a, =(-1)"|A esitliklerinde verilenler yazilarak

da elde edilebilirdi.
ALISTIRMALAR

1) Asagidaki lineer denklem sistemlerini ¢oziiniiz.
2Xx-3y-z=-5 -6u—-v-2w=-9 X+6y+z=0
3X—4y+2z2=-3 —4u+5v+3w=4 2Xx-3y+4z=2
5X+2y-32=6 -2u+4v-5Sw=-3 -3x+2y-3z=0
5Xx-2y+3z=18 4Xx-2y+32=26 3u-2v+w=18
-4z -2X+3y=-9 -3X+7y-22=-24 —4u +4v-2w=-26
3X=22+y=6 -2X+y-3z=-19 Su—6v+4w =41
3X—y+4z=5 2X-3y—-4z=-3 u-3v+4w=9
—-2Xx+3y—-z=3 -X+2y-3z2=-9 —4u+5v-2w=-1
5Xx—-4y+3z=0 —5X+y+62=6 2u-7v+8w =15
4x-2y+32=0 2X-3y+z=-1 3IXx-2y+z=4
-3Xx+7y—-2z=-5 -3Xx+2y-3z2=-8 —-X+4y-52=-6
-2X+y-3z=-3 X—6y+5z=4 6X—-3y—8z=-2
—2X+3y-z=-+4 -2u-v+4w=1 X+y+z=2
-3x+4y+z=1 4u+3v-w=6 2X—-y+z=5
4x-3y+2z=11 -u-6v-2w=-9 X+z2=-4
X+2y+2z=1 X+y+z=4 -X+y-2=0
3X+2y-2z=-1 2x—-5y-2z=3 2Xx-y—-2=2
X—2z=0 X+7y—-T7z=5 X+y=-1
X+y—-z=3 X+y+z+t=0 X+y+2z=1
X+z=-2 X+y+z-t=3 2X+y—-z2=-2
2y—-z=3 X+y—-z+t=-4 3X+y+z=5

X—y+z+t=2
X=2y—-z=1 2X+y—-2=0 3IX—y+2z=7
-2x-3z=1 -X+2y+z2=-9 X=5y—-4z=-7
3y+z=2 —X+2y+z2=-9 2X+2y=-2
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X+y+2=6 X+y—z2=2 -X+2y-2=0
-X-y+z=0 -2X+y+z=3 -X+y-2z=0
IX+y-2z=-1 X+y+2=6 2Xx+y-z=0
X+y—-2=0 2X-y+2=0 -X-y-52=0
X=3y+z=0 3x+2y+3z=0 X—y—-2=0
3IX—=y-z=0 X+3y+22=0 2Xx+4z2=0
X+2y+3z=0 10x+8y+2z2=0 X—y-2z2=0
2Xx+y-3z=0 5X+4y+z2=0 7x=3y—-z=0
3X+2y+2=0 14x+12y+3z2=0 X+3y+4z=0
2X—-y+3z=0 2Xx+3y+52=0 -4x+5y-z =0
3X+2y+2=0 X+y+z=0 2x-4y =2
X—4y+52=0 3X+5y-2z=0 7y-3z =-10

2) Sekildeki ti¢ gozlii kapali devreyi AX=B lineer denklem sistemi haline ¢evirip |,1,,1;

akimlarini bulunuz.
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3) Sekle gore ;

.
1

R=4/30 =4Q

40V
@
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1 )Z’nin vektor diyagramini ¢iziniz.
ii)g=" Z| =7

i) V=40 V= 1="2

4) Asagidaki matris islemlerini hesaplayimiz.

2 -1 3 310
A: B:

1 4 3 21 —1

a)A+B b)3A-2B ¢)A"+B"  d)(A+B)

e)(A-B)"  DHA+AT d)B-B'

5) Asagidaki matris islemlerini hesaplayimiz.

1 3 2 2

A: B =
2 4 3 1
a)A.B b) A2B ¢) A+AT  d)B-B"

e) A'B f)(AB)" g)(B-A)" h)(A+B)"

6) Asagidaki denklem sistemlerinde a ve b degerlerini hesaplayiniz.

HINEE

7) Asagidaki matrislerin ¢arpimlarini bulunuz.

1241 2 41[-1 3
al)326'4 b)—13'4 6
2

8) Asagidaki matrislerin ters matrislerini bulunuz.

1 20 2 -2 0
a)A=|0 3 0 BB=[-2 0 4
01 4 4 1 2

9)Asagidaki matrislerin 6z degerlerini ve bu 6z degerlere karsilik gelen 6z vektorleri bulunuz?
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3 -1 0 1 2 1 2 -1 0

32 3 -1
a)L J b)[1 1} ol2 2 -2/ dlo 3 1|el2 2 -3
4 0 -1 05 -1| |4 0 -2

10) A=|-1 2 —1| matrisinin 6z deger ve bunlara karsilik gelen 6z vektorleri bulunuz?
0 -1 3

11) A , nxn mertebeden bir matris ve bir k skaleri igin B=A-kI olsun. A ve B matrislerin

0z degerlerini karsilastiriniz?

12) A , 2x2 mertebesinden bir matris olsun.Eger  iz(A)=4, |A| =6 ise A’'nin 6z

degerlerini bulunuz?

55



BOLUM 4
4.INTERPOLASYON POLINOMLARI
4.1.Fonksiyonlarin Tablolarinin Diizenlenmesi

Fonksiyon tablonun x¢,X;,X2,....,Xn bagimsiz degiskenlerine karsilik fonksiyonun yo=f(xo) ,
yi=f(x1),.....yn=f(Xn) degerleri vardir.

Genel olarak, tabloda x’in degerlerinden biri digeri ile esit aralik teskil edecek sekilde
secilmistir.x’ in ardisik degerleri arasindaki fark, tablonun araligi olarak isimlendirilir ve h
harfi ile gosterilir.Y ani;h=x1-X¢=X2-X1=X3-X,=.....=Xg+1-Xk olarak tanimlanir.Buradan;

X1=X¢th

o2 03
0,2 03

h=0,3-0,2=0,1

X1=Xoth =  x;=0,2+0,1=0,3

X2-Xx1=h =  xXy=x;+h

X>=Xo+2h

Xp=Xo+tn.h
Tabloda verilen fonksiyonun ardisik degerleri arasindaki farki bilmek énemlidir. Fonksiyonun
ardigik degerleri arasindaki farka ileri fark denir ve Ayy ile gdsterilir.
Boylece;Ayi=yx+1-yk ifadesinden;

Ayo=y1-Yo

Ay1=y2-yi

AYy= Yu+1-Yn

bulunur.

4.2.Lineer interpolasyon

Herhangi bir x fonksiyon degerine karsilik gelen fonksiyonun degeri tabloda yoksa bu
fonksiyonun degerini yaklagik degerine ve bundaki hatayr bulmak lineer interpolasyonun
amacidir.Tabloda ardigik iki x degeri xx ve Xy+; olsun .Aranilan x degeri de Xy<x<Xy4;
bulunsun.xx ve xir; degerlerine karsilik gelen yi=f(xx) ve yiri=f(Xk+1) [Xk-Xkr1] araliginda
fonksiyonu lineer fonksiyon olarak kabul edelim.Yani fonksiyonun tarif ettigi egriyi, 2

noktay1 birlestiren kirig olarak alabiliriz(Sekil.4.1).
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yk+1= f (Xk+1) Pz(xk+1 ’ yk+1)

=
P (x> ¥

\j

k+1

Sekil.4.1. Lineer interpolasyonun grafik gosterimi
Boyle yer degistirmeye lineer interpolasyon denir.
Pi(xi,¥x) 5 P2a(Xk+1,¥k+1) dogrularindan gecen dogrunun denklemi:

X=X _Y~%

X =X YooY

Y=YV _ X=Xy

Y =¥ Xy — X

Kirisin denklemi

Y=Y _ X=Xy

Y ~ ¥k Xk — Xy

Ayk h
% y_yk — X_Xk
Ay, h
X—X
*yzy, +Ay, - :
X — Xy

y=f(x) fonksiyonun arzu edilen degerini bulmak ic¢in yx nin tablodaki degerine
ifadesini eklemektir. Lineer interpolasyonun oranini teskil eden sudur; h uzunlugundaki

(Xk,Xk+1) araligr iizerinde gbz Oniine aldigimiz fonksiyonun y-yi arttimi ile argiimanin x-xy

A
artimi yaklagik olarak dogrudan dogruya orantilidir.Bu oranti sayisi l}llk dir.
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Ornek.4.1: x sinx-1=0 denkleminin kokiinii [0,2] araliginda lineer Interpolasyon Yontemi
ile yiiz binde bes hata ile hesaplayiniz.

Ciiziim.4.1 ZX]ZO R X2:2

f(x,)
X3 =X, _—2'(X2 -X,)
f(xz)_f(x1)
x 22— @ g
3 £(2)—£(0)
- _,_(0.818594853).2
’ 1,818594853
X, =1,09975017
Kk X, f(x)
1 0 -1
2 2 0,818594853
3 1,0997517 -0,02001921
4 1,12124073 0,0098346026
5 1,11416189 0,0000056235
X, =2— ) (2-1,09975017)
£(2) - £(1,09975017)
0,736939877

X = J—
¢ 0,818594853 +0,02001921
5 0.736939877

X, = =1,12124073
0,83861406
X, =12124073 - £(112124073) (1,12124073 —1,09975017)
£(1,12124073) - £(1,09975017)
x; =1,12124073 - 0,0098346026 (1,12124073 —1,09975017)
0,0098346026 +0,02001921
%, = 112124073 — 20098346026 , ) 1 46056)
0,029853812

X, =1,12124073 -0,007079534913
Xxs; =1,11416119

f(x5)=0,0000056235 olup milyonda bes hata ile x sinx-1=0 denkleminin kokii 1.11416119°dur.
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Ornek.4.2: [1,2] araliginda x*+x*-3x-3x=0 denkleminin kékiinii lineer interpolasyon yontemi
ile yaklagik olarak ¢oziiniiz.

Coziim.4.2:x,=1 ,x,=2

X3 =X, _L'(Xz —-X,)
f(x,)—1f(x,)
= f2) 2-1)

TR ()

X, :2—E =x, =1,57142
7

=2_ f) (2-1,57142)
4 f(2)-1(1,57142)
X = 2—; =x =170540
4 3-1,36449 4
k X f(x)
1 1 -4
2 2 3
3 1,57142 -1,36449
4 1,70540 -0,2478442
5 1,7278811 -0,0393553
6 1,7314047 -0,006104
7 1,731950 -0,0009532
8 1,7320353 -0,000147
9 1,73204885 -0,0000219
Xs=2-— f@) (2-1,7054)
f(2)-1(1,7054)
X, =2— 3 (0,2946)
3+0,2478442
Xy = 2—w =2-0,2721189
3,2478442

xs =1,7278811
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3

X =2- (2-1,7278811)
6 3-f(1,7278811)
x = O816336 9314047
6 3+0,393553 6
3
X =2—-——(2-1,7314047)
7 3,006104
x, =2 Q807855 731950
7 3,006104 7
3
X = -
8 3,0009532
_ 0,8041497

X = = x_=1,7320353
8 3,0009532 8

X, = 2—0,8038941
x, = 1,7320485

£(x9)=0,0000219 olup milyonda iki hata ile [1,2] araliginda x*+x*-3x-3x=0 denkleminin kokii
1.7320485"dir.

4.3.Lineer Interpolasyon Hatalar1

Bir fonksiyonun hesaplanmasinda lineer interpolasyonun kullanilmasi sonucu yapilan hata

yine interpolasyon hatalari ile bulunur.

F(x) fonksiyonunun tam degeri ile yaklasik degeri arasindaki fark f(x) olsun.

Y (x)=f(X)-yi-Ayg.

olur.x’ in [Xx , Xx+1] arasindaki degeri i¢in f(x) degerinin

hesaplanmasi ile probleme yaklasilir.F*(x) ikinci tiirevi géz oniine alinir.

*£"(x) siirekli ise * |f”(x1 <M,

Eger, |f ”(x] <M, = Y"(x)<M, xivexi yaklagik degeri ile aym ise;

Y(x)=Y (Xk+1) dir.[x,Xgr1] araliginda bazi noktalar igin (bu noktalara -a- denir) Y(X)
fonksiyonu maksimum modiile erisir.

Simdi, Y(x) fonksiyonun (x-a) nin kuvvetleri cinsinden Taylor agilim;
Y(x) = Y(a)+ Y'(a).(x —a) + W
Y'(a)=0
Y(x)=Y(a)+ %(g).(x —a)?

& degeri x ve a degerleri arasindadir.
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Xk Ve Xk+1 noktalariin a ya daha yakin noktasina X diyelim;

Y(;)=0 ve Y(a)= —w olur.

[—

[Xk,Xk+1

Do |5

|x -a| <
Y

Y'(€)-h?
|Y(a)| < 3
Y'(x) <M,

Y < Y'()-h® _M,-h
8 8

araligimin a’ya yakin noktasi x olsun.

Sonug olarak, [Xk,Xk+1] araliginda |Y(x1 < |Y(a)| esitsizligi hatirda tutularak;

X —

Y COI=(X)-yi-Ayi.

L < Y(a)

X —X M, -h
Y (X)[=[f(x)-y-Ayx. L)< —2

2

h

2

bulunur.Boylece;

[Y(x) < 28. olup bir fonksiyonda yapilan lineer interpolasyon hatast;

2
A= M28 h seklinde tanimlanir.

inter
4.4.Interpolasyon Polinomlar

4.4.1.Interpolasyon Polinomun Problemi

y=f(x) fonksiyonu verildiginde x=x¢,X,X......,.xn degiskenleri i¢in y,,y,,y,,....,y, fonksiyon

degerlerinin oldugunu kabul edelim.

Yo = (%)
y, = f(x))
Yo = f(x,)
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Genel interpolasyon problemi;

P (xy) =1f(x4) =y,
Pn(Xl) = f(Xl) =Yy

P (x,)=1(x,)=y,
sartin1 saglayan (Verilen noktalarda f(x) fonksiyonu degerleri ile ayni olan) n’inci dereceden
Py(x) polinomunun bulunmasindan ibarettir.x=x¢,X;,X2......,Xn degigkenleri interpolasyon
diglimii diye isimlendirilir.
4.4.2.Lagrange Interpolasyon Polinomu

A, (X)=(x—%,).(X—X,)...(x —x ) ifadesini gdz Oniine alalim.

P, (x)
A, (x)

P, (x) 3

ifadesini;

gibi basit kesirleri toplami seklinde yazabiliriz.

m
An+l(x) szX—Xm

_ R(xy)
Rm - A;Hl(xm)
AL (X0) = (R = X)Xy = Xy )Xy = X)Xy = X,)
P(xn) _ o Px,)
An+l(Xm) - I;A;Hl(xm)(x - Xm)
P (x) = Zn:f(xm)- (X =Xo)-(X=%X))eee(X =X, )X =Xy )een(X—X,)

(X, = X)X, = X))eee(X, = X)X = X)X, — X))

m=0,1,2,.....,n

4.4.3.Lagrange Interpolasyon Polinom Hatasi

f(x)-Pn(X)=Rn(X)

R, 00} <M, oy )
T ()
M, ., (a;B) = max f(n”)(xj

o ve B sirastyla x,, ve x gibi (n+2) tane noktalanir biiyiigii ve kiictigtidiir.
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Ornek.4.3:x’in 2,3 ve 4 degerlerine karsilik f(x)=Inx fonksiyonunun;
a) Lagrange interpolasyon polinomunu
b) x=2,5 i¢in interpolasyon hatasini bulunuz.

Coziim.4.3:a) Py(x)= agta;x+tax’

(x-3).(x-4) +1.09%6 (x-2).(x—4) 13863 (x-2).(x-3)

P,(x)=10,6931. : ,3863.
(2-3).2-4) (3-2).3-4) (4-2).(4-3)

b

b) Ry(2,5)=2

R, @.5) <M, 2 22

o ve B digimler i¢cin(x degerleri) en kiiciik ve en biiyiik deger olup a=2 ve =5 alinarak;

|R (2, 5)| <M, (2 4)| 3( )| yazilir ve;
A X=X=X)X=X)(X=X5)eereenn X—
A:+(12,5) ( 2, 50)(2)(2 5 )(3 2 52)4)| (()375 Vi R:@9) <7 3y =00
bulunur.
4.5.Newton Interpolasyon Polinomlar
X0,X1,X2,......,Xn gibi esit aralikli noktalara karsmn yo=f(xo),.....,yn=f(xn) degerlerinin bilindigini

varsayalim.Bu (n+1) nokta n-dereceden bir polinom belirtir.
Pu(x)=apta;.(x-xp)+......+ a,.(X-X0).(X-X1)......(X-Xp.1) ifade etmeye calisacagiz.
Oyle ki bu polinomda;
Pu(X0)=yo ; Pa(X1)=Y15.e0ens Pu(Xn)=yn  “dir.
Bu degerler P(x)=apta;.(x-Xo)*...... 7 an.(X-X0).(X-X1)......(X-Xq.1) esitliginde yerine yazilirsa
bilinmeyen ag,a;,.....,a, katsayilar1 hesaplanabilir.
Pu(X0)=a0 = a¢=yo
Pu(x1)=apta;(x-xo)
Newton interpolasyon polinomu sadece esit aralikli x’ler oldugu zaman kullanilabilir.
Buna gore;
X1-X0=X2-X|=....... =Xp-Xn.1=h dersek;
Pn(x1)=a0+a1(xH;1X_o)j =y=yota.h
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=a
h 1
1 - yO - Ay()
aO - yO
Ay
a =—"
' h
An
a = yf (h=0,L2,...)
" nlh
olarak hesaplanir.Herhangi bir x degerine interpolasyon hatasi;
. |An+l (X)|
R, (%) <M, (osB) "= (a<x<P)
(n+1)!

M., (o;B) = max

f(n+l) (Xx
formiilii ile hesaplanir.(Hata=Gerg¢ek Deger-Hesaplanan Deger)

Ornek.4.4: xX’in 2,3,4,5 degerlerine karsilik fonksiyonun f(x)=Inx degeri asagidaki tabloda

verilmistir.

a) Newton interpolasyon polinomu bulunuz.

b) x=3,5 icin interpolasyon polinom hatasini bulunuz.

Coziim.4.4:
a)
X y Ay Azy A3y
2 0.6931
0.4055
3 1.0986 -0.1178
0.2867 0.05321
4 1.3863 -0.0646
0.2231
5 1.6094
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Bu tabloda a, degerleri alt1 ¢izili farklar olup;
Ps(x)=apta;.(x-X0) + a2.(x-X0).(X-X1) + a3.(X-Xo).(X-X1)(X-X2)

ap=y(=0,6931 ve h=1 ise;

2

A A _

a _BY, _0,4055 040552 = yf _—01178

h 1 2h 2!

3
. - Ay, -0,0932

> 3 3
P3 (x)=0,6931+0,4055(x -2 0.1 178 0 0532 (x =2)(x = 3)(x —4) bulunur.
nt ( ) 3.5)
b R0 M, py ) | =R, (3,5)] <M, (2; 5)'———4——;——|
(n+ (4)!
=>M,(2:5) = max|f”'(x] =(Inx)" = i == :>|R a3, 5)| 3.0 54625 =0,0088
X

A4(3,5)=((3,5-2).....(3,5-6))00,5625 olup;
Hata=In3,5-P5(3,5)=-0,0024 Hata bulunan interpolasyon hatasindan daha kiiciiktir.

Ornek.4.5: x’in 3,4,5,6 degerlerine karsilik f(x)=Inx fonksiyonunun;

a) Lagrange ve Newton interpolasyon polinomu bulunuz.

b) x=4,5 i¢in interpolasyon polinom hatasini bulunuz ve gercek hatayla karsilagtirin.
Coziim.4.5:a)

X 3 | 4 | 5 | s
y =1Inx| 1,0986 | 1,3862 | 1,6094 | 1,7917

Lagrange interpolasyon Polinomu:

Ax =1

(x—4)x-5fx-6) , (x=3)x-5)x-6) (x=3)x—4)x-6)

P,(x)=1,0986. G413 _3)5_6) 1,3862.(4_3)(4_5)(4_6)+1,6094. G35 4)5_6)
L7917, (x=3)x—4)x-5)
(6-3)6-4)6-5)

Newton interpolasyon Polinomu:
x| y | Ay | Ay | Ay p(x)=1,0986+ 028?6 (x-3)- 0’06;4.(x—3)(x—4)

3 | 1.0986 11 12.2!
0.2876 N 0,2235 .(X ~ 3)()( ~ 4)()( ~ 5)
4 | 1,3862 -0,0624 1°.3!
0,2232 0.0235 irﬁpolﬁw( )
5 | 1,6094 -0,0409 A, (x
' R <|M,(3;6)—H
0,1823 ‘ 3(X1 4( s ) 4'

6 |[1,7917 Gercek Hata = |Gergek Deger - Hesaplanan Deger|
Gergek Deger = In(4,5) = 1,5040
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b)

1 -1 6| 6 6 6
f(x)=Inx f'(x):; f"(x):7 f"’(x)=7=7 M4(3;6):3_4:E
A,(4,5)=(45-3)(4,5-4)(4,5-5)(45-6)=0,5625 |R,(4,5)< %. 0,5625 ‘ =0,0017

Lagrange Interpolasyon Polinomu igin Gergek Hata:
P,(4.5)=1,0086, 2= 0H=L) = (fs Mo15), 13862 20N 1) (£05)(15), 16094, 120342 1) 'O’f 13, 1,7917.22:02120) '0’56(_ 0.5)

P, (4,5) =-0,0686+0,7797+0,9052-0,1119 =1,6849—0,1815 = 1,5044

Gergek Hata=|1,5040 — 1,5044‘ =0,0004

Newton intergolasyon Polinomu icin Gergek Hata:

0,0644

2
P, (4,5)=1,0986 + 0,4314 — 0,0241 —0,0014 = 1,5045

0,0235

P,(4,5)=1,0986+0,2876.(4,5—3)— (4,5-3)4,5-4)+ T.(4,5 ~3)(4,5-4)(4,5-5)

Gergek Hata = |1,5040 - 1,5045‘ =0,0005

4.6.Sphne Interpolasyon Fonksiyon

N+1 Tane (xg,yx) noktasi i¢in kurulan polinom interpolasyon fonsiyonu genellikle yeterli
degidir.n’in polinom derecesi N-1’e gore maksimum veya minimum olabilir ve grafik bu
noktalardan gecmek i¢in kivrilabilir.Bagka bir metod ise S(x) polinomlarinin en alt dereceli
grafigi ardisik (Xk,yk) ve (Xk+1,¥k+1) dglim arliginin arasina interpolate olan “piece together”
(bir arda parca) dir.Sirasiyla [Xg,Xk+1] Ve [Xk+1,Xks2] araliklariin listiinden uzanan sk ve Sy
egrilerinin kesistigi kisim diigiim olan (Xy+1,yk+1) noktasidir.Grafigin bu iki par¢ast (Xi:1,yk+1)
digiimiinde “tried together”(bir arada bagli)dir.Sx(x) polinomu parga par¢a polinom egri

seklinde (piecewise polynomial curve) dir.Bu polinom S(x) ile gosterilir .
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(Xk.Yy)

(X2.Y2)

(X0.Yo) (XN-1.YN-1)

(Xk+ 1 AYk+ 1 )

(Xx.YN)

Xo X1 Xz Xk X1 XN-1 XN

4.6.1. Parca Parca Lineer interpolasyon (Piecewise Linear interpolation)
Noktalardan gegen ¢izgi parcalarini igeren,poligonal yol {ireten 1. derceli polinonm en basit

polimomdur.Lagrane Polinom’u parca parca olumus lineer egrileri gosterir.

S, . (X)=y X=Xe | X—Xi (X <X< X, (1)
‘ yk X ™ Xt ka X1 ™ Xk “ o

Sonugcta ¢ikan egri kirik ¢izgilere benzer

(X2Y2) (Xk.Yx)

(X0.Yo) (XN-1.YN-1)

(Xi+1.Yie1)

(XN.YN)

Xo X Xz Xk Xi-1 XN-1 XN
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Egim formiiliinii kullandigimiz zaman her bir ¢izgi ¢in asagidaki denklemi elde ederiz.

Sk(X) = Yk+ dk( X - Xk) burada dk = (Yk+1—y1()/ (XkH_Xk)

Bu fonksiyon lineer spline fonksiyon seklinde de yazilabilir:

[ yo+ do(x - Xo) ; X € [X0,X1]
yi +di(x —x1) ;X € [X1,X0]
< vk + di(X — Xg) 3 X € [Xi,Xg+1] (2)

S(x) =

yN-1 AN (X —XN-1) 5 X € [XN-1,XN]

S(x)’1 bulmmak icin 2. denklem sekli 1. sinden daha basittir ve daha kolaydir. Apsis noktalar
DO nS. S TN xn.1<xXn seklinde siralanir.

Sabit bir x noktasini igeren [xy Xx+1] araligi,x-xx+1<0 olacak sekilde k+1 en kii¢lik say1 oldugu
zamana kadar X-Xj........... X-Xk,X-Xk+] degerleri hesaplanir. x,<x<xy+; seklinde k’y1 elde
ettikten sonra.Spline fonksiyon S(x) ile gosterilir.

X0X 1, oo xom  diglimlerinden tek sayilar size verildiginde (k=0,1,........... M-1)
oldugunda her bir [xoxXak2] araliginda piecewise(parga parca) kuadratik polinom elde
edilir.Sonugta ¢ikan kuadratik spline’in hatasi ¢ift sayili diiglimlerde egimin asir1 keskin
sekilde degismesidir ki buda grafikte biikiimlere sebeb olur.kuadratik spline’in ikinci tiirevi
cift sayilarda siireksizdir.Eger piecewise (parca parca) kiibik plinomlar kullanirsakl. ve 2.
tiirevleri stirekli olur.

4.6.2.Piecewise (parca parc¢a) Kiibik Spline

Bir takim noktalara uygun olan polinom egrileri bilgisayar ve ¢izim alanlarinda kullanima
sahiptir.Cizen hatali olmayan noktalardan diizgiin bir ¢izgi ¢izmek ister.Uygun olan Fransiz
egrisi ve ilk bakildiginda diizgiin bir egriye benzeyen bir egri kullanmaktir. Matematiksel
olarak her [xx,xx+1] araliginda Si(x) kiibik fonksiyon elde etmek miimkiindiir ki sonugta ¢ikan
y = S(x) piiecewise egrisi ile 1. ve 2. tiirevleri [xo,X,] araligindastirekli olsun.S'(x)’in
stirekliligi y = S(x) grafiginin sivri koseleri olmadigi anlamina gelir.S"(x)’in siirekli olmasi
egrinin “radius of curvature”’her noktada belirlenmis olmasi anlamindadir.

N+1 (Xk,yx) noktalart ve Xo<x;<................ <xn seklinde verilsin.
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S(x) kiibik fonksiyon sekilleri :

I S(x) = Si(x) = sk o+ sk 1(xX-Xx) + sk,z(x—xk)2 + sk,3(x—xk)3 igin Xg[Xy,Xk+1] ve k =

0,1...... ,N-1
II. S(xx) =y« k=0,1,............... N.
Spline her noktadan geger
I Sk(Xk+1) = Sk+1(Xk+1) k=0,1,....cc.......... N-2
Spline stirekli fonksiyon seklindedir.
IV. S (X.)=S,. (X.) K=0,1,ereirinnns N-2
Spline diizgiin fonksiyon seklindedir.
1 n
V.o 5 X)) = St (X)) k=0,1,...... ...... N-2

Ikinci tiirevi siireklidir.
i)Kiibik Spline’in Elde Edilmesi
I ve V deki sartlar1 saglayan kiibik spline’in elde etmenin yollarini aragtiralim.Her kiibik
polinomun 4 tane bilinmeyen noktas1 oldugundan o 4 noktanin bilinmesi gerekir.Noktalar
N+1 sartini igerir ve IILIV ve V den her bireri N-1 sartinini igerir.Bdyle olunca
N+1+3(N-1) = 4N-2 belirlenir.Bu iki tane toplamada son noktanin sinirlar1 diye sdylenir.
Bu iki toplam x, ve xy arasinda S'(x) S"(x)’1 igerir.
S(x) piecewise(parca parca) kiibik ise S"(x) [xo,xn] araliginda picewise(parca parca)

lineerdir.Lagrange interpolasyon formiilii su sekilde gdsterilir.

S )=S0
Sy 00 - s"ugﬁﬁ“(xwﬁ @)
M=S (X):Mei =S XeVehy = X~ X
4°de yerine koydugumuzda
S0 =TMey —x) + Moy v 5)

k h,
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5’in 2. dereceden integralini alirsak

Me.s
6h.

S, 00 =1 (= X) + Tt (X3 Y+ (X, = X) +, (X=X (©)

6hk

6’da xy ve Xy yerine koyarak y = Sy(xx) ve y = Sk+1(Xk+1) kullanirsak
_ My (.2 _ M. 2
yk_?hk-i_ pkhkve yk+l_ 6 hk—i_qkhk (7)
Pk Ve dk i¢in ¢oziip 6 da yerine koydugumuzda
S, ()= m (Xk+l_x)3+ M. (X k) k mkhk)(xk+1_x)+(yk+1 _mk+1hk)(x_xk)

6h, 6h, 6 he 6 (8)

8’in tiirevini alirsak bilinmeyen sadece my kalir

—X) mk+1(x_xk)2+ L_ My hk)+ yk+1 _ mk+1hk) )

Si0=p h' 6 " h 6

2hk

Xk’y1 kullanarak 10’u elde ederiz

mk+1

Y™ ¥
kel Tk (10)
h.

10°da k’nin yerine 9°da ki k-1’1 koyarsak ve § :H (x )’ de xi’y1 ikoyarsak

S, (x)= hk hk+dk burada g, =

! m M.
Sk—l(Xk)z_?khkfl_ = hk—1+dk—1 (11)
k
10 ve 11 deki denklemler kullanarak my.; my+; ve my arasindaki iliski bulunur
hk—l mk—1+2 (hk—l+hk) mk+hk mk+1:uk+1 (12)
burada [}, = 6(d . d.) k=12, .ccccceein.. N-1

ii)Kiibik Spline’in Olusturulmasi

12 de istenen bilinmeyen my degeridir.Diger noktalar ise (x,yx) noktalariyla basit
matematiksel igslemlerle bulunur.Onlar 12 deki denklemden 1 i¢in my’1 ve N-1 i¢in m,’i atmak
icin kullanilir.Strateji Tablosunda V’e bak my verildigi zaman homg bulunur.k = 1 oldugu

zaman 1. denklem elde edilir.
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2(h,+h)m+hm,=u,~h.m, (13)

Ayni sekilde my verilirse hy.ymy bulunur.k = N-1 oldugu zaman son denklem elde edilir.

hNZlmN72+2 (hN72+hN*l)melzuNfl_thlmN (14)
mp,my,............. ,my.; katsayilarini iceren N-1 denklemleri sekli i¢in denklem13 ve
denkleml4 k=273,............. ,N-2 degerleri i¢in denklem 12 ile beraber kullanilir.
STRATEJINI TANIMI mg ve m,’1 igeren denklem
(1) Clamped Kiibik Spline 3 | m
1 1 = Tins moz_[do_S(Xo)]__]
S'(x¢) ve S"(xn) eger biliniyorsa h0 2
_ 3 vy 1M
My =1~ [S X -d,d-—
(i1) Dogal Kiibik Spline m,=9m, =90
(iii) Ekstramum Noktalarda S"(x) ho(m2 - m1)
mpg=m]-————————
Ekstrapolasyon hi
M, =My, + hN—l(mN—l_ mN-z)
Ny
S"(x) Ekstremum noktalarin ¢evresinde m,=M,>My = M
sabittir
Her ekstremum noktasi i¢in S™(x)’1 bul m, = S " (X,)- M, = S n (Xy)

Yukaridaki stratejilerden hangisini kllanirsan kullan Denklem 1 ve Denklem N-1’1 12 de
yerine yazarak m;,my,........... ,mn.1’1igeren HM =V seklindeki trigonometrik lineer denklem

sistemi elde edilir.

b.c m, Vv,

a.b.c, m, V,

............................................................ - . (15)
.................................. ansbusCul mu_, Vo

........................................... an.bu M. Vi

15 deki Lineer Sistem’in bir tek ¢oziimi vardir.my degerlerini bulduktan sonra S(x)’in

{Sk}degerleri asagidaki bagmtilarla hesaplanir.
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2mcm..)
Sk,lzdk_h 2m; *

Sk,O = yk 6

m M. ™M
Sk,zsz Sk,3=k6—hkk

Daha iyi hesaplamak icin her Si(x) kiibik polinom beraber sekilde asagidaki gibi yazilabilir
S, (%)= [(Se;W+HS, W+, W+ Y. , W = X-Xk V€& Xk<X<Xk+1

Teorem.4.1. [Kiibik Spline’in Tanimi]

N+ tane (X0,¥0), «cvvevveeveeneeneennennnn ,(xn,yN) noktalar kiibik spline olustursun.Denklem 12
secilen bir strateji ile 15 deki lineer sistemi elde etmek i¢in kullanilir. Trigonometrik sistem
mp,My,........... my.katsayilar ile ¢oziiliir . mg ile m,’i belirlemek igin statejilerdeki formiiller
kullanilir.16’da ki denklem spline katsayilar1 bulmak i¢in kullanilir.Asagidaki lineer sistem
stratejilerdeki durumlar1 bulmak iin kullanilir.

Durum(i) : Sikistirilmis Kiibik Spline  S'(xo) ve S"(xn) degerlerini bul.
3 |
Ghy+2h)m+him,=u,-3d, - S (X))
hk71mk71+2(hk7|+ hk) mg+ hk M. = Uy K=23, i N-2

heMus* @R+ 5 hy )M =ty - 38 ) -d,, )

Durum(ii) :Dogal Spline S"(xo) = 0, S"(xy) = 0
2(h,+hym,+hym,=u,

h.m.*2h.+*hom.+h.m., = U, k=23,...cccennin ,N-2
N Mi 2N+ N Mys = U

Durum(iii) ekstramum noktalarda S"(x)’i bul
h, h,
(3ho+2h|+ﬁ)m1+(h1_ﬁo)mzZU1

hkilmk71+2(hk71+ hk)mk+ hkmk+1 =U, k=23 i, N-2

(h, .~ 2m, rehysh P m,

Durum(iv) : Ekstramum noktalarin ¢evresinde S"(x) oldugunu diisiinelim

Gh,+2h)m,~h.m,=u,
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hkflmk71+2(hkfl+hk) mk+hkmk+lzuk k=23 .. N-2

hN72 mN*Z + (2 hN*Z + 3 hN*l) mN*l = u N-1
Durum(v) S"(xo) ve S"(xx)’i bul

2(ho + h1) m, + h1 m,=u,— hoS”(Xo)
he.Mm.+2th..+*hom.+h.m... = U, K=23 . N-2
thz My.™ 2(hN—z + hN—l)mel =Una™ hN,l S”(XN)

Strateji(i) Egimi icerir .Spline noktalardan gegmeye zorlanmis elastigin sekline benzetilir.
Strateji(ii)Elastik bar1 noktalardan gegmeye zorlayarak elde edilen egridir fakat ug
noktalardaki egimin spline titresim hareketini azaltacak bir pozisyona yerlestirmek i¢in ug
npktalardaki egimi serbest birakmak.

formlar1 olan komsu kiibiklerin genisletilmis bir son kiibine esdegerdir.

Strateji(iv) Kiibiklerin kuadratiklere degisimine esdegerdir.

Strateji(v) Istenen ikinci tiirevin her noktada oldugunu zorlama.

Ornek.4.7:(0,0),(1,0.5),(2,2) ve (3,1.5) noktalar1 ig¢in 5 farkli kiibik spline
bulunuz.Sikistirilmig(clamped) spline bulmak i¢in 5.duruma gore S'(0) = 0,2 ve S'(3) = -1’1
kullanin.S"(0) = -0,3 ve S"(3) = 3,3 diir.

Coziim.4.7 :

Durum(i) hp=1,h;=1,h,=1,d;=0,5,d,=1,5, d» =-1,5 u; = 6(d»-d,)’i kullanarak iki

denklem buluruz :

(% +2) m,+m,= 6(1,5-0,5)-3(0,5-0,2)

m,+ 2+ %) m, = 6(-0,5-1,5) ~3(-1,0+0,5)

m; = 2,52 my=-3,72 bulunur.
mg ve m3 hesaplamak i¢in strateji(i)’yi kullan

,m, =3(0,5-02) - % =-0,36

m, =3(-1L0+0,5)+

3,72 - 036
2

Daha sonra my = -0.36,m; = 2.52 ,m, = -3.72 ve m3 = 0.36 degerlerini denklem 16 da yerine

koyarak spline’in katsayilarini bul.
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So(x) = 0.48x°-0,18x*+0,2x 0<x<l1

S1(x) = -1,04(x-1)°+1,26(x-1)*+1,28(x-1)+0,5 1<x<2
Sa(x) = 0,68(x-2)-1,86(x-2)*+0,68(x-2)+2 2<x<3
Sikistirtlmig(clamped) kiibik spline dogal kiibik spline

Ekstranun noktalarin ¢evresindeExtrapolate S"(x)  parabolik

S'(x)=-0,3 ve S"(3)=3,3

Ayni degerleri kullanarak durum 1 deki denklemi elde ederiz.
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2(1+1)m;+m, = 6(1,5-0,5)
m+2(1+1)m, = 6(-0,5-1,5)

m; =2,4 mp =-3,6
spline katsayilarini bulmak igin.
So(x) = 0,4x*+0,1x%-x 0<x<1
Si(x) = ~(x-1)’+1,2(x-1)*+1,3(x-1)+0,5 1<x<2

Sa(x) = 0,6(x-2)*-1,8(x-2)*+0,7(x-2)+2,0 2<x<3

mg ve mz’iin bulunmasi i¢in lineer sistem

6,00,0\ M, B 6,0

0,060\ m,) (-12.0
m= 1,0 m; = -2,0 bulunur. my ve ms bulmak icin stratejideki 3. denklemi kullan.
m, =1,0-(-2,0-1,0)=4,0

m; =-2,0+(-2,0-1,0)=-5,0

spline katsayilarini hesaplamak icin

So(x) = -0,5x>+2,0x%-x 0<x<1
S1(x) = -0,5(x-1)*+0,5(x-1)*+1,5(x-1)+0,5 1<x<2
Sa(x) = -0,5(x-2)*-(x-2)*+H(x-2)+2,0 2<x<3

Ikinci tiirev ug noktalarda sabittir

5,00 M, 6,0 .
= ise m=1,75 ve my=-2,75 bulunur.
1,05,0 m, -12,0

Cozlim ikinci tlirev ug noktalarin ¢evresinde sabit oldugu i¢in mg = 1,75 ve m3z = -2,75 segeriz

ve spline sudur:

So(x) = 0,875x°-0,375x 0<x<1
S1(x) = -0,75(x-1)*+0,875(x-1)*+1,375(x-1)+0,5 1<x<2
Sa(x) = -1,375(x-2)*+0,875(x-2)'+2,0 2<x<3

Durum(v) mg = S"(xo) ve mz = S" (x3) lineer sistem :

4,01.0\m,| (60
L0L0 \m,) (=153

Cozim m; =2,7 mp=-4)5

So(x) = -0,5x7-0,15x*+0,15x 0<x<l1
Si(x) = -1,2(x-1)*+1,35(x-1)*+1,35(x-1)+0,5 1<x<2
Sa(x) = 1,3(x-2)*-2,25(x-2)*+0,45(x-2)+2,0 2<x<3
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4.4.Ekstrapolasyon Teknikleri

Bir esit aralikli degerler tablosundan alinan tiiremis degerlerin dogrulugunu gelistirmek icin
baska bir yol vardir.Bu teknik acik bir sekilde formiilii bulmadan yiiksek dereceli polinomial

merkezli formuller kullanmaya denktir.Bu metod en iyi bir 6rnekle agiklanir.
Ornek 4.6:

Esit olarak adlandirilmis x’ ler igin Tablo 4.3’den f'(2.4) ve £(2.4) degerini bulun.

Tablo 4.3

i Xi fi

0 2.0 0.123060
1 2.1 0.105706
2 2.2 0.089584
3 2.3 0.074764
4 2.4 0.061277
5 2.5 0.049126
6 2.6 0.038288
7 2.7 0.028722
8 2.8 0.020371
9 2.9 0.013164
10 3.0 0.007026

Ikilisinde O(hz) hatas1 olan esitlik (4.9) ve (4.18) (merkezi fark formiilleri) kullanacagiz.

Esitlik (4.9) da verilen f'(2.4) nin hesabiyla baglayalim;

f1(24) = f(2.5)- f(23) _ 0.0491256 —0.074764
2(0.1) 0.2
f'(2.4)[Tam]=-0.12819 + C,(0.2)%,

. (4.19)

Tahmin art1 hatay1 tam deger olarak gosteriyoruz.(h” ile orantili bir nicelik)(C; oran sabitidir)

Bu kez h=0.2 kullanarak hesaplamay1 devam ettirdigimizi varsayalim.(Sadece bir tane
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degerler tablosu kullanarak kiigliltme yapamayiz.Yer kaybediyormusuz gibi goriinebilir ama
sabirli olun)

Bu hesaplama:

f1(2.4y= 1 (26~ 1(2.2) _ 0.038288-0.089584
' 2(0.2) 0.4

f'(2.4)[Tam]=-0.12824+C,(0.2)’

(4.20)

b

Esitlik (4.19) ve (4.20) de C; ve C, degerleri genellikle aym1 degil.Fakat ayni olduklar1
varsayilacaktir.£’ larin ayni olmadigi fakat fazla fark etmedigi yerlerde C’ lerin her biri
gercekten f(3)(§) degerini icerir.iki degeri esit alarak O(h”*) hatas1 meydana getiriyoruz.C lerin
esit oldugu varsayimindan yola ¢ikarak C’ leri yok etmek i¢in iki esitligi ¢ozebiliriz.
f'(2.5)[Tam]=-0.12819 + m —1[-0.12819 —(—0.12824)]
=-0.12817+0(h*)

Hesaplama genel bir kurala 6rnek teskil eder:O(h) hatasina sahip,h’larmm oraninin 2’ ye 1

oldugu bir degerin iki tahmini verilmig, tam degerin tahminini asagidaki gibi daha uygun bir

sekilde ekstrapole edebiliriz.

Daha iyi bir tahmin=daha dogru

1

n_

(daha dogru-az dogru) (4.21)

(Daha dogru olan deger h’ in daha kii¢iik degeriyle hesaplanandir.)

Aynmi diizeni h’in 0.2 ve 0.4 degerlerini kullanaraktekrar edebiliriz.Tablo 4.4 ‘1. sira

eksrapolasyon ‘olarak sonuglari gdsteriyor.Birinci sira eksrapolasyon O(h*) hatasina sahip,

bdylece 2.sira eksrapolasyon;
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1

24 —1

=-0.12817+0(h®)" dan gelir.

f'(2.4)[Tam]=—0.12817 +

[-0.12817 —(-0.12820)]

Tablo 4.4

h [k Tahmin Birinci-sira Ikinci-sira
eksrapolasyon eksrapolasyon

0.1 -0.12819
-0.12817

0.2 -0.12824 -0.12817
-0.12820

0.4 -0.12836

flk eksrapolasyondan 5. ondalik kisimda degisiklik olmadig1 icin,gelistirilmis tahminin bu
bir¢cok yere uygun oldugunu sdyleyebiliriz.Asil verideki yuvarlamalarin neticemizi gegersiz
kilmas:1 ve sonuglari etkileyebilmesi disinda bu sonu¢ dogrudur. [Veriler f(x)=e™sin(x) den

elde edilmistir, ve '(2.4)=-0.128171 dir.]
Ikinci Tiirev Hesaplamalari

£'(2.4) “ iin gelistirilmis tahminini elde etmek i¢in ayn1 sekilde devam ediyoruz.ilk tahminler

asagidaki gibidir;
h=0.1 i¢in
£1(2.4)= 0.049126—2(0.061377)+0.074764 _0.13360
(0.1
h=0.2 i¢in
£1(2.4) = 0.038288—-2(0.061277)+0.089584 013295

(0.2)°
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h=0.4 i¢in

0.020371-2(0.061277)+0.123060

f'(2.4)= 04

=0.13048

Tablo 4.5 bu degerleri ilk tahminler siitununda gostermektedir.Birinci ve ikinci sira
eksrapolasyonlar Tablo 4.4 ‘deki birinci tlirev hesaplamalarinda oldugu sekilde bu ilk

tahminlerden elde edilir.

Tablo 4.5

h [Ik Tahmin Birinci-sira Ikinci-sira
eksrapolasyon eksrapolasyon

0.1 0.13360
0.13382

0.2 0.13295 0.13382
0.13377

0.4 0.13048

f(2.4)’tin 5 ondalik kisimda 0.13382’ ye esit oldugunu yine sdyleyebiliriz, fakat bu 6rnekte
yuvarlama hatalar1 sonucu dogru ¢ikartmadi.( f'(2.4)’iin gercek degeri 0.13379)

Ek eksrapolasyonlar yapilabilir.ikinci sira eksrapolasyonun hatasinnO(h®) oldugunu

gergegini kullanarak.Fakat yuvarlama etkilerinden dolay1 bu kadar ileri gidilmesi 6nerilmiyor.
Richardson Eksrapolasyonu

Bilinen bir fonksiyonu sayisal olarak degistirmek istedigimizde bu aymi teknige
bagvurabiliriz. Richardson’un eksrapolasyonu olarak bilinen uygulamada, fonksiyonun
sadece tablo olarak bilindigi durumlarda h degerlerini biiyiikk almak yerine daha kiiciik
alabiliriz. h’m segilmis bazi ara degerlerinde baglariz ve f'(x)’i

_ f(x+h)-f(x-h)
- 2h

f! dan buluruz.

Genislik olaral h’ 1n yarisi alinarak daha sonra f'(x) i¢in 2. bir deger hesaplariz.Bu iki

degerden (4.21) esitligini kullanarak ekstrapole edebiliriz.Bu gelistirilmis deger O(h4)
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hatasina sahiptir. Normal olarak, her adimda h’yi yarilayarak ve daha yiiksek sira

ekstrapolasyona devam ederek bir tablo olusturulabilir
Ornek 4.7:

f'(1) degerini bulmak igin f(x)=x’cos(x) i¢in bir Richardson tablosu olustur. h=0.1’le basla ve
'(2) icin tekrarla..

Tablo 4.6 ve 4.7 sonuglar1 gostermektedir.Tam cevaplar £'(1)=0.2391336 ve f'(2)=-5.3017770
dir. Richardson teknigi ayni sirada birbirini takip eden iki deger ayni oldugu zaman

konverjans1 gosterir.

Tablo 4.6 x=1" deki tiirev i¢in h=0.1 ile baslayan Richardson tablosu

0.226736

0.236031 0.239129

0.238358 0.239133 0.239134

0.238938 0.239132 0.239132 0.239132

Tablo 4.7 x=2’ deki tiirev i¢in h=0.1 ile baslayan Richardson tablosu

-5.296478

-5.300449 -5.301773

-5.301454 -5.301789 -5.301790

-5.301719 -5.301807 -5.301808 -5.301808

Tiirev Hesaplama Formiilleri

1.Dereceden Tiirev i¢in Formiiller

fl_ fo

fl(xo): h

+0(h )
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1E1 - f—l

f'(x,)= +0(h?) Merkezi Fark
f'(x,) zqu)(hz)
frxgy =t 8h=8t s ey Merkezi Fark

12h
2.Dereceden Tiirev i¢in Formiiller

f,—2f +f

f“(xo):T°+O(h )

f'(X,) :Lff’l+0(h2) Merkezi Fark

F1(x,) == f, +4f2h;5fl +2f, +o(h)

£1(g) = 100 =300 16T, = T ey Merkezi Fark

12h?

3.Dereceden Tiirev I¢in Formiiller

f'”(XO) — f3 -3 fz;;?’ fl — f0 +O(h )
(%)= f, =21, ;Lh23 Sl +0(h?) Ortalama Fark

4 Dereceden Tiirev I¢in Formiiller

fIV(XO)Z f4—4f3 +6h£2—4f1+ f() +O(h)
O e (R ed R RIS Merkezi Fark

h4
4.5 Newton-Cotes Integrasyon Formiilleri

Sayisal integrasyona formiil iiretmek i¢in kullanilan genel yontem sayisal diferansiyel i¢in
benzerdir.Fonksiyon tarafindan belirlenmis noktalardan bir polinomial geciririz ve sonra bu

polinomial’in fonksiyona yakinligini hesaplariz (entegre ederiz).
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b f(x)dx = b P (x,)dx (4.22)
Jfoo=]

Esitlik (4.22) elde ettigimiz formiil dogru olmayacaktir, ¢iinkii polinomial f(x)’ le aym

degildir.P,(x;) nin hatali teriminin integralini alarak hata icin bir ifade elde ederiz.

b

Hata: I (n i Jh”” f D (&)dx

a

Esitlik (4.22) ‘den faydalanabilecegimiz  bir ¢ok yol vardir.(a,b) intagrasyon arligi
polinomialin  (x¢,x,) uygun araligi ile eslesebilir.Bu durumda Newton-Cotes formiillerini

elde ederiz

Eger polinomial’in derecesi yiiksek ise yuvarlamadan ve kismi diizensizlikten kaynaklanan
hata probleme neden olabilir.Buda bize sadece diisiik dereceden Newton-Cotes formiillerinin

neden daha sik kullanildigin1 agiklar.

Polinomial aralig1 ve integrasyon arligi ayni olmak zorunda degildir.Eger integrasyon araligi
uygun araligin disina c¢ikarsa, ancak biz ekstrapole edebiliriz ve buda biiylik hatalara sebep
olur.Eger sadece bilinen bir fonksiyonun integralini almak istiyorsak normal olarak
ekstrapolasyona bagvurmayiz.Bir sonraki boliimde gorecegimiz gibi, uygun aralifin disinda
polinomialin integrasyonunu hesaplamak bizim difaransiyel esitliklerini ¢6zmek icin birkag

onemli metoda bagvurmamiz gerekecektir.

Simdi ii¢ ©6nemli Newton-Cotes formiiliinii ortaya c¢ikartalim.integrasyon sirasinda
polinomialimizi s’li terimlerle ifade edildiginden integrasyon degiskenini x’ ten s‘ye

degistirmemiz gerekecek.dx=hds olduguna dikkat edin.

n=1 i¢in

X| X| s=l1
j f (x)dx =j( f, + sAf,)dx = h j(f0 +SAf,)ds
s=0

Xo Xo

1
s’ 1
= hf05:|i)+hAf0 ?:|0 = h( fO + EAfoj

(fO + fl)

(4.23)
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Hata:

= [ (g )dx = h* "(gl)js’z—;sds

(4.24)
6 4 12

Buradaki ve asagidaki hatali terimi elde etmek icin gereken detaylar bir sonraki boliimde

verilecektir.

n=2 i¢in

Xo

jf(x)dx:fm + SAf, + S(S 1) jdx
-

[f +SAf, + 5(52 D 2fojds

: g2 2 ) 3 g2 2
=hf,s |+ hAf, ?} +hA £ (Z+Tﬂ

0 0

(4.25)

_ h(z f,+2Af, +%A2 foj%(fo +4f +21,)
Hatal1 terimle
Hata=—$ hfY(E),  x, <&<x, (4.26)
Benzer sekilde n=3 i¢in

J'f(x)dx J.P(x)dx_ (f +3f,+3f,+1,) (4.27)

Hataz—%hsf'v(f), X, <E<X, (4.28)

Temel olarak Newton-Cotes formiilleri asagidaki gibidir;
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h h 1 3gn
J;f(x)dx—z(foJrf])—Eh (&)
xff(x)dx:ﬁ(f FAT 1) ——h ()
; 3 0 1 2 90

J'f(x)dx=%(f0+3f1+3f2+ f3)—83—0h5f”(§)

Fark edilecek 6nemli bir nokta su ki hem n=2 ve n=3 i¢in hatali terimler O(hs) dir.Bu demek

oluyor ki kuadratik kullanirken olusan integrasyon hatasi kiip kullanirken olusanla aynidir
4.10. Uyumlu Integrasyon

Tek bir Ax degeri kullanarak sabit bir [a,b] aralig: {istiinde f(x)’in integralini bulmak i¢in sik
sik trapezoidal kuralin1 ve Simpson’in 1/3 kuralini kullaniriz. f(x) fonksiyonu bilindigi zaman,
Ax=h aralig1 i¢in deger secebiliriz. Romberg tipi integrasyonu gerekli h’yi bulmak icin
kullanabiliriz. iki degerle baslariz. h=h,;=(b-a)/2 formiiliine basvururuz. Sonra hy=h;/2 aliriz
ve formiilii tekrar kullaniriz., bu kez dort degerle ve sonuglar karsilagtiririz. Eger deger yeteri
kadar yakinsa bitiririz ve Richardson ekstrapolasyonu daha sonra hatayr azaltmak icin
kullanirz. Eger ikinci sonug birinciye yeteri kadar yakin degilse,tekrar h’yi ikiye boleriz ve

islemi tekrarlariz.

Bu iglemi bir 6rnekle aciklayabiliriz

Ornek 4.16:

[0.2,1] aralig iistiinde Simpson’un 1/3 kural kullanilarak f(x)=1/x*"nin integralini bulun.

h= Ax’in yartya bolme islemini bitirmek icin 0.02 hata paym kullanin. Calculus’ten biliyoruz

ki, dogru cevap 4.0’diir. simdi bu boliimde kullanilacak 6zel bir ifade tanimlayacagiz.
Sa[a,b] lizerinde Ax=h,’le Simpson’un 1/3 kuralin1 kullanarak hesaplanmis degerdir.

Eger bu ifadeyi kullanirsak, bilesik Simpson kurali asagidaki hali alir

@h;‘f”(g) a<é&<b

1D =5,[a,b]-2-
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Bunu h;=(1.0-0.2)/2=0.4’le kullanarak S;[0.2,1.0]’1 hesaplariz. h’yi ikiye bolmeye devam

ederiz. hy+1=hy

Sari[a,b]’yi hesaplayarak |S,:;S,[<0.02 olana kadar devam ederiz

Asagidaki tablo sonuglar1 gostermketedir.

n hn Sn |Sn+l'sn|
1 0.4 4.948148

0.761111
2 0.2 4.187037

0.162756
3 0.1 4.024281

0.022117
4 0.05 4.002164

0.002010
5 0.025 4.000154

Tablodan anlasildigi gibi n=5"te |Ss-S4/<0.02 oldugundan tolerans kriterine ulasmis oluyoruz.

Bir Romberg ekstrapolasyonu sunu verir:

S5 =S, _ 4.00002 .

RS[a,b]=S, +

(RS[a,b]’yi Simpson kuralindan Romberg ekstrapolasyonunu ifade etmek icin kullaniriz)

Uyumlu Diizen (The Adaptivbe Scheme)
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Bu teknigin dezavantaji su ki;f(x)’in durumu boyle benzerlik gerektirmezken, h’in degerinin
tlim integrasyon araligi iistiinde ayni olmasidir. Sekil 4.4’{i inceleyelim. Ac¢ikga anlasiliyor ki;
[c,b] araliginda h egrinin daha az diiz oldugu [a,c] araliindan daha biiytiktiir.f(x)’in grafigini

inceledikten sonra tiim [a,b] araligini istedigimiz araliklara ayirabiliriz.
Ama biz bunu yapmamay tercih ederiz

Sl

a ¢ B

Figure 4.4

Uyumlu integrasyon otomatik olarak belirtilmis bir deger i¢in yeteri kadar deger secerek [a,b]
araliginin kiiciik araliklarinda farkli h degerleri olmasini saglar. h’in biiyiikliigiinde degisiklik
oldugu yeri belirtmeyiz; bu onun ic¢inde herhangi bir yerde meydana gelebilir. h’in
biiytikliigiinii degistirmemiz gereken noktay1 tespit etmek igin ikili aragtirma denen bir yol
kullaniriz. Gergekten, tiim [a,b] araligi her biri iginde h’in farkli degerleriyle daha kii¢iik

araliklara ayrilabilir. Bu tolerans degere TOL, ve f(x)’in degerine baghdir.
Bu stratejiyi tanimlamak igin,

x=0.2 ve x=1 araliginda f(x)=1/x integralini bulmak igin bir dnceki drnegi tekrar ediyoruz.
0.02’nin TOL degeri i¢in bir deger se¢iyoruz ve yuvarlamanin etkisini en aza indirmek icin
titiz bir sekilde hesaplamalar1 yapariz.Onceki gibi [a,b] araligi iki alt aralik tanimlayarak
baslariz.ilk hesaplama h;=0.4’le [0.2,1] aralig1 {izerinde bir Simpson integrasyonudur.

S1[0.2,1] dedigimiz sonug 4.94814815°dir.

Bir sonraki adim [0.2,1] araliginin her yaris1 iizerinde integral almak (h,=0.2) ve sunlan elde
ederiz. S,[0.2,0.6]= 3.51851852 ve S,[0.6,1]=0.66851852 Simdi S;[0.2,1]’in ve S,[0.2,0.6]
ve S$,[0.6,1] ‘nin toplamlarmnin arasindaki farkin TOL’dan daha biiyiik olup olmadigin
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gorerek ilk hesaplamalarimizin dogrulugunu test ediyoruz.(Aslinda bu farkin biiyiikliigiini

karsilastirtyoruz)
$1[0.2,1]-(S2[0.2,0.6]+S,[0.6,1]1)=0.7611111

Bu sonu¢ TOL=0.2’den biiyiik oldugu i¢in h’in daha kiiclik bir degerini kullanmaliyiz.
Orijinal araligin bir yarisina stratejiyi uygulayarak devam ediyoruz. Keyfi olarak sag yarim
aralig1 seciyoruz ve h=h,=(1-0.6)/2=0.2 ile S,[0.6,1] hesapliyoruz ve S3[0.6,0.8]+S[0.8,1] ile
kiyaslayarak asagidaki degeri bulup TOL i¢in olan degerin yarisini aliyoruz.

S5[0.6,1]- (S5[0.6,0.8]+S5[0.8,1]1)=0.66851852-(0.41678477+0.25002572)
=0.66851852-0.66681049
=0.001708 TOL=0.01"¢e karsilik

Bu istedigimiz sonucu verdigi i¢in elimizdeki mevcut sonuglar1 kullaniyoruz ve asagidaki

islemi yapmak icin bir Richardson ekstrapolasyonunu kullaniriz;
RS[0.6,1]=0.66681049 +1/15(0.66681049-0.66851852)
=0.66669662
Bitisik aralig1 seciyoruz ve ayni iglemi tekrar ediyoruz.
S, [0.2,0.6]=3.51851852 , h,=0.2;
S3[0.2,0.4]=2.52314815;  S3[0.4,0.6]=0.83425926 ;
S, [0.2,0.6]-( S5[0.2,0.4]+ S5[0.4,0.6])=0.161111 TOL=0.01 ‘e karsilik

Yukaridaki hesaplamay1 yapiyoruz ama hatalidir.Bundan dolay1 sag yarim aralikla baska bir

diizeyde devam ederiz

S3[0.4,0.6]=0.83425926 , h3=0.1 ;

S4[0.4,0.5]= 0.50005144 ;  S4[0.5,0.6]=0.33334864

S5[0.4,0.6]-( S4[0.4,0.5]+ S4[0.5,0.6])=0.000859 TOL= 0.005 ‘e karsilik
ve sonug dogrudur. RS[0.4,0.6]=0.8333428 sonucunu elde ederiz.

Bir sonraki aralik [0.2,0.4] diir.Bunun i¢cin TOL=0.005 ‘i kullaniriz.Bunun belirtilen kritere
uymadig1 goriiliir.Boylece bir sonraki asamada [0.3,0.4] araligin1 kullaniriz.0.0025 TOL

seviyesine rastlariz.
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S4[0.3,0.4]=0.83356954 , hs=0.05 ;

S5[0.3,0.35]=0.47620166 ; Ss[0.35,0.4]=0.35714758

S4[0.3,0.4]-( S5[0.3,0.35]+ S5[0.35,0.4])=0.000220 TOL=0.0025 ‘e karsilik
Bu bizim i¢in uygundur, boylece RS[0.3,0.4]=0.83333492

Son alt araligimiz [0.2,0.3] ‘tiir.Tekrar testle karsilastigimizin farkina vartyoruz ve sadece

ekstrapole edilmis sonucu veririz

RS[0.2,0.3]=1.666686
Tiim RS-degerlerini eklemek son cevabi verir.

[0.2,1] lizerinde integral =4.00005957
4.11 Cok Kath integraller

Ilk olarak integrasyon limitlerinin sabit oldugu durumu goz 6niinde bulundururuz.Calculus’ ta
ogrendik ki bir ¢ift integral itare edilmis integral olarak degerlendirilebilir.Bir baska deyisle

sunu yazabiliriz;

b/d d/b
[[fooy)da=] Uf(x,y)dy]dx: | U f(x,y)dxjdy (4.44)

A a c\a
Esitlik (4.44) ‘te dikdortgensel A bolgesi ¢izgilerle birlestirilmistir.

x=a, x=b, y=c, y=d

Itare edilmis integrali hesaplama esnasinda y ‘ye gére integral alirken x ° i sabit tutariz.

Daha 6nce bu bdliimde ortaya cikarilmis sayisal integral formiillerini sadece tek degisken bir
integrasyona uyumlu hale getirmek oldukca aciktir.Unutmayin ki integrasyon formiillerinden
herhangi birisi bagimsiz degiskenin degerlerini degistirmede degerlendirilmis fonksiyonun

degerlerinin sadece bir lineer kombinasyonudur.

Diger bir ifadeyle, bir kuadratik formiil kesin fonksiyonel degerlerin sadece bir agirlikl

toplamidir.

Icteki integral bir degiskenin sabit tutulmasiyla daha sonra fonksiyon degerlerinin bir agirlikli
toplami olarak yazilir.Sonra bu toplamlarin agirlikli toplamlarimi bir arada toplariz.Eger

fonksiyon sadece bu bolge igindeki dortgensel diizlemin diigiim noktalarinda taniml ise ,
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sadece bu degerleri kullanmak zorundayiz.Oyle yapilmasi ¢ogu zaman uygun olmasina

ragmen ayni formiiliin her yonde kullanilmas1 zorunluluguna dair bir sebep yoktur.
Ornek 4.17:

Tablo 4.15 deki fonksiyonun integralini x=1.5, x=3.0, y=0.2 , y=0.6 noktalar1 tarafindan

birlestirilmis dortgensel bolge tizerinde bu teknigi kullanarak bulalim.

Burada x-ekseninde trapezoidal kuralini ve y-ekseninde simpson 1/3 kuralin1 kullanalim.ilk

once hangi integrali g6z 6niinde bulundurmamiz gerektigi 6nemli degil ,o yiizden y sabitiyle

baslayalim
3.0 3.0 h
y=02;  [f06y)dx=]f(x02)dx =E(f1 +2f,+2f,+1,)
1.5 1.5
0.5
= 2710.990 + 2(1.568)+2(2.520) + 4.090]
=3.3140
3.0 0 5
y=0.3; j f (x,0.3)dx =?[1.524+2(2.394)+ 2(3.900)+6.136]
1.5
=5.0070
Benzer sekilde;
y=0.4,  1=6.6522
y=0.5,  1=8.2368
y=0.6,  1=9.7435

Simdi bunlar1 simpson kuralina gore y- ekseninde topluyoruz.

fix, y)dx =%[3.3140+4(5.0070)+2(6.6522)+4(8.2368)+9.7435]
=2.6446

Tablo 4.15 iki Degiskenli Bir Fonksiyon Tablosu, u=f(x,y)

y
0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6
X
0.5 0.165 0.428 0.687 0.942 1.190 1.431
1.0 0.271 0.640 1.003 1.359 1.703 2.035
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1.5 0.447 0.990 1.524 2.045 2.549 3.031
2.0 0.738 1.568 2.384 3.177 3.943 4.672
2.5 1.216 2.520 3.800 5.044 6.241 7.379
3.0 2.005 4.090 6.136 8.122 10.030 11.841
3.5 3.306 6.679 9.986 13.196 16.277 19.198

(Bu 6rnekte cevabimiz 2.5944’1in analitik degeri ile uyusmaz ciinkii x-araliklar1 genistir.)

Bir onceki ornek gosteriyor ki sayisal anlamda c¢ift integrasyon agirlikli fonksiyon
degerlerinin bir ¢ift toplamma kadar iniyor.Az once yaptigimiz hesaplamalar asagidaki

formda yazilabilir;

'f f(x,y)dxdy = ivjzn:wi f;
j=1 =l

Ay A
B ?y%[(fl,l +26,,+2f;,+ f‘U)

+4(f1’2 +2f,,+2f,, + f“)
ot (f+2f 42f + 1) ]

Bunu agirlikli faktorlerin kullanilan fonksiyonel degerlerin yerini gostermek i¢in kullanilan

bir matrisin piktoral operatér formunda yazmak uygundur.

14241

Ay AX |28482
f(x, y)dxdy = —— .
'[ (x. y)dxdy 3 2 (28482 "

14241

(4.45)

Esitlik (4.45) deki matriste bulunan sayilardan sunu anliyoruz;

1,424 ve 1 degerlerinin, lizerinde integral aldigimiz tablo 4.15’in en st sirasindaki
fonksiyon degerler icin agirhik faktorleri olarak kullaniriz.(x=1.5 ve y’nin 0.2’den 0.6 ya

degistigi degerler)

Benzer sekilde Esitlik (4.45)’deki matrisin ikinci siitunu y=0.4 ve x’in 1.5 den 3.0 a kadar

degistigi yerdeki fonksiyon degerlerinin bir siitunundan yararlanildigi agirlikli faktorleri ifade

eder.
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Esitlik (4.45)’ in piktoral operatoriindeki degerlerin Newton-Cotes’un tek degiskenli
integrasyon icin olan katsayilarda geldigine dikkat edin.Newton-Cotes formiillerinin diger
kombinasyonlart da ayni sonuclar1 verir.Piktoral integrasyon integrasyon formiiliiniin

istenilen herhangi bir birlesimine uyumlu hale getirilebilir.

Bir bilgisayar programina daha kolay cevrilebilen bdyle piktoral operatorlerin diger bir

alternatif gosterimi vardir.Onu farkli bir sekilde de elde edebiliriz.

Tek degisken i¢in sayisal integral formiiliinii gz oniine alalim;
1 n
j f()dx=>"a,(x) (4.46)
—1 i=1

Bolim 4.9’da eger f(x) belirli bir derecenin bir polinomiali ise bdyle formiillerin

dogrulandigini gordiik.Farz edelim ki Esitlik (4.46) polinomialleri bir s derecesine ¢ikartsin.
Simdi ¢ok katli integral formiiliinii dikkate aliriz;

n

22 aaa f(x.y.2)  (447)

j=1 k=1

J” f(x, y,z)dxdydz;

111 n
—1-1-1 i=1

Biz Esitlik (4.47)’nin s derecesine kadar x,y ve z’deki tiim polinomialler i¢in ayni oldugunu
gostermek istiyoruz.Boyle bir polinomial toplamlari s’ ye esit veya kii¢iik, negatif olmayan a,
B ve y tamsayilarinm x° y[3 ve z' formundaki terimlerin bir lineer kombinasyonudur.Eger
Esitlik (4.47)’nin bir yazilisin genel terimi oldugunu ispatlarsak , o zaman polinomial i¢in

gecerli olur.
Bunu yapmak i¢in f(x,y,z)= x* yﬁ z' oldugunu kabul ederiz.

O zaman limitler sabit ve integrant degisken oldugundan,

111

I = J.J.J.x“yﬁzy dxdydz

-1-1-1

{iralis

Her terimi Esitlik (4.46)° ya gore tekrar yerlestirirsek;

| = (Z ax’ j(z a yf](z a, zkyj =>ax > ay’>az  (448)  clde ederiz.
it =1 k=1 izl =1 k=1
Simdi toplamlari elde etmek i¢in temel bir kurala ihtiyacimiz var.
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Bunu basit bir durum i¢in gosteriyoruz.

oldugunu 6ne siirebiliriz.

Son esitlik kolay fark edilebilir.Her iki tarafi genisleterek birinciyi ispatlariz.

Z(ul +Uu, +U3)(V1 +V2)
= U1V1 + U1V2 + U2V1 +U2V2 + U3V1 + U3V2;

3 2
z DUy = (U, vy )+ (U, v, )+ Uy, +ugy, )

Parantezleri kaldirarak her iki tarafin ayni oldugunu goriiriiz.Bu prensibi kullanarak Esitlik
(4.48)’1 agagidaki gibi yazabiliriz.

2,8, X X} x! (4.49)

n n n
=1 =1

-3

i j=1 k
Bu gosteriyor ki Esitlik (4.47) gecerlidir.

Yukardaki anlatilanlari bir 6rnekle géeterelim.

Ornek 4.18:

o — —
—.,c

1
Iyzexdxdydz integralinin degerini Gaussian kuadratiirle x i¢in {i¢ terimli bir formiil
1-1

ve y ve z i¢in iki terimli formiil kullanarak bulun.

Once y ve z’ nin limitlerini (-1,1)’de diizenlemek i¢cin degiskenlerde degistirme yapariz;
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] ]
2 (u—-1 dy = — du:
y 2(u ) y = du;

z:%(v+1) dz:%dv.

1

11
T j j(u ~1)v+1)e*dxdudv. haline gelir.

-1-1

Integralimiz | =

L—

Bolim (4.9)’dan iki ve ii¢ —nokta Guassian formiilleri;
1
j f (x)dx = (1) f (=0.5774) + (1) f (0.5774),
-1

1 (5 8 5
jl f (x)dx _(Ej f(~0.7746)+ (5} f(0) +(§j f (0.7746)

Sonra integral;

1 2 2 3
1=—>">>aab(u +1)(vJ —1)*
16 45 j=1 k=1
a =1 a,=2
5 8 5
b1=§ b2 25 b3 25

ve x,u,v’nin degerleri yukardaki gibi.

Toplamin birka¢ 6rnek terimleri sunlardir;
| = %[(1)(1)[%](— 0.5774+1)—0.5774—1) "™ + (1)(1)@)(— 0.5774+1)(-0.5774—1)"
+ (1)(1)(%)(— 0.5774+1)(—0.5774—1)" 7 + (1)(1)(3)(— 0.5774+1)(=0.5774—1) "™ 1]

Hesaplamada , I=-0.58758’ i elde ederiz.

Analitik deger = — %(e —e” ) =—0.58760 dir...
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BOLUM 5
TAYLOR VE MACLAURENT SERILERI

5.1.Taylor ve Mclauren Serisi:f fonksiyon xoe ACIR noktasinda siirekli ve her mertebeden

tiirevi olan bir fonksiyon olsun.f:AcIR—IR , xp€ A olsun.(Sekil.5.1)

—

£(x)

g (x)

/

\J

Sekil.5.1.f:AcIR—IR fonksiyonunun grafigi
f(0) bilindiginde x; sifira yeteri kadar yakin oldugunda f(x;)’i bulabilir miyiz?
x; sifira yeteri kadar yakin oldugunda f(x,) yerine f(0) almabilir. f(x;)=f(0) Fakat sifira x;’den
daha uzak olan x;’nin f altindaki gdriintiisii yerine f(0) almak pek dogru olmaz.Fonksiyonun
xo’daki tegetini diigiinliyoruz.f(x;) yerinde de tegetin fonksiyondaki goriintiisii alinabilir.Bu

tegetin denklemi;
g(x) =f(0) +f'(0)(x —0) = f(0) +f'(0)x = y —£(0)
f(x,) = g(x,) =£(0)+{'(0)x,

x3 i¢in ayn1 diisiince pek dogru olmaz.Bunun i¢inde f’nin grafigine yakin bir egri olarak bir
dogru yerine bir parabolii diisiinmek daha giizel goriiniir.

h(x)=a, +a, +a,x’ disiinelim. f(x)=h(x)

f(0)=a, = f'(x)=a,+2a,x = f'(0)=a,

f"(x) =2a, =>f"(0)=2a,

h(x) =f(0) +f'(0)x +%f”(0)x2:> f(x;)=f(0)+f'(0)x, +%f”(0)><32
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Nokta sifirdan uzaklaginca noktanin bu fonksiyon altindaki goriintiisiinii bulmak igin
fonksiyon yetmeyecektir.Bu nedenle bu fonksiyona yakinsayan ve polinomlardan olusan bir
dizi aramak daha dogru goriinmektedir.Diger bir deyisle f fonksiyonu yerine
f(x)=apta;x+......+a,x"+.... seklinde bir seri kullanmak daha dogru olacaktir. Boyle bir seri;

i)Yakimsak midir?

ii) Yakinsak oldugu halde fonksiyona yakinsarmi?
£(0),£'(0),........... £™(0)  siirekli,

f(x,) = £(0)
f(x,) = £(0)+f'(0)x,

f(x,) = f(0)+f'(0)x+@x2
f(x)=a, +a,x+a,x’

Nokta sifirdan ¢ok uzaksa;

f(x)=a, +a,x+a,x" +....... +a x"
f'(x)=a, +2a,Xx+......... +na x""
fOx)=n(=1)(N—=2)coeeeernnn. 2.la, +(m+Dn(n—1)...2x +.......

f™0)=nla, =>a, = i'f“l’ (0)
n.

" (n)
D f(X):f(O)JFf'(O)XJr%X2 Forrrrenenns 0

Seklinde bir seri elde edilir.Bu seriye Maclaurent serisi denir.Fonksiyonun sifirda tiirevi
olmayabilir.Eger f fonksiyonu x=0’da n. mertebeden siirekli tiireve sahip olmazsa Maclaurent
serisi kullanilmaz.Onun yerine xo noktasinda n. mertebeden siirekli tiireve sahip olan bir

fonksiyon kullanilir. Bu durumda;

f(x)=a,+a,(X=Xy)+a,(X=Xy)* +rvrrrrrrrene +a,(x—x,)"
f'(x)=a, +2a,(X = X;) +rvrrrrrnn. +na, (x—x,)""

(n)
a, =M Buna gore;

n!

f(n) _ n
£(X) = £(Xg) + /(X )(X = X) + eerrroe (Xo)(j‘ X)L
n!

serisi elde edilir.Bu seriye de f fonksiyonunun x¢ civarindaki Taylor serisi denir.Her

mertebeden siirekli tiireve sahip bir fonksiyon i¢in boyle bir seri her zaman bulunur.
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Ornek.5.1: :IR—IR , f(x)=sinx fonksiyonunu Maclaurent serisine a¢iniz.

Coziim.5.1:

£(0)=0
f' O =1 3 5 2n-1 © 2n+1
”( ) SINX =X~ b => (=" X
£"(0)=0 3 S 2n-1)! & (2n+1)!
f"l(o) — _1
s 2n s n
n X X X
f(x)= =f(x)= -1 - =f(x)=e =>f(x)= ) —
(x) = cosx = f(x) Z;( ) (2n)! (x)=¢e (x) Z; o

Ornek.5.2: f(x) = % fonksiyonunu Maclaurent serisine aginiz.
+ X

Coziim.5.2:

f(x) :ﬁ: £(0) =1

me:—a+w2:fﬂD:4
oy 2(X+1) e
P = = 0=
w224
== = 0=
)= 220D ey _g
+1)
vion . —82.(x+1) OO =
P == S = 0 =16
£() = £(0) + /(0 x + £7(0) - + £7(0) - 0 X
2 3| ol

2 3 4 5
S l-x+ 2 () 8 (c16) it
2 34 5|

1+x

e Bir Taylor serisi ancak yakinsaklik araligindaki noktalarin fonksiyon altindaki
goriintiilerini bulmak i¢in kullanilir.
5.2.Kalanh Taylor Serisi:

Bir seride sonsuz terim vardir.Yakinsaklik araligindaki bir noktanin f fonksiyonu altindaki
goriintiisiinii seri yardimiyla bulmak istedigimizde sonsuz terimi toplamamiz gerekiyor.Bu
nedenle serinin ancak sonlu tane terimi yardimiyla bu goriintii bulunur.Tabii ki bu deger

gercek deger degil belli oranda hatali degerdir.Bu hataya kesme hatasi denir.
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f fonksiyonunun x, civarindaki Taylor serisi;

f(X)=1(X)) + ' (X)X =Xp) +eerenenn +m(x—xo)n_l+ ...... olur.
(n-=1)!

n-tane terimden sonraki terimler ihmal edildiginden;

=f(X)+ ' (X)X =Xy) + e ﬁtm(x—xo)"_]vLRn

(n-1!
R, kalan terim ya da atilan terim olarak adlandirilir.
Gergek f(x) degeri=Hesaplanan deger+R,,

Buna gore R, bulunursa kesme hatas1 bulunmus demektir.
R, =g T X e (x,.x)
n!

f™(E)<M olacak sekilde bir M sayis1 vardir.

M.(X_Xo)

|R"| : n!

O halde, Taylor serisinde ilk n terimin toplami f(x) olarak alindiginda yapilan maksimum.

kesme hatasi; M.w ile verilir.
n!
. x"
Ornek.5.3: e* =1+ X +......... +— e=?
n!
Coziim.5.3:
1 . . .
e=1+1+—+.......... +— ilk n terimi aldigimizda yapilan hata nedir.
n!
1
R,|<M.—
n!
x=1

} (0,1) de M=3

R,’in milyonda birden kii¢iik kalmasi i¢in kaginci terime kadar islem yapilmasi gerekir.

3.1
n!

IR,|< M.l' <0,000001 = n!>3.10°
n!

<0,000001=

n=10 alabiliriz.Clinkii;10!=3.628.880

O halde, €” serisinin 10 terimini alarak e’yi milyonda 1 hata ile hesaplariz.
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x> x° x’

Ornek.5.4: SINX =X ———+—————+ o ooeeeeerenns xe|-Z ,E serisinde  maksimum.
357 2°2

hatanin milyonda 5’den kiiciik kalmasi i¢in kaginci terime kadar islem yapilmalidir?

n

X

Cozim.5.4: R [<|M-

n!
f(x)=sinx’in maksimum. degeri 1’dir.
|Rn| <0,000005 kalmasi i¢in;

n n

‘M-X <5.10° =>M=1= <5.10° yazilirve x=1,5708 almnr.

n!

n!
9

n=11 almaliy1z.Yani, ilk 11 tane terime kadar agmaliy1z.Bu da; % ’de biter.

x> x> x' x’

sinx =x——+———+—
3579

5.3.Taylor Polinomu

Taylor polinomu: f fonksiyonunun egrisine a noktasindaki teget dogrusu ile
yaklasabiliriz.Bunu a yakininda f fonksiyonuna bir dogru ile dogrusal yaklasim olarak
adlandirabiliriz ve

P, (x)=f(@)+f'(a) (x-2a)

Olmak tizere P, (x)e 1.dereceden a da Taylor Polinomu denir.

Ornek: f(x)=Inxicina=1de P | (x) degerini ve bunu kullanarak In 0.9 ve In 1.5
degerlerini yaklasik olarak bulunuz.

Coziim: f (x)=In x ise f'(x)=l dir.Boylece f (1)=0 ve f' (1)=1 dir.
X

P, (x)=0+1 (x-1)= x-1 sonugta 1 yakinindaki x i¢in

Lnx=x-1ve In0.9-1=-0.1 In1.5=1.5-1=0.5
In 0.9 ve In 1.5 in degerleri — 0.1054 ve 0.4055 dir.Beklendigi gibi bu yaklasim In 0.9 i¢in In
1.5 den ¢ok daha iyidir.Ciinkii 0.9,1 e 1.5 den daha yakindir.

n. dereceden Taylor polinomu: Lineer yaklasim P, (x), x noktas: @ noktasinin yakininda

oldugu zaman daha iyidir.Fakat x noktasi a ya yakin degilse daha az iyidir.Beklendigi gibi
daha yiiksek dereceden terimlerin toplami daha iyi bir yaklasim verecektir.Boylece quadratik
polinom

P, (x)=f (a)+f "' (a)(x — a)+% f" (a)(x —a)’

73



dir. / i¢in Taylor serisinin ilk {i¢ teriminden olusur. P, (x) lineer yaklasimindan f i¢in daha
iyi yaklasimdir.Boylece a da n. dereceden Taylor polinomu:

Ornek: f (x)=In x i¢in a=1 de P (x) yi bulunuz ve bunu kullanarak In 0.9 ve In 1.5
degerlerini yaklasik olarak bulunuz.

Coziim: f (x)=In x ise f' (x)=l ve f" (x)= —iz dir.Boylece f (1)=0, f'(1)=1 ve
X X
" (x)=- 1 dir.Dolayisiyla

P, (x)=0+1(x-1) - %(x— 1)’=(x-1) - %(x —a )’ dir.Neticede 1 e yakn x ler i¢in
Lnxz(x])—%(x])2 ve
Ln0.9 =09-1)- %(0.9—1)2 =-0,1050

Lnl5~ (1.5-1)- %(1.5—1)2=0.3750

5.4.Binom Teoremi

(atb)’= 1

(ath)'= a+b

(a+b)’= a’+2ab+b’
(atb)’= a’+3a’b+3ab’+b’
(atb)’= a*+4a’b+6a’b>+4ab’+b*

_ _ _ n-31.3
n(nz' 1) A"2? +n(n 1)(n3' 2)a""b L

(=D, nm-Dn-2) ;
2! 3!

(a+b)"=a"+na""'b+

([al> [e)

1+x)" = 1+nx+—

5.5.Bir Seri Yardimiyla Bir Fonksiyonun Tarifi:

f(x)= fonksiyonu seriye acilirsa;

I+x
I+x) " =1-x+x"=x"+...... olur.

Co+CX+CoX7 + e, +C, X" Fins = chx“ (c=sabit)(x=degisken)
n=0
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serisine Kuvvet serisi denir.

Farz edelim ki. f(x)

f(X)=cy +C,X+C, X" + v, +c X" 4. (*)
kuvvet serisi yardimiyla ifade edilsin.

x=0 i¢in f(0)=cy

f'(x) =c, +2¢,x +3¢,x” +4c,x’ +

£'(0) =c,
£"(x) = 2¢c, +6c,x +12¢,x° +........
£7(0) = 2c,

£"(x) =3.(2)c; +43)(2)c, X +......
f"(0)=6c, =3.2c,

bu sekilde devam edilipe; sabitleri f fonksiyonu ve tlirevleri cinsinden;

" " (n)
cO:f(O)zclzf’(O):mz:% :>c3=w:> ........... c =w

23 b n!

olarak bulunur ve bu degerler (*) esitliginde yerine yazilirsa;

f(x) = £(0) + £'(0)x + %xz +

serisi elde edilir. Iste bu seriye y=f(x) fonksiyonunun x=0 civarmdaki kuvvet serisi yada

Maclaurent serisi denir. x=0’da tanimli olmayan veya Maclaurent serisine acilamayan

fonksiyonlar (f(x)=Inx gibi), x=a civarinda Taylor serisine a¢ilir.Yani, f(x), x’in kuvvetleri

yerine (x-a)’ nin kuvvetleri cinsinden yazilir. Taylor serisi de yine kuvvet serileri kullanilarak

formiiliize edilir.Varsayalim ki;

f(x)=c,+c,(x—a)+c,(X—a)" +.orrerrerne. +c (x—a)" +....
kuvvet serisi yardimiyla ifade edilsin.Buradan;

f(a)=co olup devam edilirse;

f'(x)=c, +2c,(X—a)+ v f'(a) =c,
f"(x)=2c, +3.2c,(x —a) + e f"(a) =2c,
f"(x)=3.2.c,+432c,(x—a)+...c... f"(a)=3.2.c,

fP(x)=nle, + v f™()=nlc,

bulunur.Boylece, y=f(x) fonksiyonunun x=a civarindaki kuvvet serisi yada Taylor serisi elde

edilir. x=0’da tamimli olmayan veya Maclaurent serisine agilamayan fonksiyonlar (f(x)=Inx
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gibi), x=a civarinda Taylor serisine agilir.Yani, f(x), x’in kuvvetleri yerine (x-a)’ nin
kuvvetleri cinsinden yazilir.
Taylor Serisi:

U@ -

n!

f(x)=f(a)+f'(a)(x —a)+ %(x —a)’ Fo,

olarak tanimlanir.

5.6.Maclaurent Polinomlari

n. dereceden Taylor polinomu a=0 oldugundan n. dereceden Maclaurin
polinomunu verir.

f(x)=1(0)+f"(0)x + % £ (0)x+........ +l' £ (0) x" dir.
. n:

Ornek: ¢ ve cos x i¢in 7. dereceden Maclaurin polinomlarmi bulunuz. n=4 kullanarak ¢’?
ve cos 0.2 degerlerini yaklasik olarak bulunuz.

Coziim:

1 1
e =l+x+ 5x2+—x+ ............ +— x"

3! n!

cosx=1 - lszr lx4 - (-D)™ 1 X" n=g¢ift
2! 4! n!

dir.Boylece n=4 kullanarak x=0.2

Pm1102+ (0.2)* + 1 0.2)° + L (0.2)*=1.2214000
2! 3| 4
cosx~1 - %(0.2)% %(0.2)4 =0.9800667  dir.

5.7.Maclaurin ve Taylor serileri ile Maclaurin ve Taylor formiillerinin karsilastirilmasi

f (x)=f (a)+( x -a)f '(a)+ L (x-a)* f "(a)+ 1 (x-2)" £"()Feeerrrrrreeeeennnns T (x-a)"'f
2! 3! (n—1)!
<“'”(a)+i' (x-a)"f W(x;)  seklindeki Taylor formiilleri ile;
n.
2 n
f(x)=f (0)+x '(0)+% " 0)+........... +x_' f ™ (x,) seklinde Maclaurin formiilii elde
: n.

edilmisti.
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Seklinde Taylor serisi ile

2 n

£ (x)=Ff (0)+x £ '(0)+ % A + ’; R R CI TR seklindeki Maclaurin serisi

ile karsilastirirsak bunlarin ilk » terimlerinin birbirinin ayni oldugu ve serilerdeki #. terimden
sonraki terimlerin yerine , formiillerde birer tamamlayici terimin gelmis oldugu goriiliir.O
halde serilerin n. terimden sonraki terimlerin toplamlarinin limiti bu tamamlayici terime esit
olmalidir.Bu tamamlayici terimler Taylor formiilii icin

Rn=h f (”)(x1)=h— f " (a+0h) ve
n! n!

Maclaurin formiilii i¢in

n

Ro=2— £ (x,)=2-f ™ (6h)
n! n!

Seklinde olup bunlara n terimden sonraki kalan adi verilir.Bu formiiller yardimiyla f (x) in

degerinin hesabinda ilk » terim alinmak sureti ile hesap yapilirsa hata R, e esit olacaktir.Bu
terimin gergek degerinin bulunmasi miimkiin olamayacagindan hatanin mertebesini belirtmek

iizere R, in kimden kiiciik kaldig1 arastirilir. a ile a+# araliginda f “” (x) i en biiyiik kilan x
degeri x ' ise Taylor formiilii i¢in

R = | ro0n 2|
n.

ve maclaurin formiilii i¢in
xn
| Ra| < | £ =]
n!

dir.Bunlara gbre x in verilmis bir degeri icin f(x) fonksiyonunun degeri istenen bir
yaklasiklikla hesaplamak miimkiindiir.

Ornek: Hata 0.0001 den kiiciik olmak sartiyla hangi aralikta sin x yerine x almabilir?

3
. X
Smxzx——' Foe e,

3
Sinx = x+ %f " (Ox) ve
f"(x)=-cos 0, [f"(0x)=-cosbOx  olarak

3 3
|R|:| %f’”(@x) |= | % - cos Ox | dir.
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Cos Ox in en biiyiik degeri 1 olup

3
|R|<| %|<0,0001

X1 <0,0006 ; x < 3/0,0006 x < 0,0843 radyan veya x <4°50" bulunur-.

ORNEK:

f(x) =arc tg x fonksiyonunun aginima.

f(x)=arctg x f£(0)=0
1 21
f')=—= =(1+x) Jo)=1
1+x
S ()= 2x(1+x) 10)=0
)= - 2(14x%) " 2+6x7 (1+x%) 7 f10)=-2=-2!
F)=-8x (1+x%) >+, 70)=0
P0)=24+ (1+x°) 7+ f(0)=24=4!
! ! !
arctgx=x- gx3+ix5- 2x7 +
3! 5! 7!
2n-1
1 ;. 15 15 e d—
=x-— X +=x - =x"+. (-]
X 3 X s X 2 X D" 2,1
Bulunur.Bu serinin yakinsaklik araligi icin
] x2n+1 2n—1 . 2n—1 5
lim | 2n+2'F|:X2 lim 5,,1=x"<1
n—oo n—aoo

oldugundan simirlari da ayrica kontrol edilerek , -1 <x <1 bulunur.

ORNEK:

f(x)=A1+x> yiseriye aciniz.
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Fe)=1+x> =(1+x)"> 1(0)=1

[ )= x(1+x")""? S (0)=0
S )= (1) -2 (1) 7 S 0=1
F ()= - 3x(1+x%) > 43x7 (1+x°) 22 £"(0)=0

f4(x):— 3(]+x2)—3/2 +18x2(1+x2)_5/2— 15x4(]+x2)—7/2 f4(0): _ 3

elde edilir.
|x| <1  halinde bu serilerdeki x* L terimden itibaren olan terimler

atilarak N1+x* ~ I+ = l-x> =~ - X
2 2

2
V1,01 =y1+(0.1)> =1 + %=1,005
10,99 =,/1-(0,1)? (0 l) =(,995 bulunur.

Ornek.5.5: f(x)=Lnx fonksiyonunu x=1 civarinda Taylor serisine agip Ln2 degerini 7 terim

icin yaklagik belirleyiniz.

Coziim.5.5: f(x)=Lnx ise f(1)=Ln1=0 ve tiirevlerin degerleri;
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f'(x) = i =) =1=f"(x) = —iz = f'(1)=-1
X

£"(x) :% =) =2 () =—=f (1)==6
X X

fv(x):ﬁ:fva):m:f“(x): _1620
X X

VI
=f (1)=-120

seklinde bulunur.Bu degerler;

U@ -a)

n!

f(x)=f(a)+f'(a)(x—a)+ %(x —a)’ .

a=1 alinarak Taylor serisinde yerine yazilirsa;

(n) n
U oE-D"

Lix = £(1)+ £ x =1+ D (x =1y 4 '
n!

2!

(n) n
N oy Lo 2 s 6 4 24 s f -1
Lnx =0+ (x-1) E(X 1) +§(x D I(x 1) +§(x 1) +...+T+ .......
gerekli sadelestirmeler yapilarak;

(x=D) =D (=D x=D"
3 4 5 n

olarak bulunur. Bu son ifadede x=2 yazilirsa ilk 7 terim i¢in Ln2 degeri yaklasik olarak;

Lnx;(x—l)—%(x—l)2 +

1, 2-) _@-) @2-) _@-D @2-1
3 4 5 6 7

Ln2 ;l—%+l—l+l—é+% =0.759524 bulunur ki bu deger Ln2=0.693147 degeri ile

Ln2;(2—1)—%(2—l)

3 45
karsilastirildiginda iyi bir yaklasim olmaz. Daha yaklasik degerler bulmak i¢in daha fazla
terim hesaba katilmalidir.

ORNEK:f (x) = In x fonksiyonunun x-a min kuvvetlerine gére acin ve bulunan formiilden
faydalanarak In 0,97 nn degerini hesaplaymniz.

F (x)=Inx f(a)=Ina
Fr(x)=—=x"' £ (a)=
X a
) 1
FH(X):_X t‘"(a'):__2
a
3 2
F"(x)=2x f"(a)=—
a
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FYx)=-23x"* f4(a)=—£

a4
bulunur.Bu degerler (2) formiiliinde yerlerine koyulursa :

1 e-a, 2 (x-a) 23 (-a),

In x=In a+l( X-a) -
a

a’ 2! a’ 3! a' 4!
_ 2 _ 3 _ 4
=In a+l( X-a) - (x C;) + (x ?) - (x 631) Fo
a 3a 4a
Genel terimi (- 1)™" M dir.Bu serinin yakinsaklik araligi i¢in
na
_ n+l n
Lim |79 L) gim =L xal<1
(n+a"" (x—a)" a n+l a
n—aoo n—aoo

esitliginden | X-a | <aveya 0 <x < 2a yakinsaklik aralig1 olarak bulunur.
Araligin sinir degerlerinin araliga ait olmadiginin arastirilmast:

X=0 igin seri In a — (1+% +§ +i o ) olur;bu seri ise raksaktir.Gergekten parantez
i¢i iraksak olan harmonik seridir.

X=2a i¢in seri In a +1- % +% -% Foi Olur;bu seri alternatif seri olup yakinsaktir.O
halde g6z oniine alinan fonksiyonun Taylor serisine agilimi 0<x<2a araliginda

gecerlidir.
In 0,97 yi hesaplarsak :Bunun i¢inde a=1, x=0,97 konursa

In 0,97= - 0,03- %(0,03)2 - %(0,03)3 R UUTTRRUURTRR

elde edilir.Bu seride hangi terime kadar hesap yapilmali ki ondalik basamagin ilk bes
basamagi dogru bulunsun.Bunun i¢in

| - 003" < LS veya 32 < LS olacak sekilde n bulunur. n=3 i¢in bu esitlik
n 10 10"n 10
gergeklenir.O halde

In 0,97=- 0,03 — 0,00045 — 0,000009= - 0,030459= - 0,03046
Bu degeri M=0,434245 ile carparsak - 0,13223 bulunur;negatif say1y1 tam kisma verecek
olursak log 190,97=1,98677 elde edilir.
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BOLUM 6
6.EGRi UYDURMA
6.1.En Kiiciik Kareler Dogrusu

Sayisal yontemlerin amaci, (X1,y1), (X2,¥2),---» (Xn,yn) seklindeki farkli noktalara baglh bir
y=f(x) fonksiyonel bagimt1 belirlemektir.Biz bu boliimde; y=f(x)=Ax+B formundaki lineer
fonksiyonlar1 vurgulamakla yetinecegiz.Biliyoruz ki;f(xx)=yx+ex idi.

y=f(x)=Ax+B formunda bir yaklasimi nasil bulabilecegimizi diigiindiigiimiizde hatalarin
belirlenmesine ihtiyacimiz oldugunu goriiriiz.Buna gore;

ex=f(xi)-yx (1 <k <N) iken;

i) Maksimum hata: E (f ) = maxﬂf(xk )— Y |}

1<k<N

ii) Avarega hata (Ortalama hata ): E, (f )= ﬁZN: Ifx ) = Yy
k=1

N
iii) Etkin hata(rms:root-mean-square): E, ()= [ §Z|f(xk) -y |2 ]5

k=1

Noktalar ve fonksiyon degeri verildiginde bunlarin nasil bulunacagini gorelim.
Ornek.6.1:(-1,10)(0,9)(1,7)(2,5)(3,4)(4,3)(5,0) ve (6,-1) noktalarma karsilik gelen
f(x)=8,6-1,6x lineer yaklasimi i¢in E;(f),Ex(f), E«(f) hatalarin1 bulunuz.

Coziim.6.1:

Xk | vk | f(x)=8,6-1,6x, | e lew|
-1 | 10 10,2 0,2 0,04
0] 9 8,6 0,4 0,16

1| 7 7 0 0,00

2| 5 5.4 0,4 0,16
3| 4 3,8 0,2 0,04

4| 3 2,2 0,8 0,64

51 0 8,6 0,6 0,36

6 | -1 -1 0 0
Y=2,6 |Y=1,4
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Eo(f)=maksimum|f(xy)- yx|= maksimum|ey]
E(f)= maksimum {0,2;0,4;0,4;0,2;0,1;6}
E(H)=0,8

1 1
E,(f)=—> |f(x,)-y|=>-2,6=0325
N k=1 8
1 1
. !
2{121,40}2 =£1’4j2 = 0,41833
85 8

Tanim.6.1: (x;,y1),....., (Xnx,¥yN) verilen N tane nokta olsun. Burada; {xy}’lar farklidir. E,(f)

o | —

E,(f)= {%;H‘(Xk)_ Yk| :l

minimum oldugu zaman y=f(x)=Ax+B dogrusu en kii¢iik kareler dogrusudur.
6.2.En Kiiciik Kareler Dogrusunun Bulunmasi

Verilen N nokta (x1,y1),.....,(Xn,yN) iken Ep(f) 6zdesligini minimize eden y=f(x)=Ax+B

dogrusunun A ve B parametrelerini belirlemek zorundayiz.

N 2
Ey(f) 6zdesligi < Z|f(xk)—yk| minimum oldugu zaman minimum olacaktir. Bu
k=1

nedenle, asagidaki E(A,B) fonksiyonunu minimize etmek yeterli olacaktir.
N 2
2
E(A,B):;(Axk +B-y ) =N[E, (¢) (1)
E(A,B) ‘nin bir noktadaki minimum degeri A’ya ve B’ye gore kismi tiirevlerinin sifira
esitlenmesi ile bulunur.(1)’de x ve yx sabit A ve B degiskendir.

OE N
6_A = 21(21:(Axk2 +Bx, - xkyk)

Son iki kismi tiirev sifira esitlenirse;
N ) N N
*(Zxk jA +(Zxij = ZXkyk
k=1 k=1 k=1
N N
*[ZxijJrNB:Zyk )
k=1 k=1

elde edilir. (2) ile verilen bu denklemlere en kiiciik kareler dogrusunu veren karakteristik
denklemler denir.Simdi en kiiglik kareler dogrusunu bulmak igin bu denklemlerin nasil

kullanildigini1 6rneklerle agiklayalim.

83



Ornek.6.2:(-1,10) (0,9) (1,7) (2,5) (3,4) (5,0) (4,3) (6,-1) noktalar1 igin en kiigiik kareler

dogrusunu bulunuz.

Coziim.6.2: x; ve yi degerlerine bagli olarak x,” ile x.yx ayni tabloda hesaplanirsa;

k Xk Yk ka Xk Yk
0 -1 10 1 -10
1 0 9 0 0
2 1 7 1 7
3 2 5 4 10
4 3 4 9 12
5 4 3 16 12
6 5 0 |25 0
7 6 -1 36 -6
>=20|>=37|>=92 | >=25

bulunur.Bu degerlere bagh en kiigiik kareler dogrusunu veren karakteristik denklemler;

8 8 N
(Zxksz + (ZXkJB = Z:xkyk
k=1 k=1 k=1

92A +20B =25
8 N
(ZXJAJFNB:ZYk
k=1 k=1
20A +8B =37

olduguna gore;92A+20B=25
20A+8B=37 denklem sisteminden A=-1.6 ve B=8.6 bulunur.
Boylece;y=f(x)=Ax+B=-1,6x+8,6 istenilen en kiicilk kareler dogrusudur ve grafigi

asagidadir.(Sekil.6.1)

=4x+E

F
5]
g
7
&
5
4
3
2
1

r
&%

Y
-1 12345'6\?3910111213':{

Sekil.6.1. y=f(x)=Ax+B=-1,6x+8,6 grafigi
Verilen nokta ciftleri bir dogru degildir. Bulunan y=Ax+B dogrusudur.
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6.3.Polinom Uyarlamasi

En kiigiik kareler dogrusu bulundugu gibi verilen  (x1,y1),....., (Xn,y~n) gibi N noktada en
kiiciik kareler paraboliide bulunabilir. y=f(x)=Ax*+Bx+C olsun.

N
A B, C = z:(Axk2 +Bx, +C-y, )2 fonksiyonunun A,B ve C’ye gore kismi
k=1

tirevleri alinarak;

OE N
A 21(21:(Axk2 + Bx,, +C—yk)2(xk2)
OE =
G_B = 2;(Axk2 +Bx, +C-y, Xxk)
OE S ( 2 ) - . .
- 2; Ax,” +Bx, +C -y, | bulunur ve bu kismi tiirevler sifira esitlenerek;
N 4 N 3 N ) N )
Zxk A+ Zxk ]B+(2Xk jC:Zxk A
k=1 k=1 k=1 k=1
N N N N
Zxk3 A+ xk2jB+(2xij=ZXkyk
k=1 k=1 k=1 k=1
N N N
Zxkz A+ ZkaB+NC=Zyk 3)
k=1 k=1

elde edilir. (3) ile verilen bu denklemlere y=f(x)=Ax*+Bx+C en kiigiik kareler paraboliinii

veren karakteristik denklemler denir.
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BOLUM 7

7.SONLU FARK OPERATORLERI

Bu boliimde sonlu fark operatorlerini, bu operatorler arasindaki miinasebetleri, sonlu fark

tablolarinin nasil yapildigimi ve bu tablolardan ne sekilde faydalanildigini gérecegiz.

7.1.Lineer Operatorler
7.1.1.1leri Fark Operatérii:Fonksiyonun ardisik iki degeri arasindaki fark olarak tarif edilir
ve A sembolil ile gosterilir. h herhangi bir adimi1 gostermek {izere bir operatdr bir f
(x) fonksiyonuna uygulanirsa;
Af(x)=f(x+h)-f(x)
x=k , h=1 secilirse;
Ay, =¥, — Y, seklinde gosterilir ve 1. mertebeden ileri fark diye okunur.
k=0F1%2,%3,...... olmak iizere 1. mertebeden ileri farklardan yararlanarak;
Ay , =y ,-y,= f(x_l)— f(x_2)= f(x_2 +h)— f(x_z)
Ay \=Yy,-Y, = f(xo)—f(xfl)z f()gl + h)—f(xfl)
Ay, =y, =Y, = f(xl)—f(xo): f(x0 +h)—f(x0)
Ay, =y, —y, = flx;)~f(x,) = f(x, +h)-f(x,)
Birinci mertebeden ardisik iki ileri farkin farkini ikinci mertebeden ileri fark olarak tanimlariz
ve A’ sembolleriyle gosteririz.
N f(x) = A[Af(x)] = £(x + 2h) - f(x +h)+ f(x)
veya;

AZYk = Ay, — Ay,

A"y, =A™y, —A"y, (k=07F172,.)
7.1.2.Geri Fark Operatorii:
Vf(x)=f(x)-f(x —h)

VY, =Y = Yiu

86



_:-Q-
T
|
|
I
1}
|
I
|
[RENETCIN B R | .

Y ox

=1
>
'
=
o
e
+
=g

szk =Yy, Vi, (k = 0,11}2....)

V%, = VHHYk _Vmil}’kfl
7.1.3.Merkezi Fark Operatorii:
Merkezi fark , bir fonksiyonun herhangi bir bagimsiz degiskenin yarim adim ilerisindeki bir

fonksiyon degerinden , yarim adim gerisindeki fonksiyon degerinin farkidir. 6 ile gosterilir.
8f(x) = f(x+%}—f(x—%} (x=kh=1)

8y, =y , -y , 1. mertebeden merkezi fark operatorii.
k—

k+—
2 2

Son denklemlere gore §°,....,8™ yiiksek mertebeden fark operatdrleri olacaktir.

7.1.4.0rtalama Deger (Averaj) Operatorii:

Bir fonksiyonda herhangi bir degiskenin yarim adim ilerisindeki fonksiyon degeri ile yarim

adim gerisindeki fonksiyon degeri toplaminin yarisidir.

)= 2[i{x ) o(x4

My, =%{yk LY, 1} 1. mertebeden merkezi fark

2 2

7.1.5.0teleme (Kaydirma) Operatorii:

f(x) fonksiyonunu (x+h)’1n gériintiisiine 6teleyen bir islemdir. E ile gosterilir.
Ef(x)=f(x +h)

Ey, = ¥Yiu

Ef(x)=f(x —2h)
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E'f(x)=f(x—h)

'Eof(x) = f(x)

Emf(x) = f(X + mh)
7.1.6.Tiirev Operatorii:

Bilindigi gibi bir f(x) fonksiyonunun tiirevi

Df(x) =

df(x) " Lim f(x + h) — f(x) _f(x)
dx

h—0 h

ile ve birinci mertebeden diferansiyeli de

df(x)=f(x)-h=h-Df(x) ile tanimlaniyordu. Yani kisaca,

f'(x) = Df(x)

df(x) = h - Df(x)

_DfGx) d:igj‘) _p"t(x) yazlabilir. O halde,

f(x) = f(xi)+(x—xi)Df(xi)+2%()(—)9)2 Df(x,)+...

Taylor serisinde X = X;+; Ve Xj+-X; = h yazilirsa,

212

D +...]f(xi)

f(xm):(lJthJrh

elde edilir. (1.22)’de parantez i¢indeki seri "™ ile gosterilirse,

f(Xm): eth(Xi)

bulunur. Boylece,
E=¢"

yazilabilir.
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1.1.7. Boliinmiis Farklar

Bir f(x) fonksiyonunun Xy, X, X2, ... , X, degerlerine karsilik f(xo), f(xi), ... , f(Xa)
degerlerini aldigini kabul edelim. f(x)’in x; ve x;’deki degerleri f(x;) ve f(x;) olmak iizere,

Boliinmiis Fark;

f(xj)—f(xi)

Xj_Xi

flx;, x,]= (1.25)

seklinde tamimlanir. Onemli birgok uygulamada x; ve x; ardisik degerler olmaktadir.
Dikkat edilirse,

flxi, XJJ:flxj,xiJ dir.

Benzer sekilde,

f[xi, X, Xk]: flx . x, |- flx;, x| .

X =X

f[xl, xz,...,xk]—f[xo, Xl,...,kal]

Xy, X1 os X, | = tanimlanabilir.

Xy =Xy
Bolinmiis Farklarla ilgili olarak asagidaki 6zellikleri yazabiliriz:

1) Sayet esit aralikli ayrik noktalar s6z konusu ise;

_ ) fm _fi
i T X
Xig =X

Af, =1, -1, = (X = (Xi+1 - Xi)' f[xi’Xi+1]: h- f[Xi,Xm]

Benzer sekilde

Azfi =2-h’ 'f[xi,XiH ’Xi+2]

oldugu kolayca gosterilebilir.

i) Yine esit aralikli ayrik noktalar igin,
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H)i:h‘f[xﬂaxi]

X, =X,
yazilabilir.
i) (F+g)lx,x,|=flx,x, [+ glx.x, ]
iv) aeR sabit olmak iizere,
(@-D|x,x,|=a flx,x,] dir.
1.1.8. Faktoriyel Fonksiyonlar:

Bir Faktoriyel Fonksiyon, m € Z" olmak iizere,
x™ =x-(x—h)-(x —2h)......... [x-(m-Dh]; m=1,2,3,..

seklinde tanimlanir. Daha acik yazarsak,

X(l) =X
x? =x . (x-h)
x¥ =x . (x-h) . (x-2h) (1.26)

seklindedir. Dikkat edilirse carpimda m tane ¢arpan bulunmaktadir.

Benzer sekilde m > 0 olmak iizere,

x™ = ! (1.27)
(x+h)(x +2h)......... (x + mh)

seklinde tanimlanir.
Simdi de Genellestirilmis Faktoriyel Fonksiyon tanimini verelim:

f(x) gibi bir cebirsel fonksiyonun Genellestirilmis Faktoriyel Fonksiyonlari, m =

1, 2, 3, ... olmak iizere,
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[fx)]™ = f(x)-f(x —h)......... f[x — (m —1)h]

(-m) _ 1
(o)™ = f(x + h) f(x + 2h)........ f(x + mh) (128)

seklinde tanimlanir.

7.1.7.Integral Operatorii:

x+h

j= [f(t)t

7.2.Lineer Operatorler Arasindaki Bagintilar
Af(x)=f(x+h)-f(x)=Ef(x)-f(x)= (E -1)f(x)
A=E-1 = E=A+I1
A f(x) = A[Af(x)] = £(x + 2h) = 2f (x + h) + f(x) = E*f(x) - 2Ef (x ) + f(x)
Af(x) = (B - 2E + 1)f(x)
A’ =E*-2E+1
Af(x) = A[AF(x )] = £(x +3h) = 3F(x + h)+ £(x) = E*f(x) - 3E>(x) - £(x)
Af(x) = (B* - 3B + 3E - 1)f(x)
A =E’-E’*+3E-1
Vy, =y, - ¥, =Ay,, daha yiiksek mertebeler iginde;
VZYk = V(VYk ) = V( Yk = Y )= Yi = 2Yi + Vi
VZYk =Vyia = Vyia
VY =¥ =3Y0 3V — Vi = Ay, 24y, , +AY,

V3Yk =Vy,, —2Vy,, +Ay,,

Oy =Y 1Y 1
2 2

62Yk :6( yk+l _yk_l )ZYk+1 Y« _(Yk _yk—l)
2 2

8%Yi = Vi = 2¥4 + Vi
8"y, =AMy, ,.  m=1273 olmak iizere;

AYy =Y Y = V¥ = Syk+1

2

AZYk = VZqu = 52Yk+1
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A"y, =V

= Smy

k2
2

VY =Y =Y = Vi _Eil}'k =

V=1-E"

Syk% =Y ~ Yk =E2yk

1 1
[EZ -E ijhl
2

dy | =

k+—
2

V=1-E"

(1-v)"

=E

1

+
2

1 r 1
)[E2 +E 2

7.3.Sonlu Fark Tablolarinin Yazihs1
7.3.1.ileri Fark Tablosu:

(I_Eil)yk

1

1By

2

J:M.Sz—
2

1

=

x | fx) | Af(x) [AM(x) [Af(x) [AM(x) |A’f(x)
X0 Yo
Ayo
X1 Y1 AZYO
Ay, A3y0
X2 y2 Ay A'yo
Ay, A3y1 ASyO
X3 Y3 Ay, Ay
Ays Ay,
X4 V4 A’y;
Ay,
Xs Ys
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Simdiye kadar gordiigiimiiz tariflere dayanarak daha yiiksek mertebeden ileri, geri ve merkezi
farklar1 hesaplayabiliriz. Veriler uygun ise tabloya devam ederek istenilen mertebeye kadar
ileri farklar yazilabilir.

7.3.2.Geri Fark Tablosu:

X | fx) | Vix) |VHx) |VEx) |VHX) |V
Xo Yo
Vyo
X yi V2yo
Vyi Vyo
X2 \) V2y1 V4}’0
Vys Vyi V’yo
X3 Y3 Vi, Viyi
Vys V3Y2
X4 Y V2Y3
Vya
X5 Ys

7.3.3.Merkezi Fark Tablosu:

X y | 8f(x) [8f(x) |8f(x) |8*f(x) |8f(x)
X0 Yo
dyo
X1 |y %o
Sy1 8’yo
X2 y2 8%y 8%o
dy2 &y 8yo
X3 y3 8%y, 3y
Sy3 8%y,
X4 Va4 82y3
Oys
Xs Ys
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7.3.4.1leri Farklarda Fonksiyon Tablolarimin Kontrolii
Fonksiyon tablolar1 yapilirken elde olmayan sebeplerden dolay1 hata yapilabilir. Fonksiyon
degerlerinden birisi kabul edilebilir. Hata simirin1 agan bir durum ihtiva ediyorsa bu hata

dogrudan dogruya farklar etkileyecektir.

X y AM(x) [A(x)  [AM(x) | AM(x)

X0 Yo
AyO

xi | i A’yo
Ay, Ayp-a

X2 Y2 A2y 1o A4y0—4a
AYZ - A3y 1 +3a

X3 y3ta A2y2-20c A4y1+60c
Ayst+a Ayr-3a

X4 Ya A2y3+oc A4y2-4oc
AY4 A3y3+(l

Xs Ys A2y4
Ay4

X6 Yo

Meydana gelecek hata e ile gosterilecek olursa;

e Ae | Ale | Ale | A'e
0
0
0 0 o
0 -oL
0 a 4o
-o 3a
a 20 6a
o 3o
0 a 4o
0 o
0 0 o
0
0
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Bu tablolarda dikkat edilecek hususlar;

1) Her bir siitundaki hatalarin katsayilarinin mutlak degerleri Paskal-Hayyam
iicgenindeki katsayilarla aynidir. Alternatif olarak isaret degisir.

2) Tek mertebe hata siitunlarinda hata 6nce (-) ile baslar , ¢ift mertebe siitunlarinda hata
(+) ile baslar ve alternatif olarak devam eder.

3) Fonksiyon degerleri arasinda hatali terim en biiyiik hatay1 ihtiva eden cift mertebe

ileri farkin karsisinda bulunur.

Ornek.7.1:Bir deney sonucu asagidaki sekilde okunmustur.

7;10;17;33;63;121;185;287;423;598;817 bu okunusta hatali say1 var midir? Hata varsa hatay1

diizeltiniz.

Coziim.7.1:

y | Ay | Ay | Ay | Ay
3

10 4
7 5

17 9 0
16 5

33 14 9
30 14

63 28 36
58 22

121 6 54
64 32

185 38 36
102 4

287 34 9
136 5

423 39
175 5

598 44
219

817
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Okunusta bir hata var. Ciinkii yiikselirken birden diistii. Son siitunda o=9 dur. Hata o dir.
En biiytik deger 54 diir.-54 olsa bile en biiyiiktiir.

Hatali terim 121 dir.

yta=121 = y=121-a = y=121-9 = y=112

y Ay Azy A3y A4y
3

10 4
7 5

17 9 0
16 5

33 14 0
30 5

63 19 0
49 5

112 24 0
73 5

185 29 0
102 5

287 34 0
136 5

423 39 0
175 5

598 44
219

817
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COZULMUS PROBLEMLER
1. A [f(x) + g(x)] = Af(x) £ A g(x) oldugunu gosterelim:
A[fx) £ g()] = [f(x + h) £ g(x + )] - [f(x) £ g(x)]

= [fx + h) — f(x)] £ [g(x + h) - g(x)]

= Af(x) + Ag(x) bulunur.
2. Alfx)-g(®)] = fx +h)- g(x +h) - f(x) - g(x)

dir. g(x+h) . f(x) terimini ekleyip ¢ikaralim.

A[f(x) - g(0)] = fx + h)g(x +h) — f(x) - g(x) — g(x + D)f(x) + g(x + )f(x)
elde edilir.Boylece,

A[f(x)- g(0)] = fx)[g(x + h) — g(x)]+ g(x + W [f(x + h) — f(x)]

= f(x)- Ag(x) + g(x + h)- Af(x)

elde edilir. Benzer sekilde,

A[f(x)- g(x)]= g(x)- Af(x) + f(x + h) - Ag(x) gbsterilir.

3 Al f0 | 800 A0 —f(x)- Ag(x)
L2(x) ] g(x)-g(x+h)

oldugunu gosterelim.

A_f(x)_ _fx+h)  fx) _ gf (x+h) - f()g(x+h)
Lgx)] gx+h) gx) gx)g(x +h)

dir. Ifadenin payindan

f(x).g(x) eklenip ¢ikartilirsa,

A{ f(x)} _ ge)[fec+ 1) — fx)] - ) [g(x + h) —g(x)]
g(x) g(x)g(x + h)

_ 8 ATE) () A8 g0 it
g(x)-g(x +h)
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4. lleri Fark tablosunda n = 4 olmas1 halinde hata olusumunu gorelim:

X f Af A f INE § NS §
X0 fo
Afy
X1 fi A2f0
Af; A,
X2 f A A,
Afz A3 f1
X3 fy A’f
Af;
X4 f4

[leri Fark tablosunda x, degerinin hatali 6l¢iildiigiinii varsayalim. Hata € olsun.

X f Af A f IR § INS §
X0 fo
Afy
X f) A fy+e
Afj+e A*fp-3¢
X2 frte A*-2¢ Afyt6e
Afy-¢ Af+3e
X3 f3 A’fy+e
Afy
X4 f4

Dikkat edilirse sadece bir degerde yapilan hatanin yiiksek mertebeden farklara etkisi

biiylik olmaktadir.

5. f (x) = x> + 2x -1 fonksiyonunun [0,4] aralifinda, h = 1 kullanilarak, ileri fark

tablosunu yapalim.

X f Af A f A f NS §
0 -1
3
1 2 2
5 0
2 7 2 0
7 0
3 14 2
9
4 23
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6. (3A+2) [(ZE —1)x* ] =? Hesaplayalim:

(BA+2)|QE-Dx*|=3A+2)2(x +h)* —x?]
=6(x+2h)’ —6(x+h)> =3(x+h)> =3x* +4(x +h)* = 2x°

=2x>+14hx+19h? bulunur.

7. Yedi adet noktada fonksiyon degerlerinin verilmesi halinde hatalarim nasil

yayildigimi goérelim:

x3 noktasinda fonksiyon degerinin hatali Olciildiigiinii ve hatanin da € oldugunu

varsayalim.
X f(x) | Af(x) | A*fx) | A f(x) | A*fx) | A’ f(x)
X0 Yo
Ay()
X Yi A’yo
Ay, Alyote
X2 y2 Ay +e A'yo-4e
Ayste Ayi-3e Ayo+10g
X3 V34e A2y2-28 A4y1+68
Ays-¢ A3y2+38 A5y1—108
X4 2 Ayste A'y,-4¢
Ay, A3y3-8
X5 Vs A2y4
AY5
X6 Yo

Simdi de hatalarla ilgili tabloyu yapalim:

e Ae Ae Ale Ae Ae
g
I3 -4 ¢
€ 3¢ 10 ¢
€ 2€ 6¢
-€ 3¢ -10 ¢
I3 -4 ¢
€

Tabloya bakildiginda asagidaki 6zellikler goze carpmaktadir:
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1) ¢ degerlerinin 6niindeki katsayilar Binom katsayilaridir.
ii) Herhangi bir siitundaki hatalarin cebirsel toplamu sifirdir.

iii) Fonksiyon degerleri arasinda, hatali terim, en biiyiik hatay1 iceren ¢ift mertebe ileri

farkin karsisinda bulunur.
8. A Df(x) =D Af(x) oldugunu gosterelim:
ADA(x) = Af'(x) = ' (x + h) - f'(x) = D[f(x + h) — f(x)] = Df(x)
9. E(A+D)f(x)=? Hesaplayalim:

E(A + D)f(x) = (EA + ED)f(x) = E Af(x) + E Df(x)
= E[f(x + h) - f(x)] + E[f' (x)]
= f(x + 2h) — f(x + h) + f'(x + h) bulunur.

10. E" -E™ - f(x) = E™" - f(x) oldugunu gosterelim:
E" - f(x) = f(x + nh); E™ - f(x) = f(x + mh) oldugundan,

E"E™f(x) = E"f(x + mh) = f(x + mh + nh) = E™""f(x) bulunur.

1. p° =1+ %62 oldugunu gosterelim.
)= %(E“2 +E?) idi. O halde,

n’ = %(E +E" 4 2) bulunur. Diger taraftan;
8> =E+E™' —2°dir.O halde;

% =%(62 +4)=1+%62 bulunur,

12.E” =p+ %8 oldugunu gosterelim.
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"= %(E“2 +E?)} §=E"—E™ idi.O halde

lézlEl/Z _
2 2

%E‘m yazilabilir. Boylece,

M +%8 = %Em +%E”2 =E'* elde edilir.

13. puo = %AE1 + %A oldugunu gosterelim:

8=E" —E™"* oldugundan

ud = M(E”2 ~-E™" )= %E - %E'l bulunur. Ote yandan,

ST T T 1 ) 1 )
EAEI+5A=5A(13‘+1) =E(E—1)(E1+1)=E(E—El)

dir. Boylece,

uo = %AE T4 %A oldugu kolayca goriiliir.

14. A= %82 +8, 1+ %82 oldugunu gosterelim.

8=E" -E™* den

E”_§_E " -0
bulunur. E'? ile sagdan garpalim;

E-8E"” -1=0

elde edilir. Son denklem ikinci dereceden bir denklem gibi diisiiniiliirse,

E" =%(6+\/82 +4)=%6+1/1+%82 yazilabilir. Boylece;
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A=E-1=38E" =%62 +81/1+%62 elde edilir.

15. Df(x) = %A f(x) - % A*f(x) +... oldugunu gosterelim:

Py 0

Ef() = flx+h) = 0 + = )

h’D?

= (1 +hD + +...jf(x) =e™f(x) idi. Yani,

hD
E=e

yazilabiliyordu. E = 1 + A konularak;

1+A=¢"" veya hD=Ln (1+A)

elde edilir. Boylece ,
1 1
D=—Ln(l+A)=—|A——+——-——+...
h h

yazilabilir. O halde,

Df(x) = %A f(x) - i A*f(x) +... oldugu goriiliir.

e A AN :
16. ! f(x)dx = h(l + ERETY + eVl —J f(a) oldugunu gosterelim:
ath 1 a+h 1 [ ]
f(x)dx = —fi =—|f(a+h)—fi
! (0dx = 09| =l @+ )~ f(a)
1 1
=—Af(a)=—— - Af(a)
D L Ln(1+2)
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2 3
=h- 1+A—A—+A——£A4 +...|f(a) elde edilir.
2 12 24 720

a+2h

17. J f(x)dx = %[1 +4E+E? ]f (a) oldugunu gosterelim:

a+h 2 3
jf(x)dx:h- PSS U S A UM PP
2 12 24 720

oldugunu bir 6nceki problemde gdstermistik. O halde

a+2h 2 3 4
[ feodx=h- pions A A A f (a)
324 90

a

benzer yolla gdsterilebilir. Bazi terimler ihmal edilerek
a+2h

j f (x)dx = h(2+2A+AT2jf(a) =h{2+2(E—1)+§(E—1)2}f(a)

a

=%[1+4E+E2]f(a)

elde edilir. Dikkat edilirse bu formiil ileriki boliimlerde anlatilacak olan ve yaklasik hesabinda
Simpson Formiilii’diir.
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Ornek.7.2:Dogalgazla galistirilan bir motorun devir sayisi-atesleme avansi asagidaki gibidir.

N(dev/dak) |700 900 1100 1300 1500 1700 1900 2100

AA("KMA) |16 20 23 26 28 30 31 32

1) Sonlu fark tablosunu hazirlaymiz.
2) Newton-Gregory ilerleme polinomunu ng=1500 alip 1500-2100 araligindaki dort
noktay1 kullanarak hazirlayiniz.

3) N=2000(dev/dak) avans degerini bulunuz.

Coziim.7.2:1)Sonlu fark tablosu;

i X f Af A°f Af AYf
-4 700 16

4
-3 900 20 -1

3 1
2 1100 23 0

3 -1
-1 1300 26 -1

2 1
0 1500 28 0

2 1
1 1700 30 -1

1 1
2 1900 31 0

1
3 2100 32

2)Secilen nokta sayisi=4 , polinom 4-1=3.dereceden olacaktir.

P.(i) = f, +iAf, + '('2"1) At +'("1;#A3 f,

X=X, Xx—1500
h

i= olmak tizere;

=28+ i(2)+—i(i2_1) (—1)+—i(i _1)6“ —2) (1)
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3) x=n=2000 (dev/dak) igin
. X=1500 _ 2000-1500 _

2,5
200 200

N 2,5(1,5)(0,5)

AA=P,(2,5) =28+2,512) + o

@

2,5(15)
5 (-1

=28+5-1875+0,3125
=31,4( KMA)
Not: Eger, n=1900 ve 2100 segilse idi. Yani lineer kabul edilseydi. AA=34,5 olacaktu.
Ornek.7.3:Bir tasitin ZR tipi radyal lastikle elde edilen hiz-yuvarlanma direnci katsayilar:
asagidaki gibidir.

a) Sonlu fark tablosunu hazirlaymiz.

b) 10-70 [m/s] araligindaki {i¢ nokta ile vo=10[m/s] kabul ederek Newton-Gregory

ilerleme polinomu ile f=f(v) denklemini bulunuz.

V[m/s] 0 10 30 40 50 70
F 0,012 0,013 0,0145 0,0151 0,0165 0,0190
Coziim:
a)
i X f Af A°f
0 0 0,012
0.001
1 10 0,013
0.0005
0.0015
2 30 0,0145 -
0.0009
0.0006
3 40 0,0151
0.0008
0.0014
4 50 0.0165
0.0011
0.0025
5 70 0.0190
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b) Secilen nokta sayisi=3 , polinom=3-1=2.derecedendir.

i = X—hXO _x-1 olmak iizere

P,(i) = f, +iAf, + '('2_‘1) Af, =0,0130 + i(0,021)+%(0,0018)

P,x) = 0,0130+ X190 0021+ L 1D X=10 436 661y
230 30

18.107*
2.9.10°

P,(X) =0,0130+7.107° (x—10) + (X —10)(x — 40)

P,(X)=0,0130+7.107° (X —10) +10~° (x> — 50X + 400)

P, (x) = 0,0130 —0,0010 + 0,00089 + x(10™* = 1,111.10™*) + x*.2,22.10°°

P,(x)=0,01280 —1,111.107° x+2,222.10°°

X = V,P,(X) > f oldugundan f, =0,01289 —1,111.107°v +2,222.10°v?
Not:

1) v=10 f =0,0130 (tam) seg¢ilen nokta
2) v=70 f =0,0230 (tam) se¢ilen nokta
3) v=30 f =0,0146 (yaklasik)

4) v=40 f =0,0160 (yaklasik-tam)

Ornek.7.3:Yeni pnomatik lastik tekerlek ile kuru yolda yapilan dlgmelerde statik siirtiinme

katsayisi-hiz iligkileri asagidaki sekilde bulunmustur.

a) Sonlu fark tablosunu hazirlayiniz,

b) 14-36[m/s] araligindaki ii¢ nokta ile vj=14[m/s] kabuliiyle Newton-Gregory ilerleme

polinomu ile x,=f(v) denklemini bulunuz.

v[m/s] 3 14 25 36

y7a 0,90 0,85 0,80 0,75
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Coziim7.3:

i X f Af A°f

0 3 0,90
-0,05

1 14 0,85 0
-0,05

2 25 0,80 0
-0,05

3 36 0,75

b) Se¢ilen nokta say1s1=3,polinom=3-1=2.dereceden

olmak iizere;

P,(i) = f, +iAf, + i(iz_'l) A’ f, = 0,85 +i(—0,05) + % .(0)
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8.BOLUM

8. SAYISAL INTEGRAL

Simdiye kadar inceledigimiz fonksiyonlarin integrali alinmakta ve bu integral bilinen
tekniklerden biri yardimiyla belirlenmekteydi. Bazen integrali alinacak fonksiyon denklem
formunda degil de basit bir grafik yardimiyla veya nokta ciftleri ile verilebilir. Iste bdyle

durumlarda yaklagik integral i¢in bir yontemi ihtiyacimiz vardir.

Biitiin bu yontemler temelde y=f(x) fonksiyonun egrisi x- ekseni ile verilen limitleri ile sinirl1 bir
bolgenin alani olarak yorumlanabilir. Bu nedenle bir egri altinda kalan alani bulmak igin
ortalama ordinat yontemi, yamuk yOntemi, Simpson yontemi ve parabolik alan yontemi olmak

tizere belli bagli dort yontem mevcuttur. Simdi sirastyla bu yontemleri inceleyelim.
8.1. Ortalama Ordinat Yontemi

Bu yontem daha 6nce gordiigiimiiz bir fonksiyonun ortalama degerinden yararlanilarak ortaya

cikmistir.[a,b]'de taniml1 y=f(x) fonksiyonun ortalama degeri;

b
seklinde idi. '[ f (X)dx integrali y=f(x) egrisi, x- ekseni x=a, x=b dogrulari ile sinirli b6lgenin

a
alanini ifade ettigine gore;

A=Y (b—a)....... (2)

formiilii ortalama ordinat yontemini veren formiildiir.

Ornek.8.1: (1, 3.51), (2, 423), (4, 6.29) , (5, 7.81) , (7, 7.96 ) , (7.5, 8.91) , (9, 9.25)

noktalarindan gegen egrinin altindaki alan1 bulunuz.

Coziim.8.1:
x‘ 1 2 4 5 7 7.5 9
y ‘ 3.51 4.23 6.29 7.81 7.96 891 9.25
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yedi ordinatin ortalamasi;

_3.51+4.23+6.25+7.81+7.96+8.91+9.25
7

Yort =6.85

olur. Buna gore, verilen noktalardan gecen egri ile sinirlt alan yaklasik olarak;
A=6.85(9—-1)=54.8 br? bulunur.
8.2. Yamuk Yontemi

(X0,Y0) 5 (X15¥1)5eeevvenns ,(Xn,yn) nokta ciftlerini asagidaki sekilde gosterildigi gibi birlestirelim ve bu
nokta ciftlerine sirastyla Py,Py,.....,P, diyelim. (Sekil.8.1)

Pl P2 P3 134 Pn
P
a=x, b=x
Py,Py,.....,Pn noktalarini birlestirdigimizde elde ettigimiz grafik y=f(x) fonksiyonu temsil etsin.
Py,Py,.....,P, noktalarinda diisey dogrular ¢izerek y=f(x) fonksiyonu x- ekseni; x=a, x=b

dogrulari ile sinirli bolgeyi n tane dilime ayiralim. (Sekil.8.2)

Sekilde goriildiigii gibi bu dilimlere yaklasik olarak birer yamuk g6z ile bakilabilir.
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Buna gore;

l.yamugun alan1 = % (X1 X, )( y, + yo)
2. yamugun alani == (Xz -x) (Y2 +Y1)
. 1
n. yamugunun alani :E(Xn — X )(yn + yn_l)

olarak bulunur. Bu yamuklarin alanlar1 toplami1 yaklasik olarak y=f(x) egrisi x=a,x=b dogrular1 ve

x- ekseni ile sinirli bolgenin alanini verir. Boylece;

1

b
A= f(odx= 5[(x1 X Yy + Yo )+ (% =X Vs + Yy ) H et (X =X XY + V)]

formiilii ardisik x; noktalar1 arasindaki uzaklik farkli iken yamuk kurali i¢in formiilii verir.

Ardisik x; noktalar1 arasindaki uzaklik esit olsun ve bunu Ax ile gosterelim.

AX=X; —Xg = X5 = X| = cvvriinnn = Xn — Xp—1 olsun. Buna gore istenilen alan yamuk

kurali yardimiyla su sekilde bulunur. Sirasiyla her bir yamugun alani;

1. yamugun alani %Ax(yl + yo)
. 1
2. yamugun alani EAx(y2 + y,)

3. yamugun alan %Ax(y3 + yz)
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Ornek.8.2: Asagida verilen nokta giftlerinden olusan fonksiyonun grafigi altindaki alan1 bulunuz.

X ‘ 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
y | 4 3 4 7 12 19 28 39 5 67 84
Coziim.8.2:

b
1
A:jf(x)d);;Ax[E(yo-i-yg)—i-y1 +Y, Y, Y, Y Y Y, +y8}

;Ax[%(4+84)+3+4+7+12+19+28+39+52+67} =275 br’

AX=X—-X,=1-0=1 olur.

2

10
Ornek.8.3: j(f—o + ZJdX integralini AX =1 alarak yamuk kurali ile yaklagik olarak belirleyiniz.
0

2
Coziim.8.3: y= i(—0+ 2 olduguna gore (x,y) degerlerini belirleyelim.

x‘o 1 2 3 4 5 6 7 8 9

y | 2 2.1 24 2.9 3.6 4.5 5.6 6.9 84 11.1

Toplami=47.5

O t——y 5
|><
+
[\®]

dx = I.B(Z +12)+ 47.5} =~ 54.5 iken

2 3
dx=| X v 2x [ =129 202 190 g,
30 kT3 3

S —y 3
|><
+
[\
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8.3. Dikdortgen Yontemi

(6.7 T 0. €1 '2) S ,(Xn,¥n) nokta ciftlerini birlestiren grafik y=f(x) fonksiyonun
grafigi olsun. Bu noktalara yine sirasiyla Py,Py,Pa,...,P, diyelim. (Sekil.8.3)

Pn
r y=(x)

a=X, b=x,

Py,P1,P,....,P, noktalarinda yine diisey dogrular ¢izelim ve bu dogrular x- eksenini sirastyla
X0sX15X29eeee0sXpn NOktalarinda kessin. Yamuk yonteminde oldugu gibi seklimiz n tane dilimden

olusur. (Sekil.8.4)

P P
n-1 n
A v yf(x)
P2
Pl

PO
Y y1 YZ yn 1 yn
a=x b=x,

Bu dilimlerden her biri birer dikdortgen olarak g6z ontine alinirsa bu dikdortgensel dilimlerin
alanlar toplami yaklasik olarak y=f(x) egrisi x=a,x=b dogrular1 ve x- ekseni ile sinirl1 bolgenin

alanina esit olacaktir.
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Buna gore;

1. dikdortgenin alam = (X;-X0)-Yo

2. dikdortgenin alani = (X-X1).Y1

3. dikdortgenin alami = (X3-X,).y2
n-1. dikdortgenin alani = (Xp1-Xn-2)+¥n-2
n. dikdortgenin alam = (Xp=Xn.1)+Yn-1

olarak elde edilir. Bdylece toplam alan dikdortgen yontemi yardimiyla yaklasik olarak;
b
A= j fOOAX 2 (X, = X))o + (X, =X, )Y, e +(X, =%, Yoy

seklinde bulunur. Ardisik x; noktalar1 arasindaki uzaklik;
AX =X, =Xy =Xy = X| = eeereieieeneeeeeen =X, — X,_

olacak sekilde esit ise istenilen alan;

8.4. Parabolik Alan Formiilii

Parabolik alan formiilii parabolik bir egri altinda kalan alani bulmamizi saglar. Bunun igin
y=ax2+bx+c fonksiyonu, x- ekseni x=a,x=b dogrular1 ile siirli bdlgenin alanin1 bulmaya

calisalim. (Sekil.8.5)

y=ax*+bx-+c

Bu alanmi asagidaki gibi y- eksenine esit uzaklikta olacak sekilde secelim ve alanimizi h
genisliginde iki dilime ayiralim. (Sekil.8.6)
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Yo A 1 AYZ

Bu dilimlerin -h,0,h noktalarindaki ytikseklikleri sirastyla yo,y1 ve y2 olsun. Daha 6nceden
bildigimiz gibi alan;
h h
A= J.ydx: _[(ax2 +bx+c)jx
“h “h
3 2
“laX 4b 2 tex i
3 2 a
:gah3 +2ch :g(Zah2 TR I (*)

olarak bulunur.y=ax*+bx+c fonksiyonunda sirasiyla -h, 0 ve h degerlerini yani yo,y1 ve yz
yuksekliklerini bulalim. Buradan;
y, = y(-h)=ah’ -bh+c

y,=y0)=c
y, =y(h)y=ah’+bh+c

olarak bulunur. y, ve y, degerlerini toplarsak;

Yy, +Y, =2ah’ + 2c = 2ah” + 2y, olur. Buradan a degerini ¢ekersek;

a= yo+y2_2y1

o ve yine ayni esitlikten ¢=y, degeri bulunur. a ve c'nin bu degerlerini (*)

ifadesinde yerine yazarsak;

h 2 h 2 (Yo +Y2—2Y)
A=—Rah“+6c)=— | 2h" == 16
3¢ ) 3( 2h? d
h
AZ;(Y0+4Y1+Y2)

olur. Boylece Simpson yontemini elde etmemizi saglayacak Parabolik alan formiilii elde edilir.
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Ornek.8.4: (1,2.05) ,(3,5.83) ve (5,17.9) noktalarindan gegen egri parabol seklinde ise bu

egri ile x- ekseni, x=1 ve x=5 dogrular1 arasinda kalan sinirli bélgenin alanini bulunuz?

Cozim.8.4: h=AxX=X—-X, =X, —X =3-1=5-3=2  olur.

y, =2.05,y,=5.83,y, =179 olduguna gore;
h 2 2
= E(y0 +4y, +y,)= §(2'05 +4.(5.83)+17.9)= 28.8br

8.5. Simpson Yontemi

Bir egri altinda kalan yaklasik alanin hesabi i¢in aldigimiz fonksiyonun egrisi bir parabol olsun.
(Sekil.8.7) Parabolik alan formiilii egri iizerindeki iic nokta ¢ifti belli iken yaklasik alani
veriyordu. Eger nokta cifti sayisi n ise yaklasik alan hesab1 yine benzer mantikla gelistirilebilir.
Bunun i¢in farkli her ii¢ nokta ¢iftine Parabolik alan formiilii uygulanarak ardisik her iki dilimin

alan1 bulunabilir. Soyle ki;

Dilim numarasi Alani
. h
1. ve 2. dilim g(yo +4y1 + yz)
. h
3. ve 4. dilim E(y2 +4y3 + y4)
5. ve 6. dilim E(y4 +4y, +y6)
3
i h
n-1. ve n. dilim E(y'” +4y, ,+ yn)

olarak belirlenip alt alta toplanirsa; A = g(y0 +4y, +2y, +4y, +2y, +........ +4y, ., +Y, )

seklinde Simpson yontemini olusturan formiil elde edilir.

y=ax¥X+bx+c
yO yl y2 yn-l yn
% X

Sekil.8.7
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Simdiye kadar ele alinan tiim yontemler i¢in nokta ¢iftlerine sahip oldugumuz sdyledik. Bunun
yerine bir denkleme sahip oldugumuzda verilen Ax degerine gore x'ler belirlenip f (xi)'lar buna
gore hesaplanarak (xif(x x)) (k=1,2,.....,n) nokta ciftleri bir tablo seklinde olusturulup hangi
yontemle ¢oziilecekse tablo ona goére kullanilir.

Ornek.8.5: Verilen tablodaki degerlerden gecen egrinin altindaki alani Simpson Kuralini

kullanarak yaklasik olarak bulunuz.

x‘o 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

y |402 523 566 6.05 5.8l 562 553 571 632 755 891
Coziim.8.5: h=x;-x;4,=1 olduguna gore;

A=—[yg+4y; +2y, +4y3+2y4 +4ys +2y6 +4y7 +2yg +yo]

[= W=

A

112

3
A =60,1br?

4.02 +4(5.23) + 2(5.66) + 4(6.05) + 2(5.81) + 4(5.62)
+2(5.53) +4(5.71) + 2(6.32) + 4(7.55) + 8.91

* Simpson yontemi Ingiliz matematik¢i Thomas Simpson (1710-1761)tarafindan gelistirilmistir.

Ornek.8.6:

7.2
J.(i(_O +x)dx integralini Ax=1 igin biitiin yontemlerle yaklasik olarak hesaplayniz.
1

Coziim.8.6:

X | 2 3 4 5 6 7

2 = = = — — —
y{i;_OHJ y, =Ll |y =24 |y 039 |y =56 |y =75y =96Yy=19

a) Dikdortgen yontemi:

A= Ax.( y0 + y1 + y2 + y3 + y4 + ys) ~ 1.(1,1+2,4+3,9+5,6+7,5+9,6) =30,1
b) Ortalama Ordinat Metodu:

A=z yon'(b -a)

o L1+2,4+39+56+7,5+9,6+11,9
B 7

1

A

(7-1) =36
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¢) Yamuk Metodu:

+
A= AX. —yo 5 Y,

+ y1+ S + yn_1
A;1.[w+2,4+3,9+5,6+7,5+9,6}= 35,5

d) Simpson Metodu:

AEAX/3.lyO+4yI+2 y2+....+ ynJ

A=1/3 [L1+4.(2,4+56+9,6)+2.(39+7,5+119]=354

ALISTIRMALAR

Asagidaki problemleri istediginiz herhangi bir yontemu kullanarak ¢oziiniiz.

3 142x 8 1

1} dx 3) || 4x3 +3 |dx
2

1X+X 1

10dX T
mj—- @me@

X

1 0
5)

X ‘ 0 1 2 3 4 5 6 7

y | 24 252 256 26 25.8 256 255 257

6)

o

<

4.76 5.08 6.31 6.60 6.23 6.48 727 893 9.11
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9.BOLUM

9. MATEMATIKTE MATLAB ILE ISLEMLER

MATLAB; (MATrix LABoratory); ilk defa 1985’de C.B Moler tarafindan matematik ve
ozellikle de matris esasli matematik ortaminda kullanilmak {izere gelistirilmis yiiksek
performanshi bir teknik programlama dilidir.ilk siiriimleri FORTRAN diliyle hazirlanmis

olmakla beraber son stiriimleri (2002 yil1 itibariyle 6.5 dir) C dilinde hazirlanmistir.

MATLAB, sayisal analiz, matris ve dizi islemleri, sinyal isleme, algoritma gelistirme, C,
C++, Java ve Internet ile ilisik programlama ve grafiksel kullanici ara yiizii (Graphical User
Interface -GUI) formlu program yazma gibi sayisal islemleri, kullanimi kolay bir grafik ara
ylizii iizerinden, diger programlama dillerindeki geleneksel kodlamaya karsin matematiksel

denklem yazma kolayligini da saglamaktadir.

MATLAB farkli sahalardaki kisilerden gelen taleplerle kendini gelistirmis ve su an
500.000’nin tzerindeki endiistri, devlet ve akademik kurumlarda kullanilmaktadir.Yurt
disinda finiversitelerde lineer cebir, niimerik analiz gibi temel derslerden, devre analizi,

otomatik kontrol gibi boliim derslerine ve arastirma alanlarina kadar yayilmustir.

Is sahalarinda MATLAB programlama dili, arastirma ve miihendislik alanlarinda karsilagilan
problemlere pratik ve g¢abuk sonuglar sunmaktadir MATLAB’1 kullanan firmalarin basinda,
Boeing, DaimlerChrysler, Motorola, NASA, Texas Instruments, Toyota, Quantum ve Saab
gelmektedir.

Ayrica MATLAB, “Ara¢ Kutusu” (“Toolbox” ) olarak nitelendirilen 6zellikler icerir. Bu
ozellikler, program yazmaya gerek kalmadan igerdigi hazir fonksiyon dosyalariyla; dig
aygitlarla gergek zamanli ¢alisma, M-Dosya isleme ve derleme, iletisim kurma ve isleme, veri
taban1 olusturma, denetleme ve besleme, arama-6l¢gme, dijital sinyal isleme, Excel baglantisi
kurma, finansal zaman serilerini agma, goriintii isleme, aygit denetleme, rapor olusturma, giic
sistemleri modelleme, lineer olan ve olmayan kontrol sistemleri dizayni, robot kontrolii,
dinamik sistem simiilasyonu, sistem tanimlama, yapay sinir aglar1 modelleme, bulanik mantik
ve daha fazlasi durumlar1 da inceler ve ¢dziim iiretimi saglar (M. Uzunoglu, A. Kizl, O.

Caglar Onar, 2002).
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9.1. MATLAB’da Kompleks Sayilar ve Kompleks Say1 Islemleri

Kompleks sayilarla ilk kez, ikinci veya daha yiiksek dereceden tek degiskenli denklemlerin
¢oziimlerinde karsilasiimistir. Genel sekli ax® + bx + ¢ =0 tipinde olan denklemlerin kokleri

diskriminant yontemi ile bulunur.

Negatif bir saymin kare kokil reel sayilarla tanimlanamaz. Negatif sayilarin kare koklerinin
bulunabilmesi ve bdylece denklem koklerinin hesabina devam edilebilmesi i¢in kompleks

sayilar bulunmustur.

Kompleks say1 operatorii J-1 , 1harfi ile gosterildigi gibi, bilhassa elektrik miithendisliginde
kullanilan akim sembolii ile karigsmamasi i¢in, j harfi ile de gosterilebilir.
Ornek:
>> a= 3+4i
a=
3.0000 + 4.0000i
Kompleks degiskenleri olusturmanin diger bir yolu da, “complex” fonksiyonu kullanmaktir.
>>a=3;
>>b=4;
>> c=complex (a,b)
c=

3.0000 + 4.0000i

9.2. MATLAB’da Trigonometrik Fonksiyonlar:Asagidaki tabloda MATLAB’da kullanilan

belli bagh trigonometrik fonksiyonlara ve islevlerine yer verilmistir.(Tablo.9.1)

Tablo 9.1: MATLAB’da kullanilan belli bash trigonometrik fonksiyonlar

Fonksiyon Islevi

sin (x) X agisinin siniisiinii verir.

sinh (x) X agisinin siniis-hiperboligini verir.
asin(x) siniisii x olan ag1y1 verir.

asinh (x) siniis-hiperboligi x olan ac1y1 verir.
cos (x) x agisinin kosiniisiinii verir.

cosh (x) x agismnin kosiniis-hiperboligini verir.
acos (x) kosiniisii x olan ag1y1 verir.

acosh (x) kosiniis -hiperboligi x olan ag1y1 verir.
tan (x) X agisinin tanjantini verir.
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tanh (x) x agisinin tanjant-hiperboligini verir.

atan (x) tanjanti X olan ag1y1 verir.

atanh (x) tanjant-hiperboligi x olan aciy: verir.

atan (x,y) tanjant1 x/y olan aginin dordiincii bolgedeki esdegerini verir.
sec (x) x agisinin sekantini verir. (1/ cos (x))

sech (x) x agisinin sekant-hiperboligini verir. (1/ cosh (x))
asec (x) sekant1 x olan ag1y1 verir.

asech (x) sekant-hiperboligi x olan ag1y1 verir.

csc (x) x agisinin kosekantini verir. (1/ sin(x))

csch (x) x agisinin kosekant-hiperboligini verir. (1/ sinh (x))
acsc (x) kosekant1 x olan agiy1 verir.

acsch (x) kosekant-hiperboligi x olan ag1y: verir.

cot (x) x agisinin kotanjantini verir.

coth (x) x agisinin kotanjant-hiperboligini verir.

acot (x) kotanjant1 x olan ag1y1 verir.

acoth (x) kotanjant-hiperboligi x olan agiy1 verir.

MATLAB’da tanimhi tim bu fonksiyonlar i¢in girilecek aci degerleri raydan cinsinden
olmalidir.
Ornek: 60" nin kosiniisiinii hesaplayacak olursak,
>> a=cos (pi/3)
a=
0.5000 degeri bulunur.
Derece-radyan doniistimiinii asagidaki 6rnekte oldugu gibi fonksiyonu girerken de yapmak
miimkiindiir.
>> a=cos (60*pi/180)

a=

0.5000

96



9.3. MATLAB’da Ustel ve Logaritmik Fonksiyonlar

Asagidaki tabloda, MATLAB’da tanimlanmis {istel ve logaritmik fonksiyonlara yer

verilmistir.
Tablo .9.2: MATLAB’da tanimlanms iistel ve logaritmik fonksiyonlar
Fonksiyon Islevi
Exp (x) Logaritmik e sayisinin (2.71828) x. Kuvvetini hesaplar.
Log (x) x sayisinin e tabanindaki dogal logaritmasini hesaplar.
Logl0 (x) x sayisinin 10 tabanindaki logaritmasini hesaplar.
Log2 (x) x sayisinin 2 tabanindaki logaritmasini hesaplar.
Sqrt (x) x sayisinin karekokiinii alir.
Xy x sayisinin y. Kuvvetini hesaplar.

MATLAB’da logaritmik islemlerde taban olarak sadece e (dogal logaritma tabani), 2 ve 10
sayilar1 kullanilabilir. Farkli bir sayinin taban olarak kullanilabilmesi miimkiin degildir.Bu tip

hesaplamalar yaparken logaritmik doniisiimlerden yararlanilir.

In(a) log10(a)
n(b) log10(b)

Ornek: log, a sayisi, seklinde ya da seklinde ifade edilir.Bu doniistimleri

kullanarak, istenilen say1y1 taban olarak belirlemek miimkiindiir.
9.4. MATLAB’da Dizi ve Matrislere Ait islem Ve Fonksiyonlar
9.4.1. Basit Matrislerin Girilmesi

MATLAB’da matris girisinin en basit yolu, matris elemanlarini tam liste halinde girmektir.
Matris elemanlar1, olusturulan bir degisken isminden sonra esittir (=) isareti konularak
girilirler. Tiim matris elemanlar1, koseli parantezler ([ ]) arasinda girilirler. Ayni satirda
bulunan elemanlar, aralarina bosluk veya virgiil (,) konularak birbirinden ayrilirlar.bir satira
ait elemanlarin girisi bitip, bir alt satirdaki elemanlarin girisine baslamak icinse, noktali virgiil
(;) kullanilir. Asagida gecerli bir matris girisi verilmistir.
>>X=[147;258;369]
X =

1 4 7
2 5 8
3 6 9
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Matris elemanlarint komut penceresinde girerken, bir satir bittikten sonra “enter” tusuna

basilirsa , bir alt satira ait elemanlarin girilmesine baslanir.

>> A=[123
456
789]

A:
1 2 3
4 5 6
7 8 9

Burada dikkat edilmesi gereken nokta, en son satira ait elemanlar1 da girdikten sonra koseli
parantezin kapatilmasi gerektigidir.Matris elemanlari, herhangi bir istel, trigonometrik,

kompleks MATLAB ifadesinden yararlanilarak yapilan bazi islemlerin sonuglarindan

olusabilir.
>> Z=[log(-5) sqrt(9) exp(sin(pi/6))]
7 =
1.6094 + 3.14161 3.0000 1.6487

Girilen matrisin elemanlari, parantez i¢ine yazilacak konumlari ile ifade edilirler.
Ornek: bu matriste Z(2) eleman1 3.0000°dir. Bu yontemi kullanarak gesitli degisken atamalari
yapilabilir ve bu yolla matrisler genisletilebilir.
>> 7(5)=real(Z(1))
7 =

1.6094 +3.14161 3.0000 1.6487 0 1.6094
Yukaridaki giris, matrisin besinci elemanini, birinci elemaninin reel kismi olarak
tanimlamistir. Boylece matris 1x3 boyutundan 1x5 boyutuna otomatik olarak genisletilmistir.
Matrisin dordiincli elemanina iliskin bir giris yapilmadigi icin, MATLAB bu elemana 0
degerini atamigtir.
Genis matrisleri iki nokta iist iiste (:) kullanarak daraltmak miimkiindiir. Asagidaki 6rnekte
once dort satirli bir matris tanimlanmig ve bu matrisin ilk {i¢ satirindan olusan diger bir matris
yapilandirilmastir.
>>A=[123;456;789;1011 12]
A=

N B~ -
— 00 W N
O O\ W

—_—
e
—_
—
[\S]
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>> A=A(1:3,:)

A=
1 2 3
4 5 6
7 8 9

Aslinda, “:”,matrislerin satir veya siitunlarina erismek i¢in kullanilir. Yukaridaki 6rnekte de

A matrisinin 1’den 3’e kadar olan siitunlar1 goriintiillenmistir. Asagida ise bir matrisin

TR

herhangi bir satir ya da siitununa erisim i¢in kullanilan “;” islemcisine ait 6rnekler verilmistir.
Herhangi bir satira ulagsmak i¢in satir numarasinin ardindan ““:” girilir. Bir siituna ulagsmak
.. s o L

iginse, “:” den sonra ilgili slitun numarasi girilir.

>>a=[111;356;956];a(l,)

ans =
I 1 1
>>a(:,3)
ans =
1
6
6

9.4.2. Bir Matrisin Transpozesi

Lineer cebir uygulamalarinda sik¢a kullanilan transpoze (Devrik) islemi, MATLAB’da
kesme isareti (") ile (Shift+2) tamimlanmugtir. Transpoze ile matrisin satirlari, eleman
siralamalar1 korunacak sekilde siitunlarina dondstiiriiliirler. Benzer sekilde satir vektorleri

siitun vektdrlerine ve siitun vektdrleri de satir vektorlerine gevrilirler.

Kompleks elemanlar1 bulunan matrislerin transpozeleri almirken MATLAB’da  bu
elemanlarin esleniklerini alir.
Ornek:
>>a=[2 4 6];
>>b=a'
b=
2
4
6
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9.4.3.Bir Matrisin Tersi (Inversi)

A, n x n boyutunda bir kare matris ve I birim matris olmak iizere, A*B = B*A= I esitligini
saglayan B matrisine A matrisinin tersi denir ve A™ ile gosterilir.Sadece kare matrislerin tersi
almabilir. Tekil matrislerin tersleri yoktur. MATLAB’da bir A matrisinin tersini almak igin

inv (A) veya A komutlari isletilir.

Ornek:
>> A=[133;143;134];
>>inv (A)
ans =
7 -3 -3
-1 1 0
-1 0 1

Matrisin dogrulugunu kontrol amaciyla matris soldan ve sagdan tersi ile ¢arptirilir.

Sonug birim matris olmalidir.

>> A*AN-]
ans =
1 0 0
0 1 0
0 0 1
>> inv (A)*A
ans =
1 0 0
0 1 0
0 0 1

9.4.4. Bir Matrisin Determinanti

MATLAB’da bir A matrisinin determinantin1 bulmak i¢in, det (A) komutu girilir.
Determinantlar1, matris boyutlar arttikca ¢6zmek zorlasir.Bu gibi durumlarda MATLAB’da
tek bir komut kullanarak bu islemi yapmak miimkiindiir.Sadece kare matrislerin tanimh

oldugu unutulmamalidir.
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Ornek:
>> A=[133;143;134];

>> det (A)
ans =

1
9.4.5. Bir Matrisin Ranki
Bir matriste, r x r boyutundaki kare mindrlerin en az bir tanesi sifirdan farkli, fakat (r+1) x
(r+1) boyutundaki kare mindrlerin tamamu sifir ise bu matrisin ranki r’dir.
MATLAB’da matrislerin ranklarinin hesaplanabilmesi i¢in tanimlanmis ve genel kullanimi
“rank (matris ad1)” seklinde olan &zel bir hazir fonksiyon tanimidir.
Ornek:

>>a=[123;456;789];
>> det (a)
ans =
0
>> size (a)
ans =
3 3
>> rank (a)
ans =
2
Ranki bulunmak istenen genis matrisler, elemanter satir islemler kullanilarak 6ncelik satirca

indirgenmis forma getirilirler. MATLAB’da bir matrisi bu forma getirmek icin, “rref”
fonksiyonu kullanilir.

9.4.6. Matrislerde Dért islem

9.4.6.1.Matrislerde Toplama Ve Cikarma Islemi

Boyutlar esit iki matris, “+” ve “-” sembollerini kullanarak MATLAB’da toplanabilir veya
¢ikarilabilir.Boyutlar1 farkli iki matris i¢in bu islemler yapilamaz.

Ornek:

>>a=[123;456];
>>b=[246;8 10 12];

>> c=a+tb
c=
3 6 9
12 15 18

9.4.6.2.Matrislerde Carpma Islemi
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MATLAB’da carpma islemi, “*” sembolii ile gosterilir. Lineer cebir kurallarina gére A*B
isleminin taniml1 olabilmesi i¢in, A matrisinin siitun sayisinin B matrisinin satir sayisina esit

olmasi gerekir. Bu kurala uymayan matrisler i¢in carpma islemi tanimh degildir.

Ornek:
>> A=[12;34;89];
>>B=[234;6728];

>> C=A*B
C:

14 17 20
30 37 44
70 87 104

Boyutlar1 ayn iki matrisi A.*B seklinde de ¢arpabilmek miimkiindiir. Bu durumda matrisler
eleman elemana carpilacaktir.
Ornek:
>> A=[12; 3 4];
>>B=[22;22];
>>D=A.*B
D=
2 4
6 8
9.4.6.3.Matrislerde Bélme Islemi

MATLAB’da matrislerin boliinmesi i¢in “/” (sagdan bdlme) ve “\” (Soldan bdlme)

islemcileri kullanilir.

Ornek:
>> a=3; b=0;
>> a/b,b/a
ans =
0.5000
ans =
2
Es boyutlu matrisleri eleman elemana bolmek i¢in, bu iglemcileri “./” ve “.\” seklinde noktali
olarak kullanmak gerekir.

Ornek:
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>>x=[2 4;6 8];

>> x/2==x./2
ans =

1 1

1 1

9.4.7. Bir Matrisin n. Kuvveti

Bir A matrisi i¢in yiiritiilecek A.”n islemi, n bir skaler olmak {izere, A matrisindeki her bir
elemanin tek tek n. Kuvvetini alacaktir. Nokta iis (*) kullanilmadig: takdirde A matrisinin n.

kuvveti almir.Bu durum i¢in A matrisinin kare matris olmasi gerekir.

MATLAB’da matrisler arasi C=A."B islemi her iki matris ayni boyutlu olmak sartiyla
tanimlidir.

Ornek:

>>A=[123;257;321];

>>B=[111;222;333];

>>C=A/B
C=

1 2 3
4 25 49
27 8 1

9.4.8. Bir Matrisin Ozdegeri

X # 0 ve bir siitun vektorii ve A bir kare matris olmak iizere, Ax=Ax denklemini saglayan
N’ya A matrisinin 6z degeri ve karakteristik degeri denilir. MATLAB’da bir matrise ait 6z

degerlerin bulunmasi i¢in iki farkli yontem kullanilir.

Herhangi bir A matrisinin 6z degerlerini bulmak i¢in, eig (A) komutu isletilir.
Ornek:
>> A=[32; 3 -2];
>> eig (A)
ans =
4
-3
Bir matrise ait karakteristik polinomun kdkleri de o matrise ait 6z degerleri verir.

Ornek:
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>>a=[32; 3 -2];
>>x=poly (a)
X =

I -1 -12
>> y=roots (X)
y=

4

-3
Burada “poly (a)” fonksiyonu, a matrisinin karakteristik denklemini ve “roots(x)”
karakteristik denklemin koklerini verirler.A bir kare matris ve A, A’nin bir 6z degeri olmak
tizere, Ax=Ax esitligini saglayan x vektoriine, A 6z degerine karsilik gelen 6z vektor yada
karakteristik vektor denir MATLAB’da 6z vektorleri buldurabilmek igin “eig” fonksiyonu
asagidaki Ornekte oldugu gibi iki giris degiskenli olarak kullanilmalidir. Buradaki y
degiskenine, matrise ait 6z vektorler atanacaktir.
Ornek:
>> [x,y]=eig (a)
X =

0.8944 -0.3162

0.4472 0.9487
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9.4.9. Dizi ve Matrisler i¢cin Tammh Bazi Fonksiyonlar

Herhangi bir MATLAB uygulamasiin temeli dizilerdir. MATLAB’da dizi ve matrislerle

ilgili cok sayida hazir fonksiyon bulunmaktadir.Bunlar;

Tablo.9.3: MATLAB’da dizi ve matrislerle ilgili fonksiyonlar

Fonksiyon Islevi

max (x) x dizisinin en biiyiik elemanini bulur.

min (x) x dizisinin en kii¢iik elemanini bulur.

mean (X) x dizisine ait elemanlarin ortalamasini bulur.

Median (x) x dizisinin ortadaki elemanini bulur.

std (x) x dizisine ait standart sapmasini bulur.

sort (x) x dizisinin elemanlarini biiyiikten kiiciige dogru siralar.

sum (x) x dizisinin elemanlarinin seri toplamini bulur.

prod (x) x dizisinin elemanlarinin seri ¢arpimini bulur.

Cumsum (x) x dizisinin elemanlarinin kiimulatif toplamindan olusan yeni bir dizi yaratir.
diff (x) x dizisinin elemanlarinin farklarindan olusan yeni bir dizi yaratir.

Bu fonksiyonlarin tiimii satir veya siitun vektdrlere uygulandiklarinda beklenen sonuclari
verirler.
Ornek:
>>a=[13586];
>> max (a)
ans =

8
>> min (a)
ans =

1
>> mean (a)
ans =

4.6000
>> median (a)
ans =

5
>> std (a)

ans =
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2.7019
>> sort (a)
ans =

1 3 5 6 8

>> sum (a)
ans =

23
>>prod (a)
ans =

720

>> cumsum (a)

ans =

1 4 9 17 23
>> diff (a)
ans =

2 2 3 2

9.5. MATLAB’da Polinomlar
9.5.1. Polinomlarin Girilmesi

MATLAB’da satir vektorleri, iist dereceleri azalan sirada olmak iizere polinom katsayilarini

temsil ederler.

Ornek:
x-2x+2x*+3x*+x+4=0 denkleminin katsayilari,
>>p=[1-22314]
p=
1 2 2 3 1 4

seklinde girilir.
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9.5.2. Polinom Koklerinin Bulunmasi

Polinomun ké&klerinin bulunmasi igin “roots” komutu girilir.Bir dnceki Ornek koklerini
bulacak olursak;
>>p=[1-22314]
p=
1 2 2 3 1 4

>> cozum=roots (p)
cozum =

1.5336 + 1.4377i

1.5336 - 1.43771

-1.0638

-0.0017 +0.9225i

-0.0017 - 0.9225i
Bdylece, besinci dereceden olan bu polinomun kompleks ve reel 5 adet kdkii bulunmus olur.
MATLAB’da polinomlarin koklerini bulmanin diger bir yolu da “solve” fonksiyonunu
kullanmaktir.Bu fonksiyon, sembolik ifadeler veya esitliklerin karakter dizisi olarak

saklandig1 degiskenlere ait denklemlerin ¢oziimiinde kullanilir.
Ornek: ax’+bx+c polinomunun kéklerinin bulunmast igin,

>> s="a*x"2+b*x+c'

=

a*x"\2+b*x+c

>> solve (s)

ans =

[ 1/2/a*(-b+(b"2-4*a*c)(1/2))]

[ 1/2/a*(-b-(b"2-4*a*c)(1/2))]

s ifadesinde bulunan herhangi bir degiskenin, digerleri cinsinden esit olan ifadeyi benzer bir
yontemle bulmakta miimkiindiir. Bu tip ¢éziimler i¢in 6ncelikle sembolik degiskenleri “smys”

komutuyla tanimlamak gerekir.
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Ornek:
>> s="a*x"2+b*x+c';
>>symsabcx
>> c=solve (s,c)
c=
-a*x"2-b*x
Ayn1 zamanda “solve” komutunu kullanarak, ¢ok sayida denklemden olusan sistemlerin
koklerini de bulmak miimkiindiir.
Ornek: 3y+4x=12 ve x+y=3 olan iki bilinmeyenli denklem sisteminin ¢Oziimiiniin
bulunmasi;
>> [x,y]=solve ('3*y+4*x=12",'x+y=3")
X =
3
y=
0
MATLAB’da bir polinomun kokleri bilindigi taktirde, o polinoma ait katsayilar da azalan iist
derecelerine gore bululdurulabilirler.
Ornek: x,;=2 ve x,=2 gibi iki katli kokii bulunan bir polinomun katsayilariin bulunmasi;
>> poly ([2;2])
ans =
1 -4 4
S6z konusu polinom, x*-4x+4=0’dur.Herhangi bir degiskenin azalan iis katsayilar ile
olugturulmus bir polinomun, degiskenin herhangi bir degeri i¢in, degerini bulmak igin iki girig
degiskenli “polyval(x,y)” fonksiyonu kullanilir.Burada x, s6z konusu polinomu, y ise polinom
degiskeninin degerini ifade eder.
Ornek: P=s’-25°+5s polinomunun s=5 igin degeri;
>>P=[1-250];
>> polyval (P,5)

ans =

100
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9.5.3. Bir Polinomun Tiirevi

MATLAB’da bir poinomun tiirevinin azalan iis derecelerine gore siralanmis katsayilarim

buldurmak i¢in “polyder” fonksiyonu kullanilir.

Ornek: P=s’-25’+5s polinomunun tiirevinin bulunmast;
>>P=[1-250];

>> turev=polyder (P)

turev =

3 4 5

dp

S6z konusu polinomun tiirevi; & = 3s%-4s+5°dir.
S

9.5.4. Polinomlarda Carpma ve Rasyonel Polinomlar

Iki polinomun carpimi ile elde edilen bir polinoma ait katsayilar, “conv” fonksiyonu ile

bulunur.

Ornek: f(x)=x2+2x+3 ve g(x)=4x2+5x+6 polinomlarin ¢arpilmast;
>> =12 3]; g=[4 5 6];
>> h=conv (f,g)
h=
4 13 28 27 18
s6z konusu polinomun sonucu, h(x)=4x*+13x>+28x*+27x+18’dir.
Iki polinomun ¢arpimi sonucunu, ters komviilasyon islemine tabi tutarak carpan
polinomlarinin katsayilarini “deconv” komutu ile bulabiliriz.
Ornek:
>> s=deconv (h,f)
g =
4 5 6
>> p=deconv (h,g)
p=
1 2 3
Transfer fonksiyonlarinda kullanilan rasyonel polinomlarin pay ve paydalarinin ayri ayri
girilmesi gerekir.Rasyonel polinomlar1 basit kesirlere aymrmak igin “residue” fonksiyonu

kullanilir.m pay, n payda olmak iizere iki giris degiskenine sahiptir.
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Ornek:
>>m=[1-10 100]; n=[1 10 100 0];
>> [x,y,z]=residue (m,n)
X =

0.0000 + 1.1547i

0.0000 - 1.15471

1.0000
y =

-5.0000 + 8.66031

-5.0000 - 8.66031

m(x) _  L1.1547i . —1.15471 _+l’dir. Eger pay,
n(x) x+5-8,6601 Xx+5+8,6601 X

S6z konusu polinomun sonucu;
paydadan biiyiik olsaydi, cevaba z polinomu da eklenecekti.Bir 6l¢iim sonucu elde edilen
verilere iliskin bir egri uydurulmasi isteniyorsa, “polyfit” komutu kullanilarak istenilen
derecede bir polinom, s6z konusu verilerin bir fonksiyonu olarak hesaplatilabilir.
Ornek:
>>x=[123467],
>>y=[1726 124 225 316];
>> c=polyfit (x,y,2)
c=
6.4286 2.5714 -16.5714
>> polyval (c,4)

ans =

96.5714
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9.6. MATLAB’da Lineer Denklem Sistemleri

Lineer denklem sistemlerinde tiim bilinmeyenler birinci derecendendir.Lineer denklem

sistemlerinin ¢éziimiinde kullanilan bazi yontemleri ele alacak olursak;
9.6.1. Katsayilar Matrisinin Tersi Yardimiyla Coziim

Lineer denklem sistemlerinin ¢dziimiinde, bu yolu kullanabilmek i¢in, katsayilar matrisinin

determinanti sifirdan farkli olmalidir.

Diger bir sart da, katsayilar matrisinin kare matris olmas1 gerekir. Ax=B seklinde genel bigimi
belirtilen bu denklemin ¢éziimiin igin, esitligin her iki tarafi soldan A™ (inv (A)) ile garpilir.
Sol tarafta bilinmeyenler vektorii yalmiz birakilmis olur, sag tarafta ise bilinmeyenler
vektdriine esiti olarak A™'*B kalir.Denklemin ¢oziimiinii bu ifade verir.

Ornek: Asagidaki denklem sisteminin ¢oziimii;

X11+3X+x3=2

2X1-X2+3x3=1

X11+2X0-X3 =3

>>A=[131;2-13;12-1]

A:

1 3 1

2 -1 3

1 2 -1
>> B=[2; 1; 3]
B:

2

1

3

>>x=inv (A)*B
X =
1.6667
0.3333
-0.6667
Burada x; =1,6667, x, =0,3333, x3 =-0,6667’dir.
Bu denklem sistemi i¢in, diger bir ¢6ziim metodu da A\B komutunu kullanmaktir.

>>x= A\B
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X =
1.6667
0.3333
-0.6667
Bu denklemin ¢6ziimii, x=B/A islemi ile buldurulamaz. MATLAB, matris boyutlarinin
uyumsuzlugu ile ilgili bir hata verir.Asagidaki hata iletimi ekranda goriiliir.
>>B/A

??7? Error using ==>/
Matrix dimensions must agree.
9.6.2 Genisletilmis Matris Yontemi Ile Coziim (Gauss Eliminasyon Yontemi)

Bu yontemi kullanabilmek igin, katsayilar matrisinin, kare matris olmasi sarti yoktur.
Genisletilmis matris yonteminde katsayilar matrisine son siitun olarak esitligin sag
tarafindakiler ilave edilir.Genisletilmis katsayilar matrisinin ranki, katsayilar matrisinin

rankina esit ise sistem ¢ozilebilir.
Ornek:

X1tXo1+2x3=1

2x1+7x3=4

3X1+3X2+6X3:3

>>A=[112;207;336];

>>B=[1; 4; 3];
>> C=[A B]
C=

11 2 1
2 0 7 4
3 3 6 3
>> y=rref (C)
y=

1.0000 0 3.5000 2.0000
0 1.0000 -1.5000 -1.0000
0 0 0 0

>> x=y (:,end)
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Bu ornekte olusturulan C matrisi, arttirllmis katsayilar matrisidir. Bu matrise “rref”

fonksiyonu uygulanarak satirca indirgenmis formu Gauss-eliminasyon yontemi ile

hesaplatilmistir.Satirca

indirgenmis formun rankinin denklem

sayisina esit oldugu

sistemlerde, bir tek ¢6ziim vardir. Asagidaki denklem sistemi buna bir é6rnektir.

X1+4X2—X3:7

2X1+3X2—2X3:9

X1 tX24X3=4

3X1+ 1 2X2+X3:2 1

>>A=[14-1;23-2;111;3121];

>>B=[7;9; 4; 21];

>> C=[A B];
>> y=rref (C)
y=

1 0 O

0 1 0

0 0 1

0 0 O
>>x=y (:,end)
X =

3

1

0

0

Bu denklem sisteminde, x; =3, x, =1, x3 =0’dir.Sistemin kare matris olmamasindan dolay1

katsayilar matrisinin inversi yontemini ¢oziimde kullanamayiz. Bu durumda matris inversine

alternatif olacak 3x4 boyutunda bir 6ninvers buldurma yoluna gidilebilir. MATLAB’da bu

oninvers “pinv” fonksiyonu ile buldurulur.
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Ornek: Yukaridaki drnegin bu yontemle ¢oziimii;
>>A=[14-1;23-2;111;3121];
>>B=[7,9; 4; 21];
>> x=pinv (A)*B
X =
3.0000
1.0000

-0.0000
9.6.3.Cramer Yontemiyle Coziim

AX=B seklindeki lineer denklem sistemlerinde katsayilar matrisi A, nxn boyutunda bir kare
matris ve bu matrisin determinant1 0’dan farkli ise denklem sisteminin tek bir ¢éziimii vardir

ve bu ¢ozlim yontemi de cramer yontemidir.

Ornek:
x+2y+z=5
2x+2y+27=6
x+2y+37=9
>>C=[1;2; 1]; D=[2; 2; 2]; E=[1; 1; 3];
>> A=[C,D,E];
>>B=[5; 6; 9];
>> x=det ([B,D,E])/det (A)
X =

1
>> y=det ([C,B,E])/det (A)
y=

1
>> z=det ([C,D,B])/det (A)
7=

2
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Ek.1. Ornek Program Kodlari
{rexksxrikix | EN KUCUK KARELER DOGRUSU# ¥k}
uses crt,graph;
var
x,y,c,d:array [0..10] of integer;
Jj.k,a,b,t1,t2,t3 t4:integer;
s,sl:real;
hata,gd,gm,i:integer;
begin
clrscr;
1:=0;
write('Kaj} de§er girilecek..:"); readIn(a);
gotoxy(5,2); writeln('x v;
gotoxy(2,3); writeln('----------------- s
k:=3;
repeat
1:=i+1;
k:=k+1;
gotoxy(5,k); readIn(x[i]);
gotoxy(15,k); readln(y[i]);
until (i>=a);
k:=k+1;
gotoxy(2,k+1);writeln(" x y x*y x*x");
gotoxy(2,k+2);
writeln(' s
k:=k+2;
forj:==1to ido
begin
k:=k+1;
gotoxy(5,k); writeln(x[j]);
gotoxy(15,k); writeln(y[j]);
c[jl:==x[1*y[];
gotoxy(25,k); writeln(c[j]);
dljl:=x[1*x[j];
gotoxy(35,k); writeln(d[j]);
tl=tl+x[j]; t2:=2+y[j]; t3:=t3+c[j]; t4:=td+d[j];
end;
a:=0; b:=0;
gotoxy(2,k+1);
writeln(' ";
gotoxy(5,k+2); writeln(tl);
gotoxy(15,k+2); writeln(t2);
gotoxy(25,k+2); writeln(t3);
gotoxy(35,k+2); writeln(t4);
gotoxy(20,k+4); writeln(t4,'A+',t1,'B=",t3);
gotoxy(20,k+5); writeln(tl,'A+',j,'B=",t2);
a:=td*(-j); bi=t1*tl; s:=((j*t3)+(t1*t2))/(a+b);
sl:=(t2-(s*t1))/j;
if s1>0 then write('"Noktalarin en kiiciik kareler dogrusu.......f(x)=',s:4:2,'X+',s1:4:1)
else write('Noktalarin en kiigiik kareler dogrusu.......f(x)=',s:4:1,'X",s1:4:1);
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readln;
detectgraph(gd,gm);
initgraph(gd,gm,");
hata:=graphresult;
line(100,280,400,280);
line(250,150,250,400);
for i:=0 to 100 do
putpixel(i+250,250+(round(i*(-s)+s1)),15);
readln;
closegraph;
end. {**#xxrkssnk EN KUCUK KARELER DOGRUSU sk}
uses crt,graph;
var
x,y,c,d:array [0..10] of integer;
Jj.k,a,b,t1,t2,t3 t4:integer;
s,sl:real;
hata,gd,gm,i:integer;
begin
clrscr;
1:=0;
write('Kag deger girilecek..:"); readln(a);
gotoxy(5,2); writeln('x v";
gotoxy(2,3); writeln('----------------- s
k:=3;
repeat
1:=i+1;
k:=k+1;
gotoxy(5,k); readIn(x[i]);
gotoxy(15,k); readIn(y[i]);
until (i>=a);
k:=k+1;
gotoxy(2,k+1);writeln(" x y x*y x*x");
gotoxy(2,k+2);
writeln(' ");
k:=k+2;
forj:==1to ido
begin
k:=k+1;
gotoxy(5,k); writeln(x[j]);
gotoxy(15,k); writeln(y[j]);
cljI=x[1*yljl;
gotoxy(25,k); writeln(c[j]);
d[jl=x[jI*x[jl;
gotoxy(35,k); writeln(d[j]);
tl=tl+x[j]; t2:=2+y[j]; t3:=t3+c[j]; t4:=td+d[j];
end;
a:=0; b:=0;
gotoxy(2,k+1);
writeln(' ";
gotoxy(5,k+2); writeln(t1);
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gotoxy(15,k+2); writeln(t2);
gotoxy(25,k+2); writeln(t3);
gotoxy(35,k+2); writeln(t4);
gotoxy(20,k+4); writeln(t4,'A+',t1,'B=",t3);
gotoxy(20,k+5); writeln(tl,'A+',j,'B='t2);
a:=td*(-j); bi=t1*tl; s:=((j*t3)+(t1*t2))/(a+b);
sl:=(t2-(s*t1))/j;
if s1>0 then write('"Noktalarin en kii¢iik kareler dogrusu.......f(x)=',s:4:2,"X+',s1:4:1)
else write('Noktalarin en kiiciik kareler dogrusu.......f(x)=',s:4:1,'X",s1:4:1);
readln;
detectgraph(gd,gm);
initgraph(gd,gm,");
hata:=graphresult;
line(100,280,400,280);
line(250,150,250,400);
for i:=0 to 100 do
putpixel(i+250,250+(round(i*(-s)+s1)),15);
readln;
closegraph;
end.
() NEWTON UN KOK ALGORITMASI************)
uses crt;
var
p0,n,p,a:real;
i:integer;
begin
clrscr;
1:=0;
write('Say1iy1 giriniz....."); readln(a);
write('Kok sayist......"); readln(n);
write('PO de§erini giriniz....:"); readln(p);
repeat
1:=1+1;
p0:=p;
p:=(p0+a/p0)/n;
writeln('P',i-1,'=",p0:12:10,'  P'.i,'=',p:12:10);
until (p=p0);
writeln;
writeln('Sonuf="p:12:10);
readln;
end.
[FHExEEI_NEWTON-RAPHSON METHODU®***%#/
#include<stdio.h>
#include<conio.h>
#include<math.h>
main()
{ float x,x0,son;
float fi,fnn, ft, fntt;
int k,n,a,i,h,j;
int sa[10];
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/*son de§er*/
ft=0; k=5; fhn=0; fi=0; h=0; fntt=0; i=0; /*Ba¥Ylang[1} de§eri*/
clrser();
printf("x de§eri.....:"); scanf("%f",&x);
printf("Hata de§eri....:"); scanf("%f",&son);
printf("Denklem derecesi..:"); scanf("%d",&n); h=n;
for (a=n;a>=0;a--)
{ k+=10;
gotoxy(k,10); scanf("%d",&sa[i]);
gotoxy(k+3,10); printf("x%d",a); i+=I;
h
1=0;
do { i+=1; a=h+1; fnn=0; fntt=0;
for (j=0;j<=h;j++)
{ a-=1; fi=0;
fi=(sa[j])*pow(x,a);
fnn+=fi;
ft=(a*sa[j])*pow(x,a-1);
fntt+=ft; ft=0;
}
printf("\nFonksiyon Deg§eri....%f",fnn);
printf("\nT[revi.....:%f\n\n", fntt);
if (fan>0) && (fnn<=0.000001)) {
printf("\nf(x)=0 oldu§u ifin devam edilemiyor.Son de§er=%f",x);
break;
}
printf("x=%f-%1/%f \n",x,fon, ntt);
x0=x;
x=x0-fnn/fntt;
printf("\Sonui=%f\n",x);
}while ((x>=son));
getch();

} [k koK 4-iKIYE B(")LME METOQDU skttt
#include<stdio.h>
#include<conio.h>
#include<math.h>
float fonk(int sa[10],float x,int n);
//float turev(int sal[10],float x1,int n1);
main()
{ float x2,x0,b,c,h,y;
float son,sonucx,fa,fb,fc,sonuc;

int sa2[10];

intk,i2,nl,al;

son=1; /*son deger*/

x2=2; /*Baglangic degeri*/
clrscr();

son=0;

printf("Baslangi¢ degeri....(a).:"); scanf("%f",&x2);
printf("Bitis degeri........ (b).:"); scanf("%f",&y);
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c=(x2+y)/2;

printf("c=%ft",c);

printf("\nHata degeri....:"); scanf("%f",&son);

printf("\nHata degeri....:%f",son);

k=0; 12=0;

printf("Denklem derecesi..:"); scanf("%d",&nl); h=nl;

for (al=nl;al>=0;al--)

{ k+=10;

gotoxy(k,10); scanf("%d",&sa2[i2]);
gotoxy(k+3,10); printf("x%d",al); i2+=1;

clrscr(); int k1=4;
gotoxy(2,2);
printf(" a b c f(a) f(b) f(c)");
gotoxy(2,3);
printf(" ");
do {
c=(x2+y)/2;
gotoxy(5,k1); printf("%f",x2);
gotoxy(15,k1); printf("%ft",y);
gotoxy(25,k1); printf("%ft",c);
fa=fonk(sa2,x2,n1);
fb=fonk(sa2,y,nl);
fc=fonk(sa2,c,nl);
gotoxy(35,kl); printf("%f",fa);
gotoxy(45,kl); printf("%f",tb);
gotoxy(57,k1); printf("%f",fc);
if (((fc>0) && (fa<0))]|((fe<0) && (fa>0)))
§ y=c;
else if (((fc>0) && (fb<0))|| ((fc<0) && (1b>0)))
{ x2=y;
y=¢;
}

else {
printf("\n\nSonu¢ hesaplanamadi.");
break;
}
sonuc=fc;
if (fc<0) {
sonuc=-1*fc;

}

kl+=1;
} while (sonuc>=son);
getch();
}
float fonk(int sa[10],float x,int n)
{ int a;
int 1=0;
float fi,fnn=0; a=n+1;
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for (int j=0;j<=n;j++)

{ a-=1; fi=0;
fi=(sa[j])*pow(x,a);
fnn+=fi;

H

return fnn;
H
{FHFxExERxERk 5. ORTALAMA ORDINAT METODU *%*##*%%%1
uses crt;
var
x,y:array [0..10] of real;
1,j,k,b:integer;
s,sl,a,ytop:real;
begin
clrscr;
1:=0;
write('Kac¢ deger girilecek..:"); readln(a);
gotoxy(5,2); writeln('x v";
gotoxy(2,3); writeln('----------------- ");
k:=3; ytop:=0;
repeat
1:=it+1;
k:=k+1;
gotoxy(5,k); readIn(x[i]);
gotoxy(15,k); readIn(y[i]);
ytop:=ytop+y[i];
until (i>=a);
k:=k+1;
a:=0; b:=0;
s:=ytop/i;
writeln("Yort=',s:4:2);
a:=x[i]-x[1]; sl:=s*a;
writeln('Alan......:",s1:4:2);
readln;
end.
uses crt;
var
x,y:array [0..20] of real;
1,j,k,b,durum:integer;
s,s1,a,ytop,xfark:real;
begin
clrscr;
durum:=1;
1:=0;
write('Kac¢ deger girilecek..:"); readln(a);
gotoxy(5,2); writeln('x v;
gotoxy(2,3); writeln('----------------- ");
k:=3; ytop:=0;
repeat
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1:=1+1;
k:=k+1;
gotoxy(5,k); readIn(x[i]);
gotoxy(15,k); readIn(y[i]);
until (i>=a);
a:=0;
b:=0;
a:=x[2]-x[1];
for b:=2 to i-1 do
begin
xfark:=x[b]-x[b-1];
if xfark<>a then
durum:=0;
end;
ytop:=y[1];
for b:=2 to i-1 do
begin
if (b mod 2=0) then
begin
ytop:=ytop+(4*y[b]);
end
else
begin
ytop:=ytop+(2*y[b]);
end;
end;
if durum=1 then
begin
sl:=(a/3)*(ytop+y[i]);
writeln;
writeln('Alan......:",s1:4:2);
end
else
begin
writeln;
writeln('x degerineait araliklarla girilmeli...");
writeln('Alan hesaplanamadi.");
end;
readln;
end.
{Fakrkrskskek 7. SONLU FARKLAR (ileri Fark) ######%*y
uses crt;
var
x,c,x1:array [0..20] of integer;
1,j,11,y,k,a,b,m,d,z,no,durum,buyuk,il, kucuk:integer;
s,sl:real;
begin
clrscr;
1:=0;
write('Kac¢ deger girilecek..:"); readln(a);
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gotoxy(5,2); writeln('y ";
gotoxy(2,3); writeln('--------- ";
k:=3;
repeat
1:=i+1;
k:=k+1;
gotoxy(5,k); readIn(x[i]); x1[i]:=x][i];
until (i>=a);
il:=1;
k:=k+1;
clrscr;
gotoxy(2,2);writeln(" x 1 2 3";
gotoxy(2,3);
writeln(' ");
m:=0; j:==0;
k:=4; durum:=1;
repeat
J=itL
gotoxy(5,k); writeln(x[j]);
k:=k+2;
until (j=i);
k:=3; a:=0; b:=k+2; k:=k+2;
repeat
a:=atl; z:=z+10; i:=i-1;
durum:=1;
forj>==2toido
begin
if x[j]<>0 then
begin
if (x[j] mod x[1]=0) then
begin
write(");
end
else
begin
durum:=0;
end;
end;
forj:==1toido
begin
X[I=x[+1]-x[j];
gotoxy(5+z.,k);
writeln(x[j]);
k:=k+2;
end;
if (durum=1) and ((x[1]=x[i]) and (x[2]=x[i-1])) then break;
end;
b:=b+1;
k:=b;
until durum=1;
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readln;
clrser; kucuk:=10000;
forj:==1toido
begin
if abs(x[j])>buyuk then
begin
no:=j;
buyuk:=abs(x[j]);
end;
if (x[j]<>0) and (abs(x[j])<kucuk) then
begin
{ if x[j]>0) then}
kucuk:=x[j];
end;
end;
if (x[1]=x[2]) or (kucuk=10000) then writeln('Hata bulunamadi...")
else

begin
i:=((i1-1) div 2);
writeln(' Hatali Terim.......:"x 1 [no+ii]);
writeln(' Hata................" kucuk);
writeln(' y=",x1[no+ii]-kucuk);
end;
readln;
end.
uses crt;
var

x,y:array [0..20] of real;
1,j,k,b,durum:integer;
s,s1,a,ytop,xfark:real;
begin
clrscr;
durum:=1;
1:=0;
write('Kac¢ deger girilecek..:"); readIn(a);
gotoxy(5,2); writeln('x v;
gotoxy(2,3); writeln('----------------- ");
k:=3; ytop:=0;
repeat
1:=it+1;
k:=k+1;
gotoxy(5,k); readIn(x[i]);
gotoxy(15,k); readln(y[i]);
until (i>=a);
a:=0;
b:=0;
a:=x[2]-x[1];
ytop:=(1/2)*(y[1]+y[i]);
for b:=2 to i-1 do
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begin
ytop:=ytop+y[b];
xfark:=x[b]-x[b-1];
if xfark<>a then
durum:=0;
end;
if durum=1 then
begin
sl:=ytop*a;
writeln;
writeln('Alan......:",s1:4:2);
end
else
begin
writeln;
writeln('x degerineait araliklarla girilmeli...");
writeln('Alan hesaplanamadi.");
end;
readln;
end.
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Ek.2.

10.

11.

12.

13.

14.

15.

Coziimlii Sorular

. x’-x-1=0 denkleminin [1,2] araligindaki kokiinii ikiye blme, kirisler, tegetler

yontemiyle bulunuz.
e-x=0 denkleminin kokiinii 010001 hassasiyetle bulunuz.
¢™-2x=0 denkleminin kokiinii 010001 hassasiyetle bulunuz.

cosx-x"=0 denkleminin [0,1] araligindaki kokiinii, 0,0001 hassasiyetle bulunuz.

. f(x)=Inx-5+x denkleminin kokiinii bulunuz.

. f(x)=e"-2-x denkleminin kokiinii bulunuz.

x.sinx-1=0 denkleminin kokiinii [0,2] araliginda, 0/0001 hassasiyetle bulunuz.

3 -1 0

A= -1 2 —1 | matrisinin 6zdeger ve 6zvektorlerini bulunuz.
0 -1 3
7 6 -3

A=|-12 -20 24 | matrisinin 6zdeger ve 6zvektorlerini bulunuz.
-6 12 16
-3 -7 -2

A=|12 20 6 | matrisinin 6zdeger ve 6zvektorlerini bulunuz.
-20 31 -9
2 1 1

A=|2 3 3 | matrisinin 6zdeger ve 6zvektorlerini bulunuz.
3 3 4

(-1,10),(0,9),(1,7),(2,5),(3,4),(4,3),(5,0),(6,-1) noktalar i¢in en kiigiik kareler

dogrusunu ve ortalama, mutlak, rms (etkin) hatalarini bulunuz.

(-2,1),(0,3),(2,6),(4,8),(6,13) noktalar1 i¢in en kiiciik kareler dogrusunu, E., E, E;

‘yi bulunuz.

(-2,1),(-1,2),(0,3),(1,3),(2,4) noktalar1 i¢in en kii¢iik kareler dogrusunu, E., E;, E;

‘yi bulunuz.

(-6,7),(-2,5),(0,3),(2,2),(6,0) noktalar1 i¢in en kii¢iik kareler dogrusunu, E.., E;, E»

‘yi bulunuz.
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16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.

24.

25.

26.

27.

28.

29.

ap=4a,.1+3a,; ; =3, a;=7, n=>2 olan bagmt1 nedir?
ap=6a,1+11a,,+6a,3 ; a=2, a;=5, a,=15, n>3 olan bagint1 nedir?
a,=6a,1-9an; ; ag=1, a;=6, n>2 olan bagmt1 nedir?
ap=-a,.1+4a,»4an_; ; ag=6, a;=14, a,=20 olan bagint1 nedir?
3a,=2a,.1t12a,,-8an 3 ; ag=5, a;=2, a,=28/3 olan bagint1 nedir?
ap=>5a,.1-8a,0+4a, 3 ; a0=3, a;=5, a,=9 olan bagint1 nedir?

(1;3.51),(2;4.23),(4;6.29),(5;7.81),(7;7.96),(7.5;8.91),(9;9.25) noktalarindan gegen
egrinin altindaki alani bulunuz.
(0,4),(1,3),(2,4),(3,7),(4,12),(5,19),(6,28),(7,39),(8,52),(9,67),(10,84) noktalarindan
gecen egrinin altindaki alani bulunuz.

[1/2
I\/ sin X.dx , Ax=[]/12 integralini her {i¢ yontemle yaklasik olarak ¢oziiniiz.
0

10

X . ..
I(E +2).dx, Ax=1 integralini her ii¢ yontemle yaklasik olarak ¢6ziiniiz.
0

10 2
J. (T_O +4).dx, Ax=1 integralini her ii¢ yontemle yaklasik olarak ¢dziiniiz.
0

Asagidaki tabloya gore 3. mertebeden farklar1 bulunuz.

xx |1 2 3 4 5 6 7 8

Yk 1 827 64 125 216 343 512

y=X3—3x+1 polinomu i¢in, h=1 olarak 1 <x<10 araligindaki ileri farklar1 bulun.

4.mertebeden farki tablosuz bulun.

kK]0 1 2 3 4 5 6

Yk 0 1 16 81 256 625 1296

30.

31.

y:7,10,17,33, 63, 121, 185, 287, 423, 598, 817 terimlerinin i¢inde hatal1 terim

varsa bularak hatay1 diizeltiniz.

x’in 2,3,4 degerlerine karsilik f(x)=In(x) ‘in Lagrance interpolasyon polinomunu

bulunuz, 2,5 ‘taki hatay1 ve e’yi hesaplayiniz.
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32.x’in 2,3,4,5 degerlerine karsilik f(x)=In(x) ‘in Newton interpolasyon polinomunu

bulunuz, 3,5 ‘daki hatay1 ve e’yi hesaplayiniz.

33. f(x)=sinx ‘in 2,3,4,5 degerlerine karsilik gelen Lagrange interpolasyon polinomunu

bulunuz. 2,5 ‘daki hatay1 ve e’yi hesaplayiniz.

34. 4x-y+7=T; 4x-8y+z=-21; -2x+y+52z=15 denklem sistemlerini Jacobi ve Gauss-

Seider iterasyon yontemleriyle ¢oziiniiz.

Céziimler:ilk yedi sorunun ¢oziimii derste yapilacaktir.

3 -1 0 3-4 -1 0
8) A= -1 2 -1 ise det(A-I1)=det| -1 2-4 -1 =0’dan
0 -1 3 0 -1 3-1
(3-2).((2- 21)(3-A)-(-D)(-1)) +1((-1)(3- 2)-0.(-1))=(3- 1 )(6-5 A + A *-1)+ 1 -3=0

18-6 1-15A45 443 A% 233+ A+ A1 -34=-1°+8 1219 1 +12=0 ve bu denklem

¢oziiliirse 6zdegerler 4 =1, 1,=3, 1;=4 olarak bulunur. Bu 6zdegerlere kars1 gelen

O0zvektorler;
(3-A)x; +(-1)xp =0 A 1=1 i¢in,
-X1+ (2-4)x2 —x3=0 2x1-X,=0, -X1TX2-X3=0, -Xp+2x35=0, x;=X3,
X2:2X1
X+ (3-1)x3=0 VU=(x; 2x; x;)=a(l 2 1)
A2=3 i¢in,
—XQZO, —Xl—Xz—X3:0, 'X2:0, X3= -X1
VP=(x; 0 x;)=b(1 0 -1)
A 3=4 i¢in,
-X1-X,=0, -X1-2X2-X3=0, -X5-x3=0, X3=-X2, X1=-X2
VO=(x2 x5 x2)=c(-1 1 -1)
7-1 6 -3
9) det (A-I1)=det| -12 -20-41 24 =0
-6 -12 16— A

(7- )[(-20- A )(16- A }+24.12] -6[(-12)(16- A }+24.6] -3[144-(20+ 1).6]=0
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(7-2)(-320-16 A + 2 >+20 1 +288) -6(12 1 -192+144) -3(144-120-6 4 ) =0
(7- A )(A%+4 1 -32) -6(12 4 -48) -3(24-6 1 }=0
72223428 4 -4 12421 1 -224-72 1 +288-72+18 1 =0,

-1*+3 1%+6 1 -8=0 ve buradan 0zdegerler A =1, A ,=4, 1 5=-2 olarak bulunur. Bu

Ozdegerlere kars1 gelen 6zvektorler;

(7- 2 )x;+6x,-3x3 =0, -12x1-(20+ 4 )x,1+24x3=0, -6x1-12x,+H(16- 1 )x3 =0

A=1icin A=4igin A=-2i¢in
6X1+6X2—3X3:O 3X1+6X2—3X3:0 9X1+6X2—3X3:0
-12x1-21x,+24%x5=0 -12x1-24x,1+24%x5=0 -12x,-18x,1t24x5=0
-6X1-12X2+15X3:0 -6X1-12X2+12X3=0 -6X1-12X2+18X3=0
3
XIZE X3, X2:2X3 X3:O ) X1:—2X2 X2:—2X1 s X37-X1
V(l):(% X3, 2X3 . X3) V(2)=(-2 X2, X2, O) V(3):(X1 . -2X1, -Xl)
3
=a(5 ,2,1) =b(-2, 1, 0) =c(1,-2, -1)
-3-1 -7 -2
10) det(A-I1)=det| 12 20-4 6 |=0
=20 =31 -9-1

(-3- )[(20- 2 )(-9- A 3 1.6]+7[12(-9- A )+20.6]-2[12.(-31)+20(20- 1 )]=0
(-3-2)(-180+9 1 + 1220 1 +186)+7(-12 A -108+120)-2(-372+400-20 1 )=0
(-3- ) (A 211 A+6)+7(-12 A +12)-2(-20 1 +28)=0

32224733 2+11 A%-18-6 1 -84 1 +84+40 1 -56=0

-A+8 1283 1+10=0, ...

2-4 1 1
11) Det(A-I1)=| 2 3-14 3 =0 acilirsa;
3 3 4-1

(2- 2)[(3- 2 )(4- 2 )-9]-1[2(4- A )-9]+1[2.3-(3- 1 ).3]=0 ve buradan
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2392215 1-7=0 elde edilir.Bu denklem ¢oziiliirse 6zdegerler; A =1 ,=1 ve 13=7

olarak bulunur. Bu 6zdegerlere kars1 gelen 6zvektorler;

(2- 2)x1+x2+x3=0, 2x1+(3- 1 )x,+3x3=0,
A=11i¢in A =T igin
X1+Xo+x3=0 -5x1+xo+x3=0
2X1+2x,+3x3=0 2x1-4x,+3x3=0
3x1+3x,+3x3=0 3x11t3x2-3x3=0
X1=-X; ; x3=0 X>=5x1; x3=0
VO=(x1,-x1, 0) V@=(x;,5x1, 0)
=a(1,-1, 0) =b(1, 5, 0)

seklinde a ve b parametrelerine degerler verilerek bulunur.

12)
2
M| Vi | Xk | R DX =20 D XY, =25
—1 10 —10 1 Zyk :37 ZXkZ :92
0 9 0 0
4/A-92 +B-20=25
1 7 7 1
10/A-20 + B-8 =37
2 5 10 4
168A =270 ise A= —2/0 _ _16:B=86
3 4 12 9 - 1s€ - 168 - — LU, b =06,
4 3 121 16 y=Ax + B; y=-1,6x + 8,6 olur.
5 0 0 25
6 -1 -6 36
f(x) f(x) -yk e
10,2 0,2 0,04 E. (fx)=0,8
8,6 04 0.16 El( fk) = ﬁzek =0,325
7 0 0
38 0.2 0,04
2,2 0,8 0,64
0,6 0,6 0,36
-1 0 0
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13)

XkYk

7
Xk

F(x)

[f()-y(k)|

7
Ck

-2

4

0,4

0,6

0,36

0

0

3,3

0,3

0,09

12

4

6,2

0,2

0,04

8

32

16

9,1

1,1

2

121

N B | O

13

78

36

12

1

A-60 +B-10=120; */A-10+B-5=31
60A + 10B = 120,

40A =58, A=1,45 ,B=3,3

14)

20A + 10B =62

ise y=1,45x +3,3

2
Xk | Yk | XkYk | Xk

f(xx)

Ck

2
Ck

1,2

0,2

0,04

1,9

0,1

0,01

2,6

0,4

0,16

3,3

0,3

0,09

._‘
ol ow| Yoo
w

ZXk = O, Zyk = 13, ZXkyk = 7, Zxk2 = 10,
A10+B-0=7,
A0+ B-5=131ise A=0,7 ve B=2,6 boylece; y=0,7x+2,6
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E.(H=1,1
E1()=0,64
Ea(£)=0,7348

Xxk = 10, Zyx = 31, Zxkyk
=120, 2x,” = 60,

E., ()=0,4
Ei()=0,2
Es(f)=0,2449



15)

Xk | Yk | XYk xk2 f(x) ex ekz
6|7 -42(36| 7 0 0 E., (H)=0,4

2(5-10] 4| 46 | 04 0,16 E (f)=0,24

03] 0 ]0]34] 04 0.16 E,(£)=0,282

22 4 [ 4] 22| 02 | 004 | D=0 Zy=17 Zxion=-48, Ix
6|10 0 [36]-02| 02 0.04 | =80.A80+B0=-48,

A-0+B5=17= A=-0,6 ve B=3,4 = y=0,6x+3.4
16) a,=4a,+ 3 ano; a0=3, a;=7, r=4r-3; r’-4r+3=0
(r-3)(r-1)=0 => r;=3,1=1 a;=a;1;"; a,=0a;-3"+ oy 1"
n=0 =>a,= a1‘30 + a2~10 =3 = top=3}0=2
n=1 =>a=u3 +ol'=7 =30+an=7} n=1 a=2.3"+1
17) ay=6a,.i-1la,+6a,3; a,=2, a;=5, a,=15, r=6r> — 11r+6

r-6r'+11r-6=0 ; =1, =2, ;=3

an=0y 1" T o+ 033"

1 -6 11 -6
ap=orl" + 02"+ az3"
1 1 -5 6 n=0 =>a,=otop+oz=2 }0,1:1,0,2:_1’ 3=
1 -5 6 0 n=1 :>31:0(1+2(12+30L3=5}
n=2 =>a,=0;+40,+903=15
> 7 w3 »=0 4oy t903=15}
a,=1-2"+2-3"
1 -3 0
3 3
1 0

18)a,=6a,-1 — 9a,-2 , a,=1, a;=6
r2=6r-9; 12-6r+9=0
(r-3)(-3)=0 1=3, =3
a,=oy°'1]" + apnr”
a= 013" 003" =1 a=o3 Tarl3'=6
=1, 304 +t30=6

a=1=a,=3"+n3"> a, =3"(1+n)
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19) a,=-a,-4a,ot4ans; a,=6, a;=14, a,=20, r=r'—4r+4
P +dr-4=0 ; 11=2, 1p=-2, r3=-1

an=0y 11" + 01" + o33

1 1 -4 -4
an=0-2" + o (-2)"+ az(-1)"
2 2 | 6 4 : 2(:2)+ 0x(-D) y
n=0 =>a,=o;+0,+03=6 o=/
T 3 7 0 1toptog by 52
n=1 =>a1=20c1—2a2—a3=14 }(12: - /6
-2 2 2 .
0 ] 5 n=2 =>a,=4a;+40,+03;=20 }(13: /3
11 ., 5 ) n
1 0

20) 3a,=-2a,1t+12a,,-8a,3,
a,=5, a1=2, a="/3

3r=2r+12r-8=31-2r>-12r+8=0 ;

3 2 -12 8 =2, n=-2, r;=-1
2 6 8 -8 an= o1+ o oy

3 4 4 0 an=o;2" + o (-2)"+ o5 (3)"
) -6 4 = toata=>5

3 2 0 ay=201+ 20+ 303 =2
%/ 2 ay= 4o, + 4oy + Y03 =3

3 0 ar=1 ;00=1;03=3

an=2" +(-2)"+ 3-(f3)"

21) a,=5a,.1-8a,,+4a,3

a,=3, a;=5, a,=9 1 -5 8 4
£=5r%-8+4,  1°-5r+8r-4=0 ; 1 1 4 4
=2, n=2, 13=2 1 -4 4 0
an=oy1" + 02"+ a3n2" 2 2 4
ao=otopt+o30=3 1 2 0
a= o+ 20m+2a3=35 2 2
p=ot40,+8u3=9 1 0

o =10=2; 13=0 ise a,=1+22"=1+2"" olur.
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22)

X 1 2 4 5 7 75 9
y |351 423 [629 |7.81 |796 |[891 |[9,25
A:y(,,t(b—a)=¥(9—1)=54,81br2
23)
x [0 [1 [2 ]3[4 5 J6 [7 [8 [9 TJ10
y |4 [3 [4 |7 12 [19 [28 [39 [52 |67 |s4

z, .
A= ym(b—a)=—11 (10 —1) = 290br
4484

3+4+7+...+52+67}:275br2

+y, +Y, +.+ ynl}:l{

A:A{yoﬂ/n
2

A:Ax[y0 +y, +Y, +ot yn]z1[4+3+4+7+...+84]=319br2
AX
A:T[y" +Ay, 2y, +4y, +..4Y, Y, ]

A= %[4 +43424+47+2.12+4.19+228+4.39+2.52+4.67 +84]=273br>

24) " )sinxdx, Ax =T1/12

x |0 |II/12 I1/6 I1/4 I1/3 5I1/12 I1/2

y |0 |0,5087 10,7071 0,8408 | 0,9306 | 0,9828 1

A= %[% +0,5087 +0,7071+...+ 0,9828} =67,05br 2 (yamuk - metodu)
A= % [0+0,5087 +0,7071 +...+0,9828 + 1] = 74,55br * (dikdértgen - metodu)

z
A=—L(b-a)= gg = 63,9br* (ortalama - ordinat - metodu)
n
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25) [ (%+2)dx,Ax:1

x [0 |1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

y |2 (21 |22 |23 24 (25 |26 |27 |28 [29 |3

) 27,5

A=—.(b-a)= ETH (10-0) = 25br* (ortalama - ordinat - metodu)
n

A= 1-(2—J2r3+2,1+2,2+...+2,9) =25br* (yamuk - metodu)

A= % (2+421+222+423+...+4.2,9+3)=25br*(simpson - metodu)

2
26) [ (T—0+4)dx,Ax:l

10

y 4 41 |44 |49 |56 |65 |76 |89 |104 |12,1

14

) 82,5

A=—.(b-a)= T(lo —0) = 75br? (ortalama - ordinat - metodu)
n

4+14

A=1-( +4,1+4,4+...+12,1) = 73,5br* (yamuk - metodu)

A= %(4 +4.41+2.44+...+4.12,1+14) =73,33br?(simpson - metodu)

27)
Xk Yk Ay Azy A3y
1 1 7 12 6
2 8 19 18 6
3 27 37 24 6
4 64 61 30 6
5 125 91 36 6
6 216 127 42
7 343 169
8 512
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28) y=x"-3x+1, h=1, l<=x<=10

X y Ay Azy A3y
1 -1 4 12 6
2 3 16 18 6
3 19 34 24 6
4 53 58 30 6
5 111 88 36 6
6 199 124 42 6
7 323 166 48 6
8 489 214 54

9 703 268

10 971

29) A'y, =Aly,, -Ay,

k |0 1 2 3 |4 5

y |0 1 16 |81 256 |625

1296

AYyie Ayiir- Nyii- Ayt A%y
AYie AYiis- Ayiio- Ay HAyii- Ayia
TAYk+1+ Ayie1-Ayk
AYie Vi Yies Yies HYier Vi
T Vi2-Vicr1- Vi3t Yo Yito- Vil
+ Yi2- Y- Yi+1- Yk
AYieyiea- 4Yis 6Yi1-4Yict -Yk, k=0 olsun
A'yo-ys- dyss 6y1-dy1 —yo
A'y0-256-4.81+6.16-4.1-0=24
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30)

y 7 10 [17 [33 |63 [121 [185 [287 [423  [598  [817
Ay 3 7 16 |30 |58 64 102 136  [175  |219
A%y 4 9 14 |28 6 38 |34 39 44
Ay 5 5 14 22 32 |4 5 5
Ay 0 9 36 54 369 0

a -4 a 60 |4a a

60 en biiylik oldugundan 121 yerine 121-9=112 yazilirsa tablo diizelir
31)

X 2 3 4
y=Inx ]0,6931 |1,0986 |[1,3862

P, (x) = (0,6931 )er (1,3862 )w
2-3)3-4) 4-2)4-3)

_ (_0’5)(_135) 0,5- (_055)

P,(2,5) = (0,6931 )—(_1)(_2 + (1,3862 )—2 1

P,(2,5) = 0,2599 — 0,1732 + 0,82395
P, (2,5) = 0,9106

e=GD - HD =In(2,5)— P,(2,5) = 0,9162 — 0,9106 = 0,0056
A, (2,5) = (2,5 - 2)(2,5 - 3)(2,5 - 4) = 0,375

y=f(X)=Inx
y'=f'(x)=—
" _1
f (X)=X—2
n 2
f =X—3
1
f/ﬂ 2 ——
(2) 2
1
f!" 4 -
4) 3
A, (2,5
R.(2.5) | M, (). 22
R,(2,5) = 103755 _ 0,0156
4 1223
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32)

X

2

3

y=Inx

0,6931

1,0986

1,3862

1,6094

P3(x)=(0,6931)+(1,0986)(x-2)+1,3862)(x-2)
(x-3)+(1,6094)(x-2)(x-3)(x-4)

|R;(3,5) I<IM,(2,5) -

R3(3,5): 6/16X

33)

A,(3)5)

4
M4(2,5)=max {f*(x)}="/1s ,
A4(3,5)=(3,5-2)(3,5-3)(3,5-4)(3,5-4)(3,5-5)=0,5625

0.5625,, = 10,0088

X

2

3

4

y=sinx

0,9092

0,1411

0,7568

0,9589

P, (x) = (0,9092)
x=2)x-3)x-5)

x-3)x-4)(x-95)

(4-2)(4-3)4-5)
Lagrange interpolasyon.polinomu

R(2,5) =M, (2.5).

A, (2.5)

41

+(0,9589

2-3)2-4)(2-5)

+(0,141
(x —2)(x —3)(x —4)

1)

x-2)(x—-4)(x-5)

3-2)3-4)(3-5)

)

5-2)(5-3)(5-4)

A4(2,5)=(2,5-2)(2,5-3)(2,5-4)(2,5-5)=-0,9375
R(2,5)=0,9589- **"*/24 =0,0374

34) 4x-y+z=7,

4x-8y+z=-21,

-2x+y+5z=15

Xk+1 -

yk+1

_T+Y -7,

2

4

8

_214+4%,, +2

B

_ 15+ 2Xk-v—l B yk+1

Zk+1 -

5

X
k+1

yk+1

> Z

k+1

:7+yk—zk
4 b
_21+4x+z
8 b
_15+2x -y
5 b

,=M4(2,5)=max {f'(x)}=0,9589,

(Xo, Yo, Z0)=(1,2,2) olsun.x;=1,75 x,=3,75 x3=2,95
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Ek.3.Cézimlu Ornekler
Ornek:(2,11),(3,14),(5,21),(6,23),(7,27) ve (8,34) noktalar1 igin f(x)=Ax+B en kiiciik kareler

dogrusunu ve ortalama,etkin,maksimum hatay1 bulun.

CoOzum:
k X | v | x| X 6/ 187A + 31B=768 130-31A
2 nufa]m 31/ 31A + 6B=130 —> B=—"—
2| 3 14 42 1122A +186B = 4608
31 5 | 21| 25 | 105 -961A - 186B =-4030
41 6 | 23| 36 | 138 161A =578
s| 7 [ 27 ] 40 |18y A=3590 ——p g_ 130_31(3’59)=3118
6| 8 | 34| 64 | 2;2 ’
+| 31 | 130 | 187 | 768 f(x)= Ax, +B ——— f(x)=3,59x, +3,118
Ax) Yk el &’
3592 +3118=10.298] 11 | 0,702 [ 0,492 E,(f)=maxle,|=2162
3,59.3 +3,118=13,888| 14 | 0,112 | 0,012 E,(f)=l.2|ek|=5’95=0,991
3,59.5 + 3,118 =21,068| 21 | 0,068 | 0,004 6 6
3,59.6 + 3,118 =24,658| 23 | 1,658 | 2,748 1 5 9,487
3,59.7 +3,118 =28,248| 27 | 1,248 | 1,557 Ez(f)z\/gzek =\/ 5 =1,257
3,59.8 + 3,118 =31,838| 34 | 2,162 | 4,674
+| 595 9,487

8
Ornek: J. Lnx.dx integralini h=1Isegerek yamuk ve simpson yontemiyle bulunuz..
2

CoOzum:

X2 |

3

4

5 | 6 | 7 | 8

y=Inx| 0693 | 1,008 | 1,386 | 1,609 | 1,791 | 1,945 | 2,079

Yamuk Metodu:

A;Ax[yl;%+yz+y3+...+ yGJEAx(

Simpson Metodu:

0,693 +2,079

Ax =1

+1,098+1,386+...+ 1,945j =1,386+7,829 =9,215br?

A= %(y1 A4y, 2y, +4y, +2y, +4y, +Y, )= %(0,693 +2,079+4(1,098 + 1,609 +1,945)+ 2(1,386 +1,791))

Az

W | —

(2,772 +18,608 + 6,354) =

27,734

=9,

244br?
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Ornek: A=| 2 2 —3| matrisinin 6zdeger ve 6zvektorleri nedir.

4 0-2
Cozim:
2-4 -1 0 P(4)=(2-A)f2-2)1-2)+1[(0-0)]+0=0
0 2-2 0 |=0 =(2-Afp-22-2+2]=0
4 0 1-2 =24 —6A+4-2 +327-21=0
=2 +57 -81+4=0
=7 52 481-4=0
158 4 A =1 igin saglanir (Carpanlardan biri bu nedenle(,i—l)'dir.)
11 1-4 4
[1-4 40 P-d)+4=0 —> (A-1{A-2)2-2)=0
=1 4, =2
A=1 icin 12‘3 = 2 igin '
1 -1 0Yx) (0 0 -1 0Yx) (0
0 1 0]x|[=]0 0 0 0]x|[=[0
4 0 0)\x,) (0 40 -1)\x x ) (1
X, =X, =0 —> X =X, 0 ~%,=0—»x,=0 xP=xO=0 |=|0
X; =0 xU=|0 4, =X, 4x,
4, =0 —» x, =0

Ornek:e*+x=0 denkleminin kokiinii 5 adimda tegetler yontemiyle bulunuz.

Cozum:

f(x)= e +3x

! (x)= e +3

x =-1

X =X — f(xo):x =- _11)
heopx,) T f'(-1)

) =—1-—2032120 —0,218463
! 3,367879

x_ =-0,218463— 0803753 -0,655389 _ —0,257467
2 3,803753

X =-0,257467 - 0773007 0772401 _ —0,257627
3 3,773007

X =-0,257627 - 0772883~ 0,772881 _ ~0,257627
4 3,772883

Diger adimlarda kok x=-0.257627 ayn1 olup milyonda iki hata ile koke yaklasilmistir.
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Ornek:44,69,96,125,156,192,224,261,300,341,384 okunusunda hatal1 terimi bulup hatay1

diizeltiniz.
CoOzum:

y | Ay [Ay| Ay |Aly

44
25

69 2
27 0

96 2 0
29 0

125 2 3
31 3

156 5 -12
36 -9

192 oo~ -18
32 9

224 5 -12
37 -3

261 2 3
39 0

300 2 0
41 0

341 2
43

384

a=3

Dogru Terim =192 -3 =189
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