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1. BOLUM

1. SAYI KUMELERI
1.1.DOGAL SAYILAR KUMESI

Matematikte elemanlar1 ger¢ek sayilar olan kiimelerin 6nemli bir yeri vardir. Sonlu bir
kiimenin elemanlarinin kag tane oldugunu belirten 0,1,2,3.... ‘n sayilarindan her birine dogal

say1 denir. Dogal sayilar kiimesi N ile gosterilir. Dogal sayilar kiimesi;
N= {x| x bir dogal sayl} = {0,1,2,3,...} seklindedir.

1.2.TAM SAYILAR KUMESI

Dogal sayilar kiimesi toplama isleminin tersine yani ¢ikarma islemine goére kapali
olmadigindan, bir¢ok problemin ¢éziimiinde yetersiz kalmaktadir. Bu amacla dogal sayilari
da kapsayan c¢ikarma islemine gore kapali olan, toplama islemine gore her elemanin tersi
bulunan kiime tanimlanmistir. Tanimlanan bu kiimeye Tam Sayilar Kiimesi denir ve Z harfi

ile gosterilir.
7Z=1{..,-2,-1,0,1,2,....} kiimesinin her bir elemanina tamsay1 denir.
Z=1{123,.}
7" ={..-3,-2,-1}
Z = 7 u{0}u Z “du.
1.3.RASYONEL SAYILAR KUMESI

Tam sayilar kiimesi ¢arpma isleminin tersine yani bolme islemine gore kapali olmadigindan
daha genis bir kiimeye ihtiya¢c duyulmaktadir. Bu amagla bolme isleminin yapilabildigi bu

kiimeye Rasyonel Sayilar Kiimesi denir ve Q harfi ile gosterilir.

:

QZ{ ......... ,—8,—1,—2,—1,0,1,%, ..... } seklindedir.

2, pveqeZ, q;tO} veya
q

2 2

O halde her dogal say1 bir tam say1, her tam say1 bir rasyonel say1 oldugundan

aralarinda; N ¢ Z — Q iliskisi vardir.



1.4. IRRASYONEL SAYILAR KUMESI

Dogal sayilarin genisletilmesi ile tam sayilar1 daha sonra tam sayilarin genisletilmesi ile
rasyonel sayilar elde edilir. Ayrica rasyonel sayilar kiimesi yogun bir kiimedir. Yani iki
rasyonel say1 arasinda sonsuz ¢oklukta rasyonel say1 vardir. Bu yogunluga ragmen biitiin
rasyonel sayilarin sayr dogrusuna yerlestirilmesine karsin yine sayr dogrusu ilizerinde

bosluklar kalmaktadir. Ornegin; karesi 2 olan sayilar gibi. O halde rasyonel sayilar kiimesine

dahil olmayan yani hi¢bir zaman Bseklinde yazilamayan fakat siirekli kullanilan sayilarin

olusturdugu kiimeye Irrasyonel Sayilar Kiimesi denir ve Q' harfi ile gosterilir.
Q':{x ng, q;tO}

q
seklinde yazilir. \/E,\/g,n ve e gibi sayilar irrasyonel sayilardir. Uygulamada yaklagik

rasyonel degerleri alinarak kullanilir. Yani,\/z =141, ©n=3.14 ve e=2.72daha ¢ok

kullanilmaktadir.
1.5. REEL SAYILAR KUMESI

Rasyonel sayilar kiimesi ile irrasyonel sayilar kiimesinin birlesimine de gercel(reel) sayilar

kiimesi denir ve IR harfi ile gosterilir.Buna gore;

IR=QuUQ’ olur.
Her gercel sayiya say1 dogrusunda bir nokta karsilik geldiginden gergel sayilar kiimesi en
genis say1 kiimesidir.

1.6. FONKSiYON KAVRAMI

Bu boliimde, fonksiyon kavramini tanimlamada bize yardimei olacak bazi temel tanimlamalar

Ozetle ele alinmis olup, buna bagl olarak fonksiyon kavrami incelenmistir.
1.6.1. Aralik: a,b € IR ve a<b olsun

1) a ile b arasindaki tiim reel sayilar kiimesine a’dan b’ye acik aralik denir ve (a ,b)

veya a < x < b seklinde gosterilir.

6 0 >  (a,b) arahig
a b



2) (a,b)acik araligina a ile b sayilarinin da katilmasiyla bulunan kiimeye kapah aralik denir

ve [a ,b] veya a <x <b seklinde gosterilir.

hd *— [a,b] aralig:
a b
3) Eger a araliga dahil, b dahil degil ise buna soldan kapal sagdan a¢ik aralik denir ve
[a ,b) veya a <x <b seklinde gosterilir.

® © > [a, b) arahigi
a b

4) Eger a araliga dahil degil, b dahil ise buna soldan a¢ik sagdan kapah aralik denir ve
(a ,b] veya a <x <b seklinde gosterilir.

o ® > (a, b] arahg:
a b

a’dan biiylik reel sayilar kiimesi (a ,+o0), a’dan kiigiik reel sayilar kiimesi (-0, a), tiim reel
sayilar kiimesi IR = (- oo, + o0) seklinde gosterilir.

Ornek : [-1,3),[0,0) ve (-0,2] araliklarim say1 ekseninde gosterelim.

Coziim:
«— > ¢ o > < ® >
— 0 -1 3 0  —00 0 o0 —o0 2 o0

1.6.2. Kartezyen Carpim:A ve B bos olmayan iki kiime olsun.

AxB ={(a,b) | ac A ve beB} kiimesine A kartezyen B kiimesi denir. Bu kiimenin elemanlari
sirali ikililerden olusur. Eleman sayis1 kiimelerin eleman sayilari ¢arpimudir.
Yani; s(AxB)= s(A) x s(B)’dir.
Ornek: A={1,3,5}, B={2.4,6} olsun.AxB kiimesini yaziniz ve grafikle gosteriniz.
Coziim: AxB={(1,2),(1,4),(1,6).(3,2).(3.4).(3.,6).(5.2),(5.4).(5,6)} ve grafigi asagidadur.
y




1.6.3.Kartezyen Carpiminin Ozellikleri:

a) AxB # BxA ‘dir. Kartezyen ¢arpiminin degisme 6zelligi yoktur.

b) (AxB)xC = Ax(BxC) =AxBxC ‘dir. Kartezyen ¢arpiminin birlesme 6zelligi vardir.

c) Ax(BUC) = (AxB)U(AxC) kartezyen carpiminin “U” igleminin dagilma 6zelligi
vardir.

d) Ax(BNC) = (AxB)N(AxC) kartezyen carpiminin “N” igleminin dagilma 6zelligi
vardir.

1.6.4.Kartezyen Koordinat Sistemi:

A=B=IR alalim.Bu durumda;
IR?= IRXIR={(x,y)| xeIR ve yeIR} kiimesinin grafik gosterimine kartezyen

koordinat sistemi veya analitik diizlem denir.

R

N

()

Analitik diizlemde her bir nokta bir sirali ikiliye karsilik gelirken her bir sirali ikilide bir
noktaya karsilik gelir.Kartezyen diizlemde (x,y) sirali ikilisini gz Oniine alalim.Burada,x’e
stirali ikilinin birinci bileseni veya apsisi denirken y’ye sirali ikilinin ikinci bileseni veya
ordinati denir.Apsislerden olusan eksene apsisler ekseni veya Ox-ekseni denir.

Ordinatlardan olusan eksene de ordinatlar ekseni veya Oy-ekseni denir. Ox-ekseni ile Oy-

ekseninin olusturdugu dik koordinat sistemine Kartezyen Koordinat Sistemi denirken bu

eksenlerin olusturdugu diizlemede Analitik Diizlem denir.

1.7.Baginti: AveB bos olmayan iki kiime olsun.AxB kiimesinin her alt kiimesine A’dan B’ye
bir bagmti denir ve o,B,y,... gibi harflerle gosterilir.s(A)=n, s(B)=m ise s(AxB)=n.m

oldugundan A’dan B’ye yazilabilecek tiim bagintilarin sayis1 2™ tanedir.



1.7.1 Bagintinin Ozellikleri:

a)Yansima Ozelligi: A kiimesinde tanimli B bagintisi ele alindiginda; V x € A igin
(x,x)€ P oluyorsa 3 bagintis1 yansima 6zelligine sahiptir denir.

b) Simetri Ozelligi: B, A iizerinde tanimli bir bagint1 olsun. Eger; V (x,y) € B icin
(v,x) € B oluyorsa 3 bagintist simetri 6zelligine sahiptir denir.

¢)Ters Simetri Ozelligi: B, A iizerinde taniml1 bir bagint1 olsun.Eger; x # y ve
(x,y) € P oluyorsa B ters simetri 6zelligine sahiptir denir.
d)Gecisme Ozelligi: B, A’da tamimli bir bagint1 iken; (x,y) € B ve (y,z) € B icin

(x,z) € B oluyorsa 3 bagintisi gegisme 6zelligine sahiptir denir.
1.7.2.Bagint1 Cesitleri:

1.7.2.1.Denklik Bagintis1: Eger, A kiimesi iizerinde tanimli bir B bagmtisinin yansima,

simetri ve gecisme Ozellikleri varsa 3 bagintis1 bir denklik bagintisidir.

1.7.2.2.Siralama Bagintis1: Eger, A kiimesi iizerinde tanimli bir [} bagintis1 yansima, ters

simetri ve gegigsme Ozelliklerine sahipse B bagintisi siralama bagintist olarak isimlendirilir.
1.8.Fonksiyonun Tanim :

A ve B bos olmayan iki kiime olsun.Eger A’dan B’ye tanimlanan bir f bagintis1 asagidaki
sartlar1 sagliyorsa f’ye A’dan B’ye bir fonksiyondur denir ve f: A——Bve A——>B

seklinde gosterilir.

i) A’nin her elemani B’nin en az bir eleman ile eslenmelidir.(A kiimesinde bosta eleman
kalmayacak.)
ii) A’nin her eleman1 B’nin birden fazla eleman: ile eslenmemelidir.( B’de bosta eleman

kalabilir.)Sekil ile ifade edecek olursak;

f s

Bu sekilde f fonksiyondur.



Bu sekilde f fonksiyon degildir.Ciinkii (ii). sart saglanmiyor.

f N
A B

Bu sekilde f fonksiyon degildir.Ciinkii (i). sart saglanmiyor.

A’dan B’ye tanimlanan f fonksiyonunu goéz Oniine alalim. f : A—B olsun. Burada, A
kiimesine tanim kiimesi, B kiimesine deger kiimesi ve f (A) kiimesine de A’nin  goriintii
. f=A—>B ) . ..
kiimesi denir.Boylece; seklinde tanimlanan fonksiyonda tanim kiimesinin
x = y=1(x)

elemanlarina (x) bagimsiz degisken denirken deger kiimesinin elemanlarina da bagimh
degisken veya fonksiyon denir.Sonug olarak;

f=A—->B . : .
seklinde tanimlanan f fonksiyonunda V x € A icin (x,y) = (x, f (X))
x = y=1(x)
olup y’ye x’in f altindaki goriintiisli denir.Belli basli fonksiyonlar sunlardir.

i) Eger; A=B=IR is¢;

f =1IR - IR

x =y =f(x)
fonksiyonuna gercel degerli tek degiskenli fonksiyon denir.
ii) Eger; A=IR ve B=IR” ise;
f=IR - IR?
X = (X.y)

fonksiyonuna gercel degerli iki degiskenli fonksiyon denir.

iii)Eger ; A=IR, B=IR" ise;

f=IR - IR"
fonksiyonuna gercel degerli “n” degiskenli fonksiyon denir.
X = (X, Xy 50 X))



1.9.Fonksiyon Cesitleri:
1.9.1.icine Fonksiyon: f: A—B fonksiyonu verilsin.Eger, f(A)%B oluyorsa (f(A),B’nin
Ozalt kiimesi ise) f i¢ine fonksiyondur.

Ornegin;

A={ab,c,d} , B={1,2,3}
f(A)={f(a),f(b),f(c).f(d)}={2,3} ise f(A)gB oldugundan f i¢ine fonksiyondur.

NOT: < semboliinii 6zalt kiime tanimindan f(A), B’nin kendisinden farkl1 her alt kiimesi

olmal1 seklinde tanimlayabiliriz.

1.9.2. Orten Fonksiyon: f : A— B’ye fonksiyonunda f(A)=B oluyorsa f 6rten

fonksiyondur.Ornegin;

A={ab,c} , B={1,2} ise f(A)={f(a),f(b),f(c)}={1,2} ve f(A)=B oldugundan, f,6rtendir.
1.9.3. Birebir Fonksiyon: f: A—>B’ye fonksiyon olsun.Eger, V x1,X; € A, X1 # Xz i¢in
f(xy) # f(xz) oluyorsa f, 1-1 fonksiyondur denir.Yani, tanim kiimesinin farkli elemanlarinin

goriintiileri de farkli ise bu fonksiyon bire-bir fonksiyondur.Ornegin;

A={ab,c!,B={1,2,3}ise f(A)={f(a),f(b).f(c)}={2,1,3}
7



Bir baska deyisle, f(A)=B ve B’de bosta eleman kalmiyorsa fonksiyon bire-bir denir.

f
A
ae
b%/
ce

1-1 icine 1-1 Orten
1.10. Temel Fonksiyonlar:
1.10.1.Sabit Fonksiyon:f: A—B’ ye fonksiyonu verilsin. V a€A i¢in f(a)=beB oluyorsa;

f fonksiyonu sabittir denir.(Sekil.1.1)

Sekil.1.1. Sabit Fonksiyon Grafigi

1.10.2.Birim Fonksiyon:f:A —— B’ ye fonksiyonunda VaeA i¢in f(a)=aeB oluyorsa f
birim fonksiyondur denir ve I ile gosterilir. Boylece;
I:IR—> IR
X—>y=X
fonksiyonu birim fonksiyondur ve f(x)=x ile gosterilir.
1.10.3.Ters Fonksiyon :f:A —— B fonksiyonu verilsin. Eger, f fonksiyonu birebir- 6rten

bir fonksiyon ise f’nin tersi tanimlidir ve ;

f':B—— A seklinde gosterilir ve f fonksiyonunun tersi diye adlandirilir. Buna gére ;

f'(x)=x iken f™' f(x) =x olur.



f—l
y=fx) & x=f'(y)

Pratikte, f fonksiyonu verildiginde f ters fonksiyonunu bulmak i¢in y= f (x) esitliginden x
¢oziilerek x = f ~!(y) elde edilir. Daha sonra, x yerine y , y yerine x konarak y =f ~!(x)

seklinde ters fonksiyonun kurali bulunmus olur.Ayrica, y =f(x) ile y = f'(x)

fonksiyonlarinin grafikleri y = x dogrusuna gore simetriktir.(Sekil.1.2)

A
e
’
’
7
I’, "
_-"
PO SN
’ S ’
] B ’
VRN
o’ /
S >
o =
.45 -

Sekil.1.2. y =f (x) ile y = f '(x) fonksiyonlarmnin grafikleri

1.10.4. Bileske Fonksiyonu :f: A -B,f(x)=y veg: B — C, g (y) =z fonksiyonlar
verilmis olsun . Bu iki fonksiyonun ardarda uygulanmasiyla A’ nin elemanlarin1 C’ nin
elemanlarina esleyen yeni bir fonksiyon elde edilmis olur. Buna file g fonksiyonlarinin

bileske fonksiyonu denir ve gof : A —C , gof (x) = g (f(x)) seklinde gosterilir . (Sekil.1.3)

z=g(y)=g(f(x)

gof
Sekil.1.3. file g fonksiyonlarinin bileske fonksiyonu grafigi

9



Eger f bire bir ve 6rten bir fonksiyon ise fof ™' ve f "'of bileske fonksiyonlar1 her elemant

kendisine esleyecekleri icin  fof ' = f ' of = I (Birim fonksiyon) olur.

Ornek : f(x) = x+5 ve g(x) = 3x2 -5 fonksiyonlar i¢in asagidakileri bulunuz.
a) gof(x) b)fog(x) ¢)gof(l) d) fog(~+2)

Coziim :

a) gof(x) = g(f(x))= g(x+5)=3(x+5)>-5 = 3x*+30x+70

b) fog(x) =f(g(x))= f(3x2-5)=(3x2-5)+5 = 3x2

¢) gof(1)=3.(1)>+30(1)+70=103

d) fog(—~/3)=3(-/3)>=3.3=9

1.10.5.Mutlak Deger Fonksiyonu : Bir y = f(x) fonksiyonunun mutlak deger fonksiyonu

f(x),f(x) >0
1) =[fx) |=
-f(x), f(x) <0
seklinde tanimlanir. Buna gore, her y = f(x) fonksiyonu i¢in | f(x) | > 0’dir. Bu nedenle,
| f|” nin grafigine ait biitiin noktalar x ekseninin iizeri veya iistiindedir. | f |” nin grafigi
cizilirken f nin grafiginin x ekseninin ilizeri veya ustiindeki kisimlari aynen alinir , x

ekseninin altindaki kisimlar1 simetrik olarak x ekseninin tustiine katlanir.
1.10.5.1.Mutlak Deger Ozellikleri

a,b € Rise:

1) Jal =
2) -a|<as fal
3) [abl= jalb]
o 2

bl [b]

5) [lal-b| [ < | a+b|< |a[+[b]
6) a>0velx]=a=>x=a V x=-a
7) a>0ve |x|]<a >-a<x<a

8) a>0ve |x|>a=>x>a Vx<-a

10



Ornek: Asagidaki 6nermelerin IR deki ¢oziimlerini bulunuz. Say1 ekseninde gosteriniz.

a) x [=-2 b) |2x+1|<3 ¢ |-x+3[>5

Coziim :a) |x|=2=> x=-2Vx=2

>
L L >

-2 2

b)|2x+]|<3 = 3<2x+1<3=>-4<2x<2=-2<x<1

0O >
\VJ >
1

2
¢)|x+3[|>5=> x+3>5V-x+3<-5

= x>2.Vx<8=x<-2 Vx>8

. . >
2 8

A

Ornek: |x - 2| =5 esitliginin ¢oziim kiimesini bularak say1 ekseninde gosteriniz.

Coziim:

) x-220 = [x-2/=x-2 i) x-2<0 = [x-2[=-(x-2)

x-2=5 x-2[=5
x-2=5 -(x-2)=5
x=7 -x+2=5

x =-3

C=1{37}
B T N A B e L N E e S LA B
321012 34546 7 89

Ornek: |2x - 3| = -5 esitliginin ¢6zim kiimesi nedir?

Coziim: |2x - 3| > 0 oldugundan |2x - 3| = -5 olamaz. O halde, c=5
Ornek: |1 — 2X| <3 esitsizliginin ¢6zlim kiimesi say1 dogrusunda gosteriniz.
Coziim:

|1—2x|< 3= -3<1-2x<3= -3-1<-2x<3-1=> -4 <-2x<2= 2 >x>-1

~1<x<2=C¢=(-1,2)

11



Ornek: |1 - 3X| >5 esitsizliginin ¢oziim kiimesi say1 dogrusunda gosteriniz.

Coziim:
1-3x25 = 1-3x25 V 1-3x < -5
-3x2>24 V -3x< -6

xé—gV x> 2

C= |:— oo,—i} U [2,00]
3
oo ARH— S
B % 1 01 2
Ornek: f (x) = |x - 4| fonksiyonunun grafigini ¢iziniz.
x—4 , x>4

Mutlak deger fonksiyonlarinin grafigi ¢izilirken once
- (X - 4) , x<4

Coziim: f(x) = {

mutlak deger gbz 6niine alinmadan fonksiyonun grafigi ¢izilir. Daha sonra x-ekseninin altinda

kalan kisminin simetrigi x-ekseninin iistiine alinir.

y

N

Ornek: f (x) =x"-1 ise |f (x)| fonksiyonunun grafigini ¢iziniz.

Céziim: x*> —1 fonksiyonunun tablosunu yapalim.

Yandaki tabloya gore grafigi ¢izelim.

X | -1 1
-1 o+ P P+ Y
1
x*-1 , x<-1
|f(x]= 1-x* , -1<x<1
x2-1 , x2>1 ] x
- 1
seklinde yazilir

12



Ornek: f:R — R fonksiyonu asagidaki gibi veriliyor.

3 , x<-1
|f (x)| =< x*+1 , -1<x<2 f (x) fonksiyonunun grafigini ¢iziniz.
6 , X>2

Coziim: f (x) fonksiyonunun grafigi verilenlere gore;

seklinde grafigi bulunur.
Ornek: f (x) = |x - 3| + |x + 2| fonksiyonunun grafigini ¢iziniz.

Coziim:

x-3=0 = x=3 ) . . .
fonksiyonunun tablosunu yapip isaretlerini inceleyelim
x+2=0 = x=-2

X — oo -2 3 oo
x-3 3-x 3-x x-3
xX+2 -x-2 D x+2 xX+2

f(x) -2x+1 5 2x-1

Burada |x — 3| ile |X + 2| nin arasinda + isaretli g6z Oniline alinarak fonksiyon asagidaki gibi

diizenleyerek grafigini ¢izelim.

y
-2x+1 X <-2
,\\ 2 |/‘ f(x)=1 5 , -2<x<3
2 2x-1  , x>3
\\\*\*1 /// |
P | X
2 -l A 3
San N

13



Ornek: f (x) =,/5—- |x - 3| fonksiyonunun en genis tanim araligini bulunuz.
Coziim: 5 - |x - 3| >0 i¢in f (x) fonksiyonu tanimlidir.

5-x-320 = |x-3<5=>-5<x-3<5=-2<x<8

T.A =[-2,8]
1.10.6. isaret Fonksiyonu:

A c IR olmak tizere f: A — IR fonksiyonu verilmis olsun.

+1, f(x)>0
g(x)=Sgn.f(x)=40,f(x)=0
-Lf(x)<0

ile tanimlanan g : A— {-1,0,1} fonksiyonuna f’nin isaret fonksiyonu denir.

......

tabloya gore fonksiyonunun grafigini ¢izelim

Ornek: f(x)=sgn(x+1)+sgn(x-2) fonksiyonunun grafigini ¢iziniz.

Coziim:
X -1 2
f(x) fonksiyonunun asagidaki gibi
x+1 — 0] + + diizenlersek;
x-2 — — 0 +
f(x) |(-1)+(-1)=-2 0 1+1=2

14



-2, x<-1 A
-1, x=-1 2
f(x)=10 , -1<x<2
1, x=2 1
2, x>2 1

olup grafigini yandaki gibi ¢izilir.

Ornek: f(x) = 1+sgn(x) fonksiyonunun grafigini ¢iziniz f(x) fonksiyonunu diizenleyelim
Coziim:f(x) fonksiyonunu diizenleyelim

Buna gore, f(x) fonksiyonunun grafigini agagidaki gibi olur.

1+1=2 , x>0
f(x)=41+0=1 , x=0
1-1=0 , x<0

Ornek: f(x) = sgn(cosx) fonksiyonunun grafigini ¢iziniz.
Coziim: f(x) = cosx fonksiyonunun degisim tablosu;

X‘O% 753%27‘5

1 0 -1 0 1

Cosx

oldugundan grafik bu tabloya gore ;

A

l¢—  S—

seklindedir.
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1.10.7. Tam Deger Fonksiyonu :

x € IR olsun x den biiylik olmayan en biiyiik tamsaytya x in tam degeri denir ve Hx”
ile gosterilir. Bu tanima gore n € Z (n tamsay1) olmak lizere n < x <n + 1 ise Ux|]= n dir.

Omegin, [12,3]=2, [-1]=-1, [-7]] =-4olur.

A c IR olmak iizere bir h : A — IR fonksiyonu verilmis olsun. ¥ x € A i¢in
h(x) € IR yi tam degerine esleyen g : A - Z, g(x) = Uh(x)” fonksiyonuna h’nin tam deger

fonksiyonu denir.Bu tanima gore h(x) in tam deger fonksiyonu ;
h(x), hXx)eZ
209 = [heo]=

n, n<hx)<n+1 veneZ

seklinde tanimlanir.

Ornek: xR , UX + 2|] =5 denklemin ¢6ziim kiimesini bulunuz.

Coziim:[x+2]=5 = [x]=3 = 3<x<4 olurOhalde C=[3,4)

Ornek: f(x)= U2x+1|] fonksiyonmun [-1,1] araligindaki grafigi ciziniz.

Coziim:Tam deger fonksiyonunun grafigi ¢izilirken 6nce araliklarin bulunmasi gerekir.

Araliklarin boylart Uax” de 1 olarak bulunur.Fonksiyonumuzun aralik boyu
a

U2x|] olupa=2 = %bulunur. Buna gore grafik asagidaki gibi ¢izilir

~l<x<—— = f(x)=-1 3“

——<x<0 = f(x)=0 2

0<x<— = f(x)=1 14—
S<x<l o= fx)=2 | — " 7
x=1 = f(x)=3 1 ’

16



Ornek:f:[0,2] >R, f(x)= Ucos X|] fonksiyonunun grafigini ¢iziniz.

Coziim:
0<x<g = cosx>0 = f(x)=1 ty
x=2 = cosx=0 = f(x)=0 T T
2 7
§<x<3§ = cosx<0 = f(x)=-1 ,% " 2
3 -1 5 $

xz?" = cosx=0 = f(x)=0
3n
7<X<2n = cosx>0 = f(x)=1

1.10.8.Tek Ve Cift Fonksiyonlar :

ae IR ve A=[-a,a]olmak iizere bir f : A— IR fonksiyonu verilmis olsun

1) V x € A igin f(-x) = -f(-x) ise tek fonksiyondur denir.

2) V x € Aicin f(-x) = f(x) ise ¢ift fonksiyondur denir.

Tek fonksiyonlarin grafikleri O(0,0) baslangic noktasina gore, c¢ift fonksiyonlarin

grafikleri ise y eksenine gore simetriktir.

Ornek : Asagidaki fonksiyonlarin tek fonksiyon veya cift fonksiyon olup olmadiklarini
arastiriniz.

a)f:[-2n2n]— IR , f(x)=Sinx

b) g : [ -2n,2n]—IR , g(x)= Cosx

¢)h:IR—IR ,h(x)=x>+2x+5
Coziim :

a) V x € [-2m,2x] icin f(-x) = Sin(-x) = -Sinx =-f(x) oldugundan f tek fonksiyondur.

b) V x € [-2xn,2x] igin g(-x) = Cos(-x) = Cos x = g(x) oldugundan g ¢ift fonksiyondur.

¢) V x € IR i¢in h(-x) = (-x)? +2(-x) +5 = x? -2x +5 olup h(-x) # -h(x) ve h(-x) # h(x) dir.

h ne tek ne de ¢ift fonksiyondur.
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1.10.9.Periyodik(Devirli) Fonksiyonlar:Ac IR olmak {izere bir f : A — IR fonksiyonu
verilmig olsun V x € A i¢cin x + p €A ve f(x + p ) = f(x) olacak sekilde sifirdan farkli p reel
sayilar1 varsa bu fonksiyon periyodiktir denir. p sayilarindan pozitif ve en kiigiik olanina da
fonksiyonun periyodu denir.Trigonometrik fonksiyonlar periyodiktir.

Ornek :IR’den IR’ye Sin x ve Cos x fonksiyonlarinda Sin(x + k.2x) = Sin x ve

Cos(x + 2kmr) = Cos x (k € Z ) oldugundan periyot 2z dir. Tan x ve Cot x fonksiyonlarinda
ise Tan (x + kat) = Tan x ve Cot (x + kr) = cot x oldugundan

periyot  dir.

Ornek : f: IR>IR |, f(x) = Cos 4x fonksiyonunun periyodunu bulunuz

Coziim : f (x + p) = f(x)= Cos 4(x + p) = Cos 4x = Cos (4x + 4p) = Cos 4x

=>4x+t4p=4x+tk2n=>4p=k2n=>p = k27

olup k = 1 alinarak periyot %Tﬂ = % bulunur.

Uyari : Genel olarak Sin(ax + b) ve Cos (ax + b) fonksiyonlari ile bunlarin tek kuvvetlerinin

. 2 . .. .
periyodu —7[, cift kuvvetlerinin periyodu 7 dur.

a a

Tan (ax + b) ve Cot (ax + b) fonksiyonlar1 ile bunlarin biitiin kuvvetlerinin periyodu % dir.
a

f(x) fonksiyonunun periyodu p;, g(x) fonksiyonunun periyodu pyise f(x) + g(x) veya
f(x) — g(x) fonksiyonlarinin periyodu p; ve p, nin en kiiciik ortak kat1 ,yani;

p=kip1= kop esitligini saglayan en kiiciik k; ve k, sayma sayilarinin belirledigi p sayisidir.
I.11. Bir Fonksiyonun En Genis Tanim Kiimesi

Bir fonksiyonunun y= f(x) seklinde kurali verilmis , tanim kiimesi verilmemisse kuralindan
yararlanarak bu fonksiyonun tanimli oldugu en genis kiime bulunabilir. Eger bir a €IR sayis1
icin f(a) € IR oluyorsa , yani x = a nin goriintiisii varsa bu fonksiyon x = a i¢in tanimlidir
denir. Aksi halde , yani f(a) ¢ IR ise fonksiyon x = a i¢in tanimsizdir denir. Fonksiyonu

taniml1 yapan biitiin a € IR sayilarinin kiimesine bu fonksiyonun en genis tanim kiimesi denir.

Ornek : y = f(x) = X2 fonksiyonunda f(2) :% ¢ IR oldugundan x = 2 i¢in bu fonksiyon

tanimsizdir. x = 2 disindaki biitlin reel sayilar i¢in sonucun reel ¢ikacagi agiktir. Buna gore bu

fonksiyonun en genis tanim kiimesi IR — {2} dir.
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Ornek: y=f(x)= +/x+2 fonksiyonunda
x=3icinf3)=3+2 =5 € IR,
x=-liginf(-1)=vJ=1+2 =1 =1 e IR,
x=-3icin f(-3)= V=3+2 = -1 ¢ IR dir.

Buna gore, fonksiyon x = 3 ve x = -1 i¢in tanmimli, x = -3 i¢in tanimsizdir. Bu
fonksiyonun tanimli olmast i¢in kok i¢inin pozitif veya sifir olmasi gerektigi diisiiniilerek

x+22>0=x -2 bulunur. Buna gore en genis tanim kiimesi [-2,+0) olur.
1.12. Cesitli Fonksiyonlarda En Genis Tanim Kiimesini Bulmak

1.12.1.Polinom Fonksiyonlar :

Agy A1y Aggennnnnnnn ,an € IR ve n € IN olmak iizere;

2

seklindeki fonksiyonlara Polinom Fonksiyonlar denir. Bu tiir fonksiyonlarda V a € IR i¢in
f(a) € IR olacagindan en genis tanim kiimesi IR = (-c0, +00) olur.

Ornek : y = 3x +5 ve y = 5x* -2x +8 fonksiyonlar1 sirastyla 1. ve 2.dereceden polinom
fonksiyonlar olup her ikisinin de en genis tanim kiimesi IR =(-00 , +00)dur.

1.12.2. Rasyonel Polinom Fonksiyonlar :

-

= seklindeki kesirli fonksiyonlarin en genis tanim kiimeleri bulunurken , bu tiir
g(x

fonksiyonlarin paydayi sifir yapan x degerleri i¢in tanimsiz olacag diisiiniiliir.

Ornek : Asagidaki fonksiyonlarm en genis tanim kiimelerini bulunuz.

X+5 x” -1 1
a = b))y = Qv =
)y X’ —3x—4 )y x* +4 )y [xz—mu
Coziim :
X+5 ) 5 .
a)y =ﬁ fonksiyonunda x° —3x -4 =0 = x=-1 V x =4 bulunur. Bu fonksiyon
X" =3x-

paydayi sifir yapan —1 ve 4 disindaki biitiin reel sayilar i¢in tanimlidir.
En genis tanim kiimesi : IR — {-1,4} diir.
b) x> +4=0 = x> =—4 = x ¢ IR dir.Paydanin reel kkii olmadig i¢in bu fonksiyonun

en genis tanim kiimesi IR = (- oo ,+o0)olur.
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0|

X2—16H=0 —0<x2-16 <1

—=16< x> <17=4<x< 17 V-417 < x <-4 bulunur.
Buna gore; [4, V17 ) ile (-\/ﬁ , -4 ] araliklarinda fonksiyon tanimsizdir.
En genis tanim kiimesi : (— 0, \/ﬁ Ju (— 4,4)u l\/ﬁ ,+oo)olur.

1.12.3.irrasyonel Fonksiyonlar

Bir y=f(x) fonksiyonunda degiskene dort temel cebirsel islemden baska kdk alma islemi de
uygulaniyorsa bu fonksiyona irrasyonel fonksiyon denir.Kok kuvveti ¢ift olan irrasyonel
fonksiyonlar kok icini pozitif yapan x degerleri i¢in tanimli, negatif yapan x degerleri i¢in
tanimsizdir. Kok kuvveti tek olan irrasyonel fonksiyonlar ise kok i¢inin tanimli oldugu her x

degeri i¢in tanimlidirlar.

Ornek : Asagidaki irrasyonel fonksiyonlarin en genis tanim kiimelerini bulunuz.

3

a)y=\/25—x2 b)y = XZ_X

x —4

Céziim : a)Fonksiyon 25 - x2> 0 i¢in tanimlidir.25 - x2> 0 = x> <25 = -5 <x < 5 bulunur.

Fonksiyonun en genis tanim kiimesi [-5,5] dir.

3 3
b)f(x) = 1} );2 _Z fonksiyonunun tanim araligir T.A = zz Z > (0 olmalidur.

Buna gore,isaret tablosu hazirlanirsa;

«|l=02 a1 0 1 2 o

x3—x - - 0 1+ (

R
\

x*—4
elde edilir.Tablodan da goriildiigli gibi tanim arali§1 paydayi sifir yapan degerler ¢ikartilarak;
T.A = (-2,1]u[-1,0]u(2,%0) olarak bulunur.
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- 5x7 +1
Ornek: f(x) = fonksiyonunun en genis tanim araligini bulunuz.
(%) 2x-3]-4 y genis g

Coziim:f(x), U2x - 3|]— 4 =0 tanimlidir. O halde paydayi sifir yapan degerleri bulalim.
l2x-3[]-4=0= [2x-3|=4 &4 <2x-3<4+] =4<2x3<5
=7<2x<8 =7/2<x<4 veboylece; T:A=[ % ,4) olur.

Ornek:

|

bulunuz.

x+1
2

}:sgn(x2 +x+1) esitligini gercekleyen x degerinin bulundugu tanim araligim

Coziim: V x €R i¢in daima x*+x+1>0 oldugu i¢in sgn(x*+x+1)=0 dir. O halde

|

T.A=[1, 3) araligindadir.

x+1
2

}:1 = ISXTH<2:> 2<x+t1<4 = 1< x <3olup

ALISTIRMALAR

1) Asagidaki araliklar1 say1 ekseni {izerinde gosteriniz.
a) [-3,1] b) (-4,4) ¢) [1,+0)  d) (-0,3)
2) Asagidaki fonksiyonlarin grafiklerini ¢iziniz.
a) f:IR—>IR, f(x)=-4x+2
b) f:[0,2]> IR, f(x) =2x -5
¢) f:IR>IR,f(x)=-2x"+5
d) f:(-4,6] > IR, fix)=-3x" -4

3) f(x) = 2 x*>-8x+2 fonksiyonunda f(2x-3)=?

4) f(x) = Xz_ 21 fonksiyonunda f(0) , f(2), f(—%), f(2x-1)degerlerini bulunuz.
X"+
1 2x -3
C:f(0)=-2,1f2)=0,f(—— )=-2,1(2x-1) =————
[C: £(0) (2) ( 2) (2x-1) PRERRS
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5) f(x) =Sinx.Cos2x fonksiyonunda

a) f( %) b) f(_%_) c) f(%—x) degerlerini bulunuz.
[C:a) i b)-1 ¢)-Cos x Cos 2x |

6) f(x) =x +1 fonksiyonunda f(a® —1)="?
[C:f(a® —1)=a]
7) Asagidaki birebir 6rten fonksiyonlarin ters fonksiyonlarini bulunuz.
a) f:IR->IR,f(x)=5x-4
b) f:IR™— (1,+o), fix)= x> +1
¢c) f:IR—>IR,f(x)=x’-1
2x +1

d) f:IR-{3}>IR-{2}, f(x) =

x—2

e)f ' :IR - IR, f'(x) =

Hf":(1,40) > IR, f'(x) = —v/x-1
g)f IR 5> IR f ' (x) =3x+1

By F IR — {2} = IR — {3}, £ (x) = - X

x—2
8) IR>IR tamimh f(x) =2x> —1 ve g(x) =2x° +1 fonksiyonlar1 veriliyor. fog(x) ve gof(x)

fonksiyonlarini bulunuz.
[fog(x)=2x%+1,g0f (x) = /x* —4x” +2]

9) IR’ de gof(x) = 2x —3 ve g(x) = 3x+1 fonksiyonlar1 veriliyor. f(x) =? [C: %(2){ -4)]

10) Asagidaki 6nermelerin IR deki ¢ozlimlerini bulunuz.

a)| 2x — 1 b) |4x| < 1 o-3x+5/+1=25 d)x+2/<-1
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11) Asagidaki fonksiyonlarin grafiklerini ¢iziniz.
a) f:IR >IR, f(x) =|x-3|

b) f:IR>IR | f(x)=|-x>+5+2

c) f:[-1,4)—>IR, f(x)=]| x> —4x +3|

d) f:[-m,n]—>IR f(x)=| Sinx -1|

12) Asagidaki fonksiyonlarin grafiklerini ¢iziniz.

a) y=sgn(x’—2) b)y=sgnxzsg$

c)y =x-1+sgn(x-1) d)y =|x-2 | +sgn(x+1)
X" —4x+3

13) Asagidaki denklemlerin IR’ deki ¢oziimlerini bulunuz.
a) [2x-3]=-1 b [x]’=9 o)[x’]=1 d)[x+[x+2]]=-6
C:a)[l, %) D) [-3-2UB4) (-2 -1, V2)  d)[4,-3)
14) Asagidaki fonksiyonlarin grafiklerini ¢izin.
a)f:[-2,2)>IR , f(x)=x—-[x] b)f:[0,2n)>IR , f(x)=[Sinx]

o) f:[0,n]> IR , f(x)=[Cosx] d)f:[-12]>IR , f(x)= x>[x]

a) |y-3[=x-3 b)l x|+ |yl =-1 oR2x3yl=-2  d[x’+y’]=1
16) Asagidaki fonksiyonlarin tek fonksiyon veya cift fonksiyon olup olmadiklarini arastiriniz.
a) f(x)=2x"+3 b)f(x)= x> -2x ¢) f(x) = (x-2)° d) f(x) = x*.Sinx

e) f(x)=Cos4x +1 f)f(x) =x.sgnx g) f(x) = x< tanx h) f(x) = sgnx
C:b, d,f, g fonksiyonlari tek , a,e,h fonksiyonlar ¢ift, ¢ fonksiyonu ise tek veya cift degildir.

17) Asagidaki fonksiyonlarin periyotlarini bulunuz.
a) y = Sin 3x b)y=Cos 5x + Sin4x c¢)y = tan (x/3) d) y =2 cot (4x+2)

c:a)%” b)2n c¢) 3n d)%

18) Asagidaki fonksiyonlarin en genis tanim kiimelerini bulunuz.

1 1
Dy=XHes By=T s 9Y = Oy

C:a)IR b) IR-{-1,2} ¢)IR d) IR [1,2)
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2. BOLUM
2. DENKLEMLER ve HORNER METODU
2.1. Cebirsel Denklemlerin Kokleri

2.1.1. Koklerin Varhg: :

n-2

(1) o £ (X) = anx™ + ap X" + apoX"? + e, +ax’+ax+a =0 (a,#0) ifadesine

n. dereceden cebirsel denklem denir.Ornegin;

f(x)=a;x+ay=0 (a,#=0) 1. Dereceden cebirsel denklem
f(x)= 32X2 +ax+a =0 (a,#=0) 2. Dereceden cebirsel denklem
f(x) = apx" + ap X" ot ax’ tax +ao=0 (a,#0) n. dereceden cebirsel denklemdir.

2.1.2. Teorem (Cebirin Esas Teoremi) :

denkleminin en az bir en ¢ok n tane kokii vardir. Bu koklerin hepsi gergel, bazis1 gergel bazisi
karmasik say1 olabilir.

f(x) = apx" + ap X" + ......... +ax’ +ax + a9 =0 ...(2.1)... (a,#0) denklemini goz
Oniine alalim.x =, f(x) =0 ..... (2.1) denkleminin kokii ise;
f(x) = (x-11) . qi(x) =0 olur. Burada, qi(x), (n-1). dereceden polinom fonksiyondur.
X = 13, q1(x) = 0 denkleminin kokii ise; f(x) = (x-11) . (x-12) . q2(X) = 0 olur. Burada ise qa(x),
(n - 2). dereceden polinom fonksiyondur. Bu sekilde devam edilirse;x =1, , qn1(X) = 0
denkleminin kokii oldugunda;

f(x) = ay .(x-17) . (X-12) . (X-13) .......... (X)) =0.iiiii (2.2)

seklini alir. Burada, q,.;(x) =0 1. Dereceden polinom fonksiyondur.

2.2. Rasyonel Kokler

fix)=0 ..... (2.1) denkleminin rasyonel koklerini bulmak icin asagidaki gibi pratik bir yolu
izlemek ozellikle yiiksek dereceli denklemlerde kolaylik saglar.

apx" + ap X" A tax Fax+a =0 ... (a,#0) denkleminin her tarafini a, ile
) a . a a a
bolersek; x" + L x™ 4.4+ x4+ Lx+L =0 (2.3) olur
an an an an
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Buna gore, (2.3) denklemi n-lineer ¢arpanin bir ¢arpimi olarak;

(X-T1) « (X-T2) . (X-T3) correeees (x-ry) =0 (2.4)

seklinde ifade edilebilir. Burada; (2.5) olur.

0 A0 R

Yani; (2.3) denkleminin kdklerinin (rasyonel kokler) ¢carpimi Ao <y carpanlar1 arasindadir
a

Descartes kurali yardimiyla bu koklerin isaretleri hakkinda su sekilde bilgi sahibi olabilir.

filx) = 0 ... (2.1) denkleminin pozitif koklerinin sayis1 f(x) fonksiyonundaki isaret
degisikliklerinin (pozitiften negatife ya da negatiften pozitife olan biitiin degisiklikler)
sayisindan biiyiilk olamazken, negatif koklerin sayis1 da f(-x) denklemindeki isaret

degisikliklerinin sayisindan daha biiyiik olamaz.
Ornek.2.1: f(x)=4x3-5x2-7x+2 =0’1n koklerini bulmadan isaretleri hakkinda bilgi veriniz.

Coziim.2.1: f(x)=+4x>-5x>-7x+2

0=2 (isaret degisikligi say1s1 = pozitif koklerin sayis1)

f(-x)= 4.(X)*-5.(-x)*-7.(-X)+2 = -4x>-5x*+7x+2

8’ =1 (f(-x)’in isaret degisikligi sayis1 = negatif kok sayisi)

Yani, f(x)=+4x>-5x*-7x+2= 0 denkleminin 2 pozitif, 1 negatif kokii vardir ve bu kéklerden
_2
4

Ornek. 2.2: Onceki ornekte verilen denklemin koklerini bulalim.

4y
rl.rz.r3| =2

n

rasyonel olanlar1 bulmak igin; olacak sekilde % “lin ¢arpanlar aragtirilir.

2.3. Horner Metodu:

Coziim. 2.2: f(x) =4x’-5x>-7x+2 = 0 denklemi veriliyor. Horner metodu kullanarak bu
denklemin rasyonel kokleri agsagidaki gibi bulunur. Bundan 6nce kok adaylarinin kiimesini

bulalim.

a
|r1 I, .r3| =|—

n

idi. Buna gore; olur. Yani, bu denklemin kokleri 2 “iin carpanlari

2
I'.I'.I'|=—

17273
4

arasindadir. O halde, ilk olarak% “lin ¢arpanlari tespit edilir.

carpanlari

— ey

g — 1:2 muhtemel rasyonel kokler s F 1’ ¥ l , F
1,2,4 2

,¥2

N

carpanlari
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Boylece, f(x) = 0 denkleminin rasyonel kokleri varsa {11,1 ,12} kiimesine ait

olacaktir. Simdi Horner metodu kullanarak bu kiimenin hangi elemanlarinin kék olduklarini
daha onceki Ornekte ifade edilen Descartes kuralindan da yararlanarak bulmaya calisalim.

Oncelikle kok aday1 olarak 1’i sonra da —1’i deneyelim.

x-)] 4 -5 -7 2
1 i 4 -1 -8
47~-1 -8 | -6=1(1)

f(1)=-6 oldugundan 1 kok degildir. Bunun anlami, f(x)’in (x-1) ile bdliimiinden kalan -6
demektir. Kalan, 0 olsaydi, f(x), (x-1)’e tam béliintiyor ve x=1 sayis1 f(x) ‘in kokii veya x=1

sayist f fonksiyonunun sifir1 demektir.

x+1)| 4
-1 i -4 9 2
479 —2 | 0 =f(-1)

f(-1) = 0 oldugundan x = -1 koktiir ya da f(x), (x+1) ile tam bdliiniiyor denir. Boylece,
f(x)=(x+1) . (4x*-9x+2)=0 sekline gelir. Demek ki koklerden birisi —1 ise diger iki kokiin

carpimi |—| olacak sayilar arasindan (kok adaylarini .igceren kiimeden) se¢ilmesi gerekir.

U S _1 " N
Yani, +2,F—,F — elemanlar1 arasinda +E kok olamaz. Oyleyse, diger iki kok

N |~

1
4
2’lerden birisi ile % ‘lerden birisidir. Oncelikle 2 sayilarini énceki gibi deneyelim.
koktiir.Simdi, bu iki kokii tabloda ele alarak horner metodunu uygulayalim.

(x+2)

4
-2 i -8 26 -38
4713719 | -36= f(-2) x=-2 kok degildir.
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(x-2)

3 -1 0 =f(2) x=2 koktur

Buna gore; f(x)=(x+1).(x-2) (4x-1)=0 sekline gelir.Bu islemleri tek bir tabloda yapalim.

x-2)| 4 -5 -7 2
2 i 8 6 -2
(x+D) 473 1 | 0 =fQ) =>f(x)=(x-2)4x*+3x-1)=0
-1 i 41
(x—1 110 = f(-1) =fE)=x-2)x+)(Ax-1)=0

4 0 = f(i) :>f(x)=4(x—2)(x+1)(x—%)=0

Buna gore; f(x) = 0 denkleminin kokleri ; x;=-1, x, =2, x3= % olarak bulunur.

Ornek.2.3: f(x) =6x’ —13x* 16X’ +51x> —32x +4 = 0 denklemi veriliyor. Horner metodu

kullanarak bu denklemin rasyonel kokleri asagidaki gibi bulunur.

Coziim. 2.3:Bundan 6nce kok adaylarinin kiimesini bulalim.

a
|r1 I, .r3| =|—

n

olur. Yani, bu denklemin kokleri % ‘ nin ¢arpanlari

idi. Buna gore;

4
I'.I'.I'|=—

17273
6

arasindadir. O halde, ilk olarak % ‘nin ¢arpanlari tespit edilir.

¢arpanlarn

ey

i — 13254 muhtemel rasyonel kokler > F 1’ F l, il , T l’ ¥ 2’12, T 4’ ¥ i
6 carpanlan 1,2,3,6 2 3 6 3 3

N . g o1 1 _1___2_ _4
Boylece, f(x) = 0 denkleminin rasyonel kokleri Varsa{ F1,¥ > ¥ 3’ ¥ e ¥ 2,+§, ¥4,F 5}
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kiimesine ait olacaktir. Simdi Horner metodu kullanarak bu kiimenin hangi elemanlarinin kok
olduklarin1 daha onceki 6rnekte ifade edilen Descartes kuralindan da yararlanarak bulmaya

calisalim. Oncelikle kok aday1 olarak 1°i sonra da —1°i deneyelim.

x1)| 6 -13 -16 51 -32 4

146-7 23 28 4

0= f(1) x=1 koktiir.

6 -7 -23 28 -4

f(1)=0 oldugundan 1 koktiir. Bunun anlami, f(x)’in (x-1) ile boliimiinden kalan 0 demektir.
f(x)=(x-1) . (6x*-7x’-23x*+28x-4)=0 sekline gelir.Yani, f(x), (x-1)’e tam béliiniiyor ve x=1

sayis1 f(x) ‘in kokii veya x=1 sayis1 f fonksiyonunun sifirt demektir.

xtl) 6 -7 23 28 -4
-1 i 6 13 10 -38

6 -13 -10 38 |-42= f(-1) =1 kok degildir.

f(-1)=-42 oldugundan -1 kok degildir. Bunun anlami, f(x)’in (x+1) ile boliimiinden kalan

-42 demektir. Kalan, 0 olsaydi, f(x), (x+1)’e tam boliiniiyor ve x=-1 sayis1 f(x) ‘in kokii veya
x=-1 sayis1 f fonksiyonunun sifiri demektir.Simdi de diger kokleri tablo uygulayarak tekrar

bulmaya calisalim.

71 | 0 =fQ2) =f(x)=x-2)6x>-Tx+1)=0

6 |0 = f(}) =) =(x-2)(x —é)(Gx —6)=0

6 |0 = f(1) :>f(x)=6(x—2)(x—1)(x—%)=0

Buna gore; f(x) = 0 denkleminin kékleri ; (x-1)% ( x+2).(x-2).( x -% )=0dan 1,2 ,-2ve 1/6
olarak bulunur.
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Ornek. 2.4: f(x)=2x’ —5x* —4x+3 =0 denklemi veriliyor. Horner metodu kullanarak bu

denklemin rasyonel kokleri asagidaki gibi bulunur.

Coziim. 2.4:Bundan 6nce kok adaylarinin kiimesini bulalim.

a
==

_ ‘3‘ _£3x1 3 1
Simdi Horner metodu kullanarak bu kiimenin hangi elemanlarinin kdk olduklarini daha

onceki ornekteki gibi bulmaya calisalim

x+1) 2 -5 -4 3
-1 i -2 7 -3
(x—l) 277 3 0 =f(-1) =>fx)=x+D2x*-7x+3)=0
d
JA 13
(x3) 60 = £ = =(x+Dx-)2x-6)=0

W
«
(@)

2 0 = £f(3) :>f(x):2(x+1)(x—%)(x—3)=0

Boylece 2x° —5x” —4x +3=2.(x +1).(x —%).(X —-3)=0’dan -1, 1/2, 3 olarak bulunur.
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ALISTIRMALAR

A) Asagidaki denklemlerin kokiinii Horner metodunu kullanarak bulunuz.
1) f(X)=4x" —8x* =21x’ +26X*> +5x -6 =0

2) f(X)=6x>—23x" +19x° +17x> =25x+6=0

3) f(X)=6x> —11x* —18x> +43x> —=24x+4=0

4) f(x)=x"—4x’ = x> +16x-12=0

5) fx)=x*-5x2+12=0

B) Asagidaki denklemlerin kokiinii bulmadan koklerin isareti hakkinda bilgi

veriniz.
1) f(x)=x>-2x*-10x> +20x%2 +9x-18 =0
2) f(x) = 48x° -220x* +376x°> -293x2 +101x-12=0
3) f(x) = 2x> -9x* +2x3 +33x% -40x +12=0
4) f(x) = 6x* -29x> +48x% -31x+6=0

5) f(x) = x> -2x% -x+2=0
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3. BOLUM

ESITSIZLIKLER VE LINEER PROGRAMLAMA
3.ESITSIZLIKLER
3.1. Birinci Dereceden Bir Bilinmeyenli Esitsizlikler

a#0vea,b,x € R olmak iizere f(x)=ax+b ifadesine birinci dereceden fonksiyon ve birinci

dereceden iki terimli denir. ax + b>0, ax+b<0, ax +b >0 ve ax+b <0 seklindeki ifadelere

birinci dereceden bir bilinmeyenli esitsizlikler ad1 verilir.

ax+b=0 ifadesine birinci dereceden denklem, x = -E sayisina da denklemin kokii denir.
a

ax +b>0,ax+b<0, ax +b >0 ve ax+b<0 esitsizliklerini ise sonsuz say1 ger¢eklediginden
bunlarin ¢6ziim kiimesini bulma isleminde denklemden yararlanilarak 6nce kokii bulunur.
Daha sonra igaret kurali asagidaki tabloda oldugu gibi diizenlenerek ¢6ziim kiimesi bulunur.

f(x)=ax+b iki terimlisinin isaret kurali asagidaki tabloda verilmistir.

f(x)=ax+b | amnm isaretinin tersi #) anin igaretinin ayni

Ornek:f(x)= -2x+8 fonksiyonunun isaret tablosunu hazirlayarak —2x+8 < 0 esitsizliginin
¢Oziim kiimesini bulunuz.

Coziim:

f(x)=-2x+8 fonksiyonun once kokiinii bulalim. —2x+8=0 = x =4 ve a=4 diir.

f e

4
-2x+8 + + /

Tablo incelendiginde;
1) x<4 ise f(x)< 0
i) x=4 ise f(x)=0

ii1) x>4 ise f(x)>0 olur. O halde ¢6ziim kiimesi C=[4, ) dir.

+ 00
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3.2. Ikinci Dereceden Bir Bilinmeyenli Esitsizlikler
a,b,c €R, a#0ve xeR olmak iizere; f(x)=ax2+bx+c ifadesine ikinci derece fonksiyonu ve
ikinci dereceden li¢ terimli denirax?+bx+c¢>0, ax’ +bx+c¢>0, ax’ +bx+c<0ve

ax’ +bx +c <0 seklindeki ifadelere ikinci dereceden bir bilinmeyenli esitsizlikler denir.
f(x)=ax2+bx+c ii¢ terimlisinin isaret kurali asagidaki tablolarda gdsterildigi gibi bulunur.
ax*+bx+c=0 denkleminde;

I) A> 0 ise denkleminin birbirinden farkl iki kokii vardir.Bunlar x;, X, olsun.

X ‘_OO Xy ) + 0

ax +bx+c a'mm isaretinin ayni (#) a'nin isaretinin tersi+ amm isaretinin ayni
II) A=01ise denkleminin esit iki kokii vardir. x;, =x, = "2
a
X ‘_OO X% +00
ax’+bx-+c a'nin isaretinin ayni + a'min igaretinin ayni

II) A<0 ise ax’+bx-+c=0 denkleminin gergek kokii yoktur. f(x)=ax*+bx-+c hi¢bir zaman sifir

olamayacagindan, isareti degismez,a ile ayni kalir.

X ‘—oo + 00

ax“+bx+c ann isareti ile ayn

A<0 vea>0 < {(x)>0

A>0 vea<0 < f(x)<O dir.

Ornek: a) x*+3x-10<0  b)9x*+12x+4>0 ©)x*-2x<-8 esitsizliklerinin ¢6zim
kiimelerini bulunuz.

Coziim: a) x*+3x-10<0 esitsizliginin ¢oziim kiimesini bulurken 6nce esitsizligi
denkleme ¢evrilir.Daha sonra kokler bulunarak isaret tablosu hazirlanir.

A =49 >0, farkh iki gercek kokii vardir.

x*+3x-10=0 denkleminin kokleri (x+5)(x-2)=0 ise x=-5, x=2 dir.

X ‘—oo -5

2
X+3x-10 + # / 4) +

C:{X| -5<x<2, xeR }Z(-5,2)
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b) 9x*+12x+4>0 , a’da yapilan islemler izlenerek kokleri arastirilir. A =0, birbirine esit iki

kokii vardir.9x*+12x+4=0 denkleminde A =0 oldugundan birbirine esit iki kokii vardir ve

denklemin kokleri x, =x, = _b_ —gtﬁr.
2a 3
X ‘ —®© - A +o0
9xX+12x-+4 + #> +
C=R’dir.

¢) x-2x<-8 = x> —2x+8<0 sekline getirdikten sonra a’da yapilan islemler tekrarlanarak

kokleri arastirtlir.  x* —2x +8=0 denkleminde A <0 oldugundan gercek kok yoktur.

X ‘—oo + o0

X2-2x+8 ++++++++
C=0 dir.

3.3. Esitsizlikler ve Grafikleri

a.x+b.y+c >0, a.x+b.y+c <0, a.x+b.y+c > 0 ve a.x+b.y+c < 0 seklindeki esitsizliklere
l.dereceden iki bilinmeyenli esitsizlikler denir.Bu esitsizliklerin grafigini ¢izmek i¢in ilk

olarak;

a.x+b.y+c =0 denkleminden;

a

c
=——X—— ,b,ceIR b0
y 5 X b (a,b,ce )

sekline getirilerek fonksiyonun grafigi ¢izilir.Burada — a_ m,—E = n dersek;

aliarak, y=mx+n ile y<mx+n ve y>mx-+n grafikleri asagidaki gibi cizilir.
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y=mx-+n

v

/ -n/m

Sekil.3.1 y==mx+n grafigi Sekil.3.2 y<mx-+n ve y>mx+n grafikleri

y=mx+n esitliginde y < mx+n veya y > mx-+n esitsizliklerinin grafigi sekil.3.2” deki gibidir.

y < mx+n esitsizliginin grafigini ¢izmek i¢in y=mx+n dogrusunun grafigi ilk olarak
cizilir.Daha sonra, bu dogru iizerinde bulunmayan herhangi bir test noktasi alinarak esitsizligi
saglayip saglamadigi belirlenir.Eger bu nokta esitsizligi sagliyor ise, bu noktanin alindigi
bolge istenen bolge, karsi bolge ise diger esitsizlige ait olur.Bundan baska, ax+by+c > 0 ve
axtby+c < 0 esitsizliklerinde yine yukaridaki yol takip edilir.Fakat, grafik cizilirken
ax+by+c=0 dogrusu kesikli ¢izgi ile gosterilir.(Sekil.3.3)

A axtbytc=0

ax+by+\>\0

ax +by+tc<0

Sekil.3.3 ax+by <0 ve ax+by+c > 0 grafikleri

3.4. Esitsizlik Sistemlerinin Grafik Gosterimi

Eger birden fazla esitsizligin bir araya gelmesiyle olusan bir sisteme sahipsek, bu sisteme
esitsizlik sistemi denir.Bu sistemin ¢oziimiine ait grafigi bulmak icin ayr1 ayr1 her bir
esitsizligin grafigi ayni koordinat diizleminde ¢izilir ve bu grafiklerin ayni anda saglandigi

bolge (¢oziim bolgesi) bulunur.Bunu asagidaki gibi basit bir 6rnek ile gosterebiliriz.

34



Ornek.3.1;

2x+4y =28
3x-2y<6| .. N
<3 sistemini saglayan ¢6ziim bolgesini bulalim.
y <
x>0
Coziim.3.1:
A
Cozam y=3
Bolgesi
B 2>X+4F8
1
—x-y=0
> y
Ornek 3.2: 2x+3y <2 esitsizlik sisteminin grafik ¢dziimiinii bulunuz.
y=>2
x>-1
Coziim.3.2:
x=-14Y |
—x-y=0
y=2 I 2
3 |/ Coziim
Bolgesi
‘X
2x+3y =2

Not: Her iki ornekte elde edilen ¢oziim bolgesini bulmak i¢in dncelikle esitsizlikler esitlikler
haline getirilerek her birinin grafigi c¢izilir.Daha sonra, esitsizligin durumuna gore bir test
noktasi yardimiyla dogrunun alt1 veya iistii ¢oziim bolgesi olarak alinir.Sonug olarak, biitiin

esitsizliklerin ayni anda saglandigi bolge istenen ¢oziim bolgesi olarak alinir.
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3.5. Lineer Programlama Grafik Coziimii
3.5.1. Genel Bilgi:

Lineer programlama lineer fonksiyonlardan olusan problemleri ¢6zmek icin gelistirilmis bir
metottur. Bu metotla problemlerde istenilen amaca ulasilmaya calisilir. Bu amag¢ maksimum
kar, minimum maliyet, maksimum agirlik vb.gibi olabilir. Bunun anlami sudur. x,y
degiskenleri gergek hayatta bir olay1 temsil ettiklerinden hi¢bir zaman negatif olmazlar. Bir
lineer programlama problemi;
amag z=f(x;)
Kisitlar;
gi(X)<(2) b;
x; 20 seklinde tanimlanir. Burada,amag¢ maksimum ise gi(x)<b; ,
ama¢ minimum ise g;(x)> b;

3.5.2. Lineer Programlama islem Basamaklar1
1- i-) Bilinmeyenler belirlenir ve buna gore degiskenler tanimlanir.

ii-) Kisitlar lineer esitsizliklere cevrilir.

iii-) Amac fonksiyonu olusturulur.

2- Uygun bolgenin grafigi cizilir.

i-) Esitsizlikler standart forma cevrilir.

ii-) Her bir esitsizligin grafigi cizilir.

iii-) Her esitsizligin ayn1 anda saglandig1 uygun bélge bulunur.

3- Uygun bolgenin kose noktalar: bulunur.

4- Bu kose noktalarda amac¢ fonksiyonu belirtilir. En iyi amaca ulasilan nokta

Optimal Coziim Noktasidir.
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3.5.3. Lineer Programlama Problem Ornekleri

Problem.3.1: Asagidaki tabloda piring ve soya fasulyesinde birim bardakta bulunan kalori,
vitamin ve B, vitamin miktarlar1 verilmistir. Buna gére minimum maliyete sahip diyeti elde

edebilmek i¢in glinde ne kadar piring ve soya fasulyesi (bardak cinsinden ) tiretilmelidir?

Piring Soya Giinliik Gereksinim
(gr) Protein 15 22.5 90
Kalori 810 270 1620
(mg) B, Vitamin 1/9 1/3 1
Maliyet 21 14

Coziim.3.1:  x = giinde iiretilecek bardak cinsinden piring miktart.
y = giinde iiretilecek bardak cinsinden soya miktari.
Modeli kurarsak; Minz=21x+14y

Kisitlar X 0 6 LY
4 810x+270y=1620

y | 4 0 € 1554225y >90

LA©6) Uy

x | 02 i Bolge

6 _
Y O € 810x+270y>1620 15x422.5y=90
x | 0 9

1 1
—X+-y21
y30693y

x20;y20
Bigin; 810x+270y=1620 Sonuglarin degerlendirilmesi ;
15x+225y=90 A(0,6) = z=21.0+14.6=284
6 24
X=—; Yy=— B(é,ﬁ): z=2l.§+l4.ﬁ=66
7 7 77 7 7
Cigin; 15 x +22.5y=90 C(3,2) = z=21.3+14.2=91
é”%yzl D(9,0) = z=21.9+14.0=189

Yorum : Giinde 6/7 bardak piring ve
x=3 ; y=2 24/7 bardak soya tiretirsek 66 T.L.‘na
malolur ve optimum ¢6ziimdiir
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Problem.3.2: Asagidaki tabloda verilenlere gore isletmenin maksimum kar1 elde edebilmesi

icin giinde kag tane hangi tip bigak iiretilmelidir?

( A tipi bigak ) x ( B tipi bigak ) Mevcut Kapasiteler
Is giicii 2 6 90
Celik 20 35 700
Odun 4 3 120
Kar 2 5
Coziim.3.2:

x = Gunde uretilecek A

y = Giinde tiretilecek B

tipi bigak sayisi.

tipi bigak sayisi.

Model : Maksimum z= 2x + Sy
Kisitlar :
0 45 m2x+6y<90
15 0
<« | 0 35 €m20x+35y<700
y |20 0
0 30 €= 4x+3y<I120
40 0 x>0; y=0

B noktasi i¢in ;
20x+35y=700
-10/ 2x+6y=90

x=21 ve y=8

C noktasi igin ;
20x+35y=700

-5/ 4x+3y=120

x=26.25 ve y=5

B (21, 8) noktasi i¢in ;
z=2.21+5.8=82

C (26.25, 5 ) noktasi igin ;
z=2.(265)+5.5=715

Optimum ¢6ziim B ( 21, 8 )’dir.

38




Problem.3.3: Asagidaki tabloya gore giinde iiretilecek pamuk ve flos ipligi miktarini

bulunuz?
(Pamuk) x (Flos) y Mevcut Kapasiteler
Hallag 1 4 8
Cer-fitil 1 1 5
Taraklama 2 1 7
Maliyet 20 30
Coziim.3.3:

x= Giinde iiretilecek Pamuk Ipligi miktar:.

y= Giinde iiretilecek Flos Ipligi miktari.

Model 1 .
Min z=20x+30y
Kisitlar W B Noktasi
7407 4y =5
x |08 =>x+4y>8 it
0 ' 2x+y =7
Y12 3 L_Iyaun ik
1 Ealge x=2,y=3
x | 0 5 (2.3]
5 o > X+y25 1
y 2 C Noktas1
x+4y =8
x 10 7 35 |5 5 vy
y | 35 0 =>2x+y27 Dty=T xty =5
x>0 ;y>0 xry=5  xFdy=g x=4 | y=1

B i¢in z=20.2+30.3=130 , Ci¢in z=20.4+30.1=110 Optimum ¢Ozliim.
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Problem.3.4:

Yandaki tabloda verilenlere

gore isletmenin maksimum kar1

elde edebilmesi i¢in giinde
hangi tip malzemeden ne kadar

iiretmesi gerekir.

(A Tipi) (B Tipi1) Mevcut
X y Kapasiteler
1.Atolye 1 4 340
2.Atolye 3 4 380
3.Atolye 5 2 330
Kar 80 120

Coziim.3.4:

x = A tipi malzemeden giinde iiretilecek miktar.

y = B tipi malzemeden giinde iiretilecek miktar.

Model :
Maksimum z = 80x + 120y
Kisitlar
0 340
= x+4y <340
85 O

o 380
A:>3X+4yﬁ380
y 195 0

0 65
L65 = 5x+2y <330
x20;y=20
B i¢in C i¢in

B(20,80) & Z=80.20+120.80=11.200

3x+4y=380 5x+2y=380 (C(40,65) =» Z=80.40+120.65=11.000
x+4y=340 x+4y=340 O halde B(20.80) noktas1 optimum ¢dziim noktasidir.

x=20,y=80 x=40, y=65
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Problem.3.5: Bir isletmede radyo ve TV iiretilmektedir .Bu {iretim tasarim montaj ve test
atolyelerinde gergeklestirilmektedir. Birim radyo {iretimi icin bu atdlyede sirasiyla
6saat,4saat,3saat is giicli, gerekli iken birim TV iiretimi i¢in bu atdlyede sirasiyla 3saat,4saat,
ve saat is gilicii gerekmektedir .Atdlyelerin gilinlik maksimum kullanim siireleri sirasiyla
90,72 ve 96 saattir.Birim karlar sirasiyla 10 ve 20 dolardir.Buna gore isletmenin maksimum
kar1 elde edebilmesi i¢in giinde kag tane radyo ve TV {iretilmesi gerekir.

Coziim.3.5:

x: glinde tiretilecek radyo sayis1

y:giinde iiretilecek TV sayisi

X y Mevcut kapasite
Tasarim 6 3 90
Montaj 4 4 72
Test 3 6 96
Kar 10 20
Maksimum z = 10x + 20y
y
. 30”‘ 6x + 3y =90
15
L0 mox+3y=90 / 4x +4y =
y 130 0
72
x | 0 18 Ut Ay =T %2 3x+6y=
_ + =
y 18 0 € brdy 96
Uygun
« 0 32 Bolge .
y |16 0o € 3x+t6y=9% (000 15 18 32
x>0, y=0
4x +4y =172 ise x= 4 C(4,14) ise z=10.4+20.14=320
3x + 6y =96 y=14
4x +4y =172 ise x=12 D(12,6) ise z=10.12 +20.6 =240
6x + 3y =90 y= 6

Isletme giinde 4 tane radyo , 14 tane TV iiretmesi gerekir.
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Problem.3.6:

Bir isletmede pamuk ve flos ipligi iiretilmektedir. Bu iiretim hallag, cer-fitil ve taraklama
dairesinde gerceklesmektedir. Atdlyelerin giinliik kullanim siireleri mil olup 16,72,56
saattir.Birim pamuk {iretimi i¢in bu atdlyede sirasiyla 2,12,4 saat is giicii gerekirken birim flosg
tiretimi i¢in 2,6,14 saat is giicli gereklidir.Birim maliyetler sirastyla 5 ve 6 dolardir. Buna
gore, isletmenin minimum maliyeti elde edebilmesi i¢in giinliik ne kadar pamuk ve flos ipligi
tiretmesi gerekir.

Coziim.3.6:

u : giinde iiretilecek pamuk ipligi miktari

v: giinde tiretilecek flos ipligi miktari

u v mevcut kapasite
Hallag 2 2 16
Cer-fitil 12 6 72
Taraklama 4 14 56
Maliyet 5 6
Min z = 5u + 6v
Kisitlar
\Y
- 0 2 2 16 t
-+ =
v s o € 2ut2y LZA(o,12)
12u+6v="T2
q Uygun
u | 0 6 Bolge
— 12u+ 16v="72
v o 12 € W+v=16 4 (44)
4
u 0o 14 D (5,6;2,4%
T2 o € surav=56 quidy=564| (140)
=
6 8 14
uz0,v=0
4u+ 14v =56 ise u=5,6D(5624) ise z=5.5,6+624=424
2u+2v=16 v=2,4
12u+6v="72 ise u=4 C“4) ise z=54+64=44
2ut+2v=16 v=4

giinde 5,6 birim pamuk 2,4 birim flos ipligi liretilmesi gerekir

42



ALISTIRMALAR

1-) Min z=25x+50y
Kisitlar

3x+y=>8

4x+3y > 19

x+3y =7
x>20,y=>0

2-) Min z=3.1x,+4.2x,
Kisitlar

0.1x,+0.25x, > 1
x;+0.25x, > 5
110x,+120x, > 400

X120,X220

3-) Mak z=45x+38y
Kisitlar

4x+5y < 180
95x+48y < 3600
x+2y < 60
x>20,y=>20

4-) Mak z=34x+24y
Kisitlar

5x+3y <50
21x+28y <320
4.5x+4y <50
x>20,y=>0

5-) Min z=5u+6v
Kisitlar

2ut+2v >16
12u+6v > 72
4u+14v > 56

u=0,v=>0

6-) Mak z=10k+8f
Kisitlar

k+f<6

10k+5f < 50
Sk+15f< 75
k>20,f=>0

7-) Min z=5x+8y
Kisitlar

x+4y > 8

2x+2y > 10

2x+y >7

x=>0,y=0

8-) Mak z=10u+80t
Kisitlar

4ut4t <56

6u+3t <48

u+2t <20

uz0,t>0

9-) Min z=20s+10r
Kisitlar

st2r >4

2str>4

str>3

s2>20,r>0

10-)Mak z=18x+30y
Kisitlar

3x+y <15

x+2y <12

2x+2y <14

x>20,y=>20

11-)Mak z=10x+15y
Kisitlar

6x+3y <90
x+y<18

3x+6y < 96

x>20,y=>0

12-)Mak z=10x+15y
Kisitlar

2x+4y < 16

3x+3y <15

2x+y <8
x>20,y2>20
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4. BOLUM

4 MATRISLER, DETERMINANTLAR ve LINEER DENKLEM SISTEMLERI
4.1. Matrisler

Tamim 4.1 : n satir ve m siitundan olusan sayilarin dikdortgen seklinde;

al 1 8.12 ...... alm
a AAn  eeeens a
A=
A Ay e anm
yazilisina n x m tipinde matris denir. Matrisler genellikle A, B, C, D, ...ccceeuuee. gibi biiytik

harflerle elemanlan ise a,b,c,d,....gibi kiigiik harflerle gosterilir ve [ ] veya () seklinde
sembolize edilirler. Bir baska gosterimle;
A=(a;j) (@<i<n) (1< j< m) olarak ifade edilirler.
Burada satir ve siitun bilindiginde sadece A = (a;;) gosterimi yeterlidir.
(")rnegin; : T , ain elemanlar1 A’nin i. satirini a;j ,..ceeeeee.. » amj elemanlar
A’nin j. siitununu ifade eder.
Teorem 4.1: A = (a;j) ve B = (b;;), m x n tipinde iki matris olsun. A=B olmasi i¢in gerek ve
yeter kosul;
aj=by (1=1,2, ... ,m(G=1,2, ... , n) olmasidir.
Tanmm 4.2: A = (a;) , B = (b;j), m x n tipinde iki matris olsun.Buna gore, ¢;; = a;; + bj;
ifadesine A ve B matrislerinin toplami denir ve C = A + B ile gosterilir.
Tanmm 4.3 : A = (a;j), m x n tipinde bir matris ve r bir skaler olmak iizere; ¢;; =r . aj
ifadesine A matrisinin r skaleri ile skaler carpimi denir ve C =r . A seklinde gosterilir.

Tanim 4.4: m x n tipinde A = (a;) ve n x p tipinde B = (b;;) matrisleri verilsin.

n
¢ = X ajk-bkj 1=1,2, ... , m =12, ... , P
k=1

ifadesine A ve B matrislerinin ¢arpimi denir ve C=A . B seklinde gosterilir.Bu matris mxp
tipindedir.

Sonug olarak; iki matrisin ¢arpilabilmesi i¢in gerek ve yeter sart birinci matrisin siitun sayisi
ile ikinci matrisin satir sayis1 esit olmalidir.

A .B#B.A olup matrislerin ¢arpiminin degisme 6zelligi yoktur.
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Ornek 4.1:

1 -2 3 2 23] |
A= ve B= verilsin. Buna gore; A + B, -3A,2B, -1.A+—B
4 0 5 0 1 -1 2

ifadelerini bulalim.

Coziim 4.1:
1-2 -2+2 3-3 -1 00
A+B= =
440 0+1 5-1 4 1 4
1 -2 3 -3 6 -9 -1 2 -3
-3.A=-3. = ve —1.A =
4 0 5 -12 0 -15 -4 0 -5

1122
22 -3 [-4 4 -6 1 ) D
2B = = ve —B =
2 1
2

01 -1 02 -2 o L
2
| el 241 32| 23 2
AT BS 21 B 1 121
-4+0 O+ -5-— -4 - -—
21 L 2 2
o
Ornek. 4.2: A=[l 2 3] 1x3 Ve B=|5 matrisleri icin A.B ve B.A nedir.
L 13x1
4
Cozim4.2:A . B=[1.4+2.5+3.6]=[32]1,1ve B.A=|5[|]1 2 3]
6
4.1 4.2 4.3 4 8 12
B.A=[5.1 5.2 5.3 =|5 10 15

6.1 6.2 6.3], . |6 12 18] .
(1x3).(3x1)=(1x1) (A.B)
(3x1).(1x3)=(3x3) (B.A)
Goriildiigli gibiA . B # B. A’ dir.
Tamm 4.5: Satir sayisi siitun sayisina esit olan matrise kare matris denir. A bir kare matris

olmak tizere;

n tane A matrisinin ¢arpimidir.
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4.2. Matrislerin Ozellikleri

A, B ve C ayn1 tipte kare matrisler ve r,s skaler olsun.
1-)A+B=B+A
2-)A+(B+C)=(A+B)+C
3)r.(A+B)=r.A+r.B
4-)(r+s).A=r.A+s.A
5)0.A=0
6-)A+(-1).A=0
7T-)A+0=A
8)(A+B).C=A.C+B.C
99)C.(A+B)=C:A+C.B
10-)0.A=0=A.0

11-)A.B.C)=(A.B).C
4.3. Ozel Matrisler

4.3.1. Birim Matris : n x n tipindeki ;

) B T 0
(2 0
I=10 0 I.......... 0 matrisine n. mertebeden birim matris denir.
............ 1.......0
10 0.......... O...l_nxn
1000
AT L I P B LR
S [ AP 4 Tlo010
* 00 13x3
000 14X4

4.3.2. Sifir Matris : Biitiin elemanlar1 0 olan matrise sifir matris denir ve 0 = (0;) ile

gosterilir.
4.3.3. Kosegen Matrisler: n. Mertebeden herhangi bir A = (a;j) kare matrisinin ayy, as,,

a,, elemanlarima A matrisinin kosegen elemanlari denir.
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1 0 -2
Ornegin; | 2 3 7 | matrisinin kdsegen elemanlar 1, 3, 5 “tir
-1 45
Boylece,sifirdan farkli elemanlar1 kosegen iizerinde bulunan matrise kosegen matris denir.
Yani; A = (a;)) matrisinin kdsegen matris olmasi i¢in gerek ve yeter sart i#j i¢cin a; = 0
olmasidir.
100 000 200

Ornek 4.3. 01 0[;{00O0|; |0 3 0|matrisleri kdsegen matrislerdir.
001 000 0035

Ozellik. 4.1: Genel olarak bir kosegen matris;

ER 0] a,, 0] b, 0]
a’22 a22 b22
A= as, seklindedir. A = as, ve B= b,
0 a,, 0 a,, 0 b..
L Jnxn L Inxn L 1nxn
[a, b, 0]
ay by
Iki kdsegen matris olmak iizere; AB= |a,, b., =B.A olur.
_0 ann bnn InXn

4.3.4. Ucgen Matrisler :a) Bir A = (a;;) kare matrisinde her j > i i¢in a;;= 0 kosulu
saglantyorsa A’ya alt iicgensel matris denir.
100

Ornegin; |0 2 0| Matrisi alt iiggenseldir.
3-15

b) i = j olmak iizere yani kosegen elemanlari da 0 olan matrise tam iicgen matris denir.

100
Ornegin; [0 2 0| tam iicgenseldir.
3-15
¢) Bir A = (a;;) kare matrisinde her i > j i¢in a;; = 0 kosulu saglaniyorsa A matrisine iist

iicgensel matris denir.
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1-14
Ornegin, |0 2 0 |Matrisi iist iiggenseldir.
003

4.3.5. Idempotent Matris : A kare matrisi A* = A 6zelligine sahipse A matrisine
idempotent matris denir.

. 100
Ornegin; { }; 0 1 0 |bunlardandir.

000

4.3.6. Nilpotent Matris : Bir A kare matrisi i¢in A1 = 0 olacak sekilde bir q tamsayisi
bulunabiliyorsa A matrisine Nilpotent Matris denir.
Tamim 4.6: A, n x n tipinde bir kare matris olsun. A matrisinin i. satir ve j. Siitununun

ailmasiyla elde edilen kare A matrisinin a;; elemanininmindrii denir ve M;j; ile gosterilir.

1-3-2
Ornek 4.4:| 0 4 -1 | matrisinin M3, M »3, M3, minérlerini bulalim.
253
Coziim 4.4:
Moo= 0-1 M_1—3 M_1—2
12 23:> 23253 32 0 -1

4.3.7. Simetrik Matris: A = (a;j) kare matrisinde eger a;; = a;; ise (1, j = 1, 2, ..., n ) ise

simetrik matris a;=- a; (i,j=1, 2, ..., n) ise ters simetrik matris denir.

0123
1 01
. . 1456 . ) ..
Ornegin; |0 0 0| ve 5578 matrisleri simetrik matris iken;
103
3689
0-12
1 0-3|ve { } matrisleri ters simetrik matristir.
230 )
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4.4. Determinantlar
Tamim 4.7: A, n x n’lik bir kare matris olsun. A matrisinin determinanti1 det A veya |A| ile

gosterilir. 1. Satira gére A matrisinin determinant agilim

detA= (-1)1 * l.al detM; | + (-1)1 * 2.a12.detM12 e + (-1)1 * n.aln.detMln
n .
=St .
detA Z( 1y " ap;detM;;
7=l
seklinde tanimlanur.
4.4.1. Sarrus Kurah
a1 a2 413
A=lay ap aps Matrisinin determinantin1 hesaplamak i¢in pratik bir yol da sarrus

azp a3y 433 f3.4
kuralidir.Buna gore;
|A| = ajraz asz+ayasa;z+az ap ax3-a31 ana;3-ag a3 a3-a21 a2 33
veya
|A| = aj3azas; + appazas + a;12,a33 - 31222213 - a3a33a11 - 433221412
Tanim 4.8: A = (a;)) bir matris iken A matrisinin transpozesi ( devrigi ) A" ile gosterilir ve

A matrisinin satirlarinin siitunlar ile yer degistirilmesi ile elde edilir. Yani;

A = (a;) iken A" = (a;)’dir.

Ornegin;
1
¢ 123 ¢
A=l 2 3] 3= A'=[2| veya A= = A'=|25
X 456
3 2x3
3x2
7
{3456} ) 8
= f— A:
7892, 6 9
2
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4.5. Determinantin Ozellikleri : A bir kare matris olsun.Buna gore;

1-) A’nin bir satir1 0 ise detA =0
2-) A’nin herhangi iki satir1 esit ise detA =0
3-) A’nin herhangi iki satirinin kendi aralarinda yer degistirmesiyle elde edilen matris B ise;
detB = - detA
4-) A’nin herhangi bir satirinin katinin diger bir satirina ilave edilmesiyle elde edilen matris B
ise; detB = detA
5-) A’nin herhangi bir satiriin k sayisi ile ¢arpilmasiyla elde edilen matris B ise;
detB =k . detA
6-)det A" =detA. Yani bir matrisin determinanti ile transpozesinin determinant1 aymdir. Bir
baska deyisle simdiye kadar satirlar i¢in sdylenen 6zellikler siitunlar i¢in de gecerlidir.
7-) A matrisi list liggen matris ise, A’nin determinant1 kdsegen iizerindeki elemanlarin
carpimina esittir.
8-) det (A .B) =detA . detB. olup burada A ve B ayn1 mertebeden iki kare matristir.
Teorem 4.2: A, n x n tipinde bir matris olsun. A matrisinin tersinin olabilmesi i¢in gerek ve
yeter sart detA = 0 olmasidir.
Tamm 4.9: A;; = -, detM;; (i, j =1, 2, ...... , 1) seklindeki sayilar1 tanimlayalim. Ay

sayisina a;; elemaninin kofaktorii (escarpam — isaretli minérii) denir.

detA= Y a;A;  (i=1,2,...,n)
i

A matrisinin kofaktorii A" ile gosterilir. A = (Ay)' = A;’dir.Yani,A matrisinin escarpan
matrisi A’nin es¢arpanlarindan olusan matrisinin transpozesine esittir.

Tanim 4.10:Ters Matris: A, bir n X n matris olsun. A matrisinin tersi;

t

A11A12A13 1
©f =1 A, A, A iken A7'=—— A%'
A 214 %224 %23 detA
A31A32A33

olup A matrisinin tersi olan A" matrisi A% ile carpimina esittir.

det
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4.6.Lineer Denklem Sistemleri
A X, +a,X, Foeneenns +a,x,6 =b, (1=1,2,....,n)

ifadesi n- bilinmeyenli n- denklemden olusan bir lineer denklem sistemidir.Agikc¢a yazmak

gerekirse; a1X1Ha1Xo e, +a1,X,=b
A1X1 220X e, +ar,Xn=bs
A X1TaAmXo i +anan:bn

Matrisel formda gosterecek olursak bir Lineer denklem sistemi;

AX=B seklinde gosterilir.Buradan;

A1l A1 eeeeeees d1n X b
1
A1 A2 .eeeens Aoy X 5 bz
ani @p--Bpn ) Xn ) et by ) ki
nxn’lik bir kare matris. Bilinmeyenler vektorii Sabitler vektoriidiir.

Teorem.4.3: AX=B lineer denklem sisteminin ¢dzlimiiniin olmasi i¢in gerek ve yeter kosul

A"’ in mevcut olmasidir.

AX=B ifadesinin her iki yanin1 A ile carparsak;
Al AX=B.A"
\W_}

X=B.A" ¢6ziim vektoriidiir.

4.6.1.Cramer Kural:

anXitapXoto e +a1,X,=b
X1 HamXot e +a2an=b2
An1X1TAn2X0 T e +amXn=b, denklem sistemini ¢6zmek i¢in;

1

_ detA;

. olarak hesaplanir. (i=1,2,.....,n)

det A

Burada, A; matrisi A matrisinin i. siitununun B matrisiyle yer degistirilmesiyle elde

edilir.
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4.6.2. Matris, Determinant ve LDS Ornekleri

3
1) 4
2

w = N

5
6 |matrisinin; a) detA=? b) A" =72 ¢) A®T=2
1

Coziim : a) A, 3x3’liik bir kare matris olup istedigimiz bir satir ( 3 tane satir var ) veya
istedigimiz bir siituna ( 3 tane siitun var) gore veya sarrus satir ilave veya sarrus siitun ilave
pratik kurallarina gore 8 farkli yoldan determinant hesaplayabiliriz.
-1 -6 142 4 -6
+(=1)""7.(2),
I el
A| = (=3).(-1+18)+(-2).(4-12) +5.(12-2) = =51 +16+50 =15

A= (1) (-3).

4 -1

143

+ (-1 (5). =15
(-1) ()‘_2 3‘

-3 2 5
4 -1 -6
Al=]-2 3 1/=15
-3 25
4 -1 -6

A= (=3).(-1). 1+4 3.5.4(-2).2.(-6)(-2).(-1).5-(-3).3.(-6)-4.2.1=15
-3-25-32

Al=| 4 -1-6 4-1
-2 3 1-23

A =5.4.3+2(=6).(=2) + (=3).(=1).1= (-2).(-1).5.3.(=6).(-3) —1.4.2 = 15

b)A“'=?
Ai=(-1 ), ‘Mij
M -1-6
A11: (_1)1+1 11 :(_1)1+1 3 1 :8
|M | 4 -6
A12: (_1)1+2 12 :(_1)1+2 _2 1 :8
4 -1
A13: (_1)1+3 |M13| :(_1)1+3 :10
2 3
25
A21: (_1)2+1 |M21|:(_1)1+1 3 1 :13
A22: (_1)2+2 |M22| :(_1)2+2 ‘-Z T‘ :7
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AZ}Z (_1)2+3|M23| 5 :(_1)2+3

-3 2
=5

1 -6
A31: (_1)3+1|M31|:(_1)3+1 :_7

-3 5

-3 5
A= (1) 2 Ml 1y ‘ A _6‘ =
A33: (_1)3+3 |M33| :(_1)3+3 ‘;13 ?‘ _

t
AL ALA, 17 8 10\' (17 13 -7

A =|A,ALA,, | =| 137 5| =8 7 2
Ay AuA, ] (-7 2 -5) 10 5 -5
1 i ]
¢) A =—— A" oldugunu biliyoruz. Buradan A™ ;
detA
7B
713 .7 |15 15 15
Atollg 7 > || 8 T 2] olarak hesaplanr.
15 15 15 15
05 -5 | s
15 15 15

2) —3x +2x +5x =8
4x —x —6x =13
! 2 3 lineer denklem sistemini AX=B matris formu ile ve Gauss-Yoketme
—2x1 +3x2 + X, =9
yontemiyle ayr1 ayri ¢oziiniiz.

Coziim: AX=B Matris formu:Lineer denklem sistemini 6nce matris biciminde yazalim.

-3 2 5 X, -8
A=l 4 -1 -6 X=|x, B=|13
203 1 X, 9

AX=B=>A AX=A B=IX=A B=X=A"B esitlizinden X ‘i hesaplayalim.

17 13 -7
LA 17 13 —7 -30
— () +—=.(13)+—9| |—
X, 185 175 1; g |15 15| (5
_ 8 7 2 45
X=A"B = |x,|=|— — = || B =.(8)+—.(>13)+—9 |=|= |=| 3
? 1515 15| 15( ) 15( ) 15 15 4
X _ B -
Vo s -5 0 g2 az+29| |=%0
15 15 15 15 15 15 15
X, =-2, Xx,=3 ve X,; =-4 olarak bulunur.
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2) 3x+2x+5x3=-8 LDS’sini Gauss - Yoketme
4x; —Xyp —6x3=13 ile ¢oziiniiz.

-2X1+3x, +x3=9
Coziim : Gauss Yoketme ile Coziim :
D, 3X+2X,+5X;=-8 Once x;
D, 4X -X, —6X;=13 } Once x, } yok edilebilir.
.......... DX, 43X, +X3=9 Once x3
1.Yaklasim : 3 denklemi 2’ger kullanarak x; ’i yokedelim.
D, +2.D; = 4x;—X) —6X3 =13

—-4x,+6x, +2x3 =18

D4 .......... 5X2 —4X3=31
4.D1+3.D2:>—12X1+8X2+20X3=—32
12X1—3X2 —18X3=39

+
Ds.......... 5% +2x3=7
D4......... 5%, —4x3=31
Ds.......... 5%, +2x3=7

D4+(—1).D5:> 5X2 —4X3=31
—5X2 —2X3:—7
+

—6X3 =24 ise x3=—-4

Bu deger D4 veya Ds te yerine yazilirsa;
5% -4(-4)=31 = x,=3
5x, +2(-4)=7 = x,=3 bulunur.
Simdi de x; = 3 ve x3 =—4 degerleri D, D, veya D3 ’ten birine yazilirsa;
D = -3x1+2(3)+5(4) =—-8=3x=6 = x;=-2 bulunur.

Boylece; x1=-2,x,=3,x3=—4 olur.
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3) 2x-y+3z =-6 LDS’sini Gauss - Yoketme
-3x+4y-2z= 4 ve Cramer kural1 ile ¢6ziiniiz.
S5x-2y +z =5

Coziim : Cramer kural;

~6-1 3-6 -1
4 4-2 4 4
A 5215 5
TAl T 2-13 2 -1
3 4-2-34
5.2 1 5-2

__54345(2).(-D +14(=6) =543~ (D(D)(H(D) 14D _-70 _,
C3.(=3)(2) +(=1)(-2).5+2.4.1-543—(=2).(-2).2.(=3) - 1.(-3).(-) =35

2 -6 3 2-6

-3 4-2-3 4

A |5 51 55
YAl ~35

g2 SIS0 +142-543-5(D2-1(3)-6) =35 _,

-35 -35
2 -1 -6 2 -1
-3 4 4 -3 4
Ay |5-2 5 5 -2
7 = =
A -35

L _ (6.2 +(-D4.5+2.45-54(-6)3~(-2)42-5.(3).(-) _ 105 _
-35 ~35

b) Gauss — Yoketme ; dnce x’i veya y’yi veya z’yi yok edebiliriz.Once z’yi yokedelim.

D= 2x-y+3z =-6
D, = -3x+4y-2z =4
D; = S5x—-2y vz =5
D;+2.D;3 = -3x+4y-2z=4

10x—4y +2z=10

—+

Tx=14 = x=2
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Bu deger istenilen iki denklemde yerine yazilarak y ve z ‘ye bagh iki bilinmeyenli iki
denklem elde edilir. D, ve D, ‘de x=2 yazalim.

—y+3z=—10 = D4

4y-2z=10 = Ds

4 D4+ Ds = —4y+12z=-40
4y-2z=-10
+
10z=-30
z=-3

4y-2.(3)=10isey=1vecdzim:x=2,y=1,z=-3

4.7. Ozdeger ve Ozvektorler

(A)nxn ’lik bir kare matris ve X, n- boyutlu bir vektor olsun. Y=AX, N boyutlu uzaydan kendi
icine bir lineer dontisiim olarak gz Oniine alinabilir. Biz; AX=AX sartin1 saglayan X

vektorleri kompleks sayilardan ibarettir.

Tamm:A bir kare matris olmak iizere;AX=AX 6zelligindeki sifir olmayan X vektdriine A’nin
0z vektorii, A degerlerine de A’nin 6z degerleri denir.(A-AI)X=0 olsun.

Bu denklemin asikar ¢oziimden baska ¢oziimlerinin olmasit  det (A-AI)#0 olmasidir.

Ozdeger problemlerini ¢ozmek igin yukaridaki determinanttan A 6z degerinin bulunarak her
bir 6zdegere karst gelen Ozvektorleri belirlemektir.Bu nedenle yukaridaki determinant
acildiginda n. dereceden bir polinom elde edilir ki bu polinoma karakteristik polinom denir.

Bundan dolay1 A matrisinin en ¢ok n tane 6zdegeri olur.

3 -10
Ornek 4.5: A=|—-1 2 —1| matrisinin 6zdeger ve 6zvektorlerini bulunuz?
0 -1 3

Coziim 4.5: det(A- AI)=0 ifadesinden;

3-4 -1 0
1 2-% —1=-23 4822 -19a+12=-(A-1)A-3)A-4)=0
0 -1 3-2

denklemi elde edilir ve buradan 6zdegerler;A=1 , A=0 , A=4  olarak bulunur.
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Bu 6zdegerlere karsilik gelen 6zvektorler ise;
= A=l icin; 2x;-Xx; =0
-X11+X2-x3=0

-Xp+2x3=0

2X1: X2
2x3= Xz}xFa x'=(2a,a,2a)'=a(2,1,2)"

= A=3 i¢in; x®=(b,0,-b)'=b(1,0,-1)"
= A=4 igin; x? =c(1,-1,1)"
a b ¢
det[V1,V,,V3]=2a 0 —c|=—6abc
a —-b ¢
3 -1 0
Ornek.4.6:A=| —1 2 —1 | matrisinin 6zdeger ve 6zvektorlerini bulunuz.
0 -1 3
Coziim.4.6:
3 -1 0 3-14 -1 0
=| -1 2 —1| =det(A-I1)=det| -1 2-4 -1 |=0
0 -1 3 0 -1 3-14

(3-).((2-2)B3-1)--D(D) +1((-1D(3-2)-0.(-1))=0  (3-A)(6-51+ A1)+ 1-3=0
18-6 A-15A45A243 12233+ 1+1-31=0
234842190 +12=0  ise A1=1, 1,=3, 15=4

(3— A )X] + (—I)Xz =0 A 1=1 ig:in,
-X1+ (2- 4)x2 —x3=0 2x1-X2=0, -X1tx2-x3=0, -x+2x3=0, X;=X3 Xp=2X;
X+ (3-4)x3=0 V=(x; 2x; x;)=a(l 2 1)
A2=3 icin,
‘X2:O, -X1-X2-X3:O, 'X2:O, X3= -X1

V@P=(x; 0 -x;)=b(l 0 -1)

A3=4 icin,
-X1-X2:O, -X1-2X2-X3:0, -Xz-X3:O, X3=-X2, X1=-X2

VO=(x x2 x3)=c(-1 1 -1)
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7 6 -3

Ornek.4.7:A=| =12 —20 24 | matrisinin 6zdeger ve 6zvektdrlerini bulunuz.

-6 -12 16
Coziim.4.7:
7—-4 6 -3
det(A-A1) =det| —12 -20-A1 24 =0
-6 -12 16-1

(7- 2)[(-20- 1 )(16- 1 )+24.12] -6[(-12)(16- 1 )+24.6] -3[144-(20+ 1 ).6]=0
(7- 2)(-320-16 A+ A *+20 1 +288) -6(12 1 -192+144) -3(144-120-6 1) =0
(7- 2 ) (A *+4 1 -32) -6(12 A -48) -3(24-6 1 )=0

TA2 2428 1 -4 12421 A -224-72 1 +288-72+18 1. =0,

- A3 4746 4 -8=0= 1 =1, 1 =4, A 3=-2 bulunur.

(7- 2 )x,+6X3-3x3 =0, -12x1-(20+ A )x,+24x5=0, -6x1-12x,+(16- A )x3 =0

A=1i¢in
6x11+6X5-3x3=0
-12x1-21x,+24x5=0
-6x1-12x,+15x3=0

3
X1= E X3 X2:2X3

V(l) :(% X3 2X3 X3)

3
Vl=a(= 2 1
& )

A =4 i¢in
3x11+6X5-3x3=0
-12x1-24x,+24x5=0
-6x1-12x,+12x3=0

X3:O, X1:-2X2
V@ =(2x, x, 0)

V@ =b-2 1 0
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A=-2i¢in
9%x,+6x5-3x3=0
-12x1-18x,1+24x3=0
-6x1-12x,+18x3=0

X2:-2X1 X3=X1
VO =(x; -2x; -x))

VO=c(1 2 -1



ALISTIRMALAR

1) Asagidaki lineer denklem sistemlerini ¢oziiniiz.

2X-3y—-z=-5 —-6U—-v-2w=-9 X+6y+z=0
3IXx—4y+2z=-3 —4u+5v+3w=4 2X—-3y+4z=2
S5X+2y-32=6 -2u+4v-5w=-3 -3Xx+2y-3z2=0
S5X-2y+3z=18 4Xx-2y+32=26 3u-2v+w=18
-4z -2x+3y=-9 -3x+7y-2z=-24 —4u+4v-2w=-26
3IX-2z+y=6 -2x+y-3z=-19 Su—6v+4w =41
3x—y+4z=5 2x-3y—-4z=-3 u-3v+4w=9
—-2X+3y—-z2=3 -X+2y-3z=-9 —4u+5v-2w=-1
5Xx-4y+3z2=0 -5X+y+62=6 2u-7v+8w=15
4x-2y+32=0 2x-3y+z=-1 3IX-2y+z=4
-3X+7y—-2z=-5 —-3Xx+2y-3z2=-8 - X+4y-52=-6
-2Xx+y-3z2=-3 X—6y+5z2=4 6Xx—-3y—-8z=-2
-2X+3y-z=-4 -2u-v+4w=1 X+y+z=2
-3x+4y+z=1 4u+3v-w=6 2X—-y+z2=5
4x-3y+2z=11 -u-6v-2w=-9 X+z2=-4
X+2y+2z=1 X+y+z=4 -X+y—-z=0
3X+2y-2z=-1 2x—-5y—-2z=3 2X-y-2=2
X—2z=0 X+7y-T7z=5 X+y=-1
X+y—-z=3 X+y+z+t=0 X+y+2z=1
X+2=-2 X+y+z-t=3 2X+y—2=-2
2y—-2=3 X+y—-z+t=-4 3X+y+z=5
X—y+z+t=2
X=2y—-z=1 2X+y—-2=0 IX—=y+2z=7
-2x-3z=1 - X+2y+2=-9 X=5y—-4z=-7
3y+z=2 - X+2y+2=-9 2X+2y=-2
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X+y+2=6 X+y—-z=2 —-X+2y-2=0
-X-y+z=0 -2X+y+z=3 -X+y-2z=0
3X+y-2z=-1 X+y+z2=6 2X+y—-z=0
X+y—-z=0 2X—-y+2=0 -X-y-52=0
X=3y+z=0 3X+2y+3z2=0 X—y—-2=0
3x—-y—-z=0 X+3y+2z=0 2Xx+4z=0
X+2y+3z2=0 10x+8y+2z2=0 X—y-2z=0
2X+y-3z2=0 S5X+4y+z2=0 7Xx-3y—-z=0
3X+2y+z2=0 14x+12y+32=0 X+3y+4z=0
2X—-y+3z=0 2X+3y+52=0 -4x+5y-z =0
3X+2y+2=0 X+y+z=0
X—4y+52=0 3Xx+5y-2=0 2x-dy =2
-7y-3z =-10

2) Sekildeki ti¢ gozlii kapali devreyi AX=B lineer denklem sistemi haline ¢evirip 1,,1,,1;

akimlarini bulunuz.

252

T

E1
T EOHz/00eg

sty

i

IR
E:Z
A EOHz 00 eg

@
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3) Sekle gore ;

. |
R=430 =4Q
40V
@

i )Z’nin vektor diyagramini ¢iziniz.
iiyg="2 Z| =7
1 )V=40V=>1=7?

4) Asagidaki matris islemlerini hesaplayiniz.
2 -1 3 310
A= B=
1 4 3 21 -1
a)A+B b)3A-2B ¢)A"+B"  d)(A+B)
e)(A-B)'  DHA+A d)B—-B’
5) Asagidaki matris islemlerini hesaplayiniz.
1 3 2 2
A = B =
2 4 31
a)A.B b)A’.B c) A+ AT d) B-B'

e) A'B f)(AB)" g)(B-A)" h)(A+B)"

6) Asagidaki denklem sistemlerinde a ve b degerlerini hesaplayiniz.

IR

7) Asagidaki matrislerin carpimlarini bulunuz.

1243‘ NER R
a)326'2 N1 3l 4 6

8) Asagidaki matrislerin ters matrislerini bulunuz.

1 20 2 -2 0
a)A={0 3 0 bB=(-2 0 4
01 4 4 1 2
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5. BOLUM

5. TRIGONOMETRI

Trigonometri matematigin en ¢ok kullanilan kavramlarindan biridir. Teorik matematikte
oldugu kadar miihendislikte ve diger bilim dallarinda da ¢ok uygulama alanlar1 bulmustur.
Trigonometri liggenlerin bilinmeyen kenarlarinin uzunlugunu bulma ihtiyacindan ortaya ¢ikan

bir kavramdir. Halen de kullanilmaktadir. Simdi bu 6zelliklere gore bazi tanimlar yapalim.
5.1. Genel Bilgiler

Dogru: Geometride dogru kisaca noktalar toplulugu olarak tanimlanabilir. Bir bagka deyisle
dogru, baslangi¢c ve bitis noktasi belli olmayan sinirsiz uzunlukta, sonsuz sayidaki noktalar

kiimesidir.

Yarim Dogru (Isin): Baslangi¢ noktasi belli olan dogruya yarim dogru veya 1sin denir. [AB)
Seklinde gosterilir.

A B

Act: [AB) ve [AC) yarim dogrularinin (151n) arasinda kalan alana ag¢1 denir. Bu iki yarim

dogrunun kesistigi noktaya aginin tepesi ve 1sinlarin her birine aginin kenarlar1 denir.

C Bir ac¢inin 0lgiisii iki 151n1n arasindaki donme miktari

ile belirlenir. (0 gibi)

Biz burada sadece bir donme yoniinden bahsediyoruz. Gergekte iki donme yonii vardir. Bunu
biz donme yOniinii tanimlayarak agiklayalim. [AB) yarim dogrusuna baslangi¢ kenar1 diyelim.
Bu yarim dogruyu saat ibresinin tersi yonde ayni pozisyonda belirli bir 0 miktar
dondiirelim.Bu durumda [AC) dogrusunu elde ederiz. Boylece BAC agis1i [AB) yarim
dogrusundan [AC) yarim dogrusuna kadar 6 birimlik donme ile elde edilir.

Iste bu @ birimlik donme yonii yani saat ibresinin tersi yoniinde olana pozitif donme yonii

denir. Tersine saat ibresi ile ayn1 yondeki donmeye negatif donme yonii denir.
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Bir ac1 [OA) 1s1minin baslangi¢ noktasi etrafinda dondiiriilmesiyle elde edilir. Bu nedenle biz
[OA yar1 dogrusunun baslangi¢ kenar1 ve [OB) yar1 dogrusunu da (O kosesi etrafinda ©
birimlik donme ile elde edilen) bitis kenar1 denir. O noktasina da ag¢inin kdsesi denir. Agilar

genellikle .3, 0 ,... ... gibi harflerle gosterilirler.

B 0 >
0 A
6 »
O T A B

Pozitif A¢1 Negatif Ac1

Eger bir 6 acisinin kosesi kartezyen koordinat sisteminde orijinde ve baslangi¢c kenari x-
ekseninin pozitif yonii izerinde ise 0 agis1 standart pozisyondadir denir.

Standart pozisyondaki bazi agilar asagida gosterilmistir.

i e
. X
0, [.bolge 0, IL.bolge
; ’ a'c;l dir 0 acidir

, [V.bolge
acgidir

0, II.bolge

0
acidir 0 0
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Simdi de bolgesel agilar1 asagidaki gibi tanimlayalim.
A

Dogru Act
Dik Ag1

DI

Tam Ac1
Dik A¢1
Birim Cember (Xx° + Yy’ =1Cemberi) : Merkezi orijinde ve yaricap: 1 birim olan ¢embere

birim cember denir.Birim ¢emberin x ekseninin pozitif yoniinii kestigi A noktasina ac¢i

olciilerinin baslangic noktasi denir.

Ac1 Olcii Birimleri:
1-) Derece: Eger bir daire 360 esit parcaya boliinilirse her bir esit pargaya 1 derecelik yay,

yay1 gbren merkez aciya da 1 derecelik a¢1 denir. 1° ile gosterilir.

315
45°
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90°
2180° 270°
0
%, AEA ;

Dar Ac¢1 Genis Ag1 Dik A¢1
Bir 0 acis1, 0°<0 <90° ise 0 agisina dar ac1, 90° <6 < 180° ise O agisina genis aci,
0 =90° ise O agisina dik ac1 denir.
1 derece = 60 dakika 1 =60
1 dakika = 60 saniye 1’=60" seklinde gosterilir.
2)Radyan: Bir dairenin yarigap1 r iken, r birim uzunlugundaki yaya bir radyanhik yay ve bu
yay1 goren agtya 1 radyanlik agi denir. 1 rad ile gosterilir.

Buna gore 360° ¢ lik ac1 2 & radyanina esittir.

r 1 rad
1 Radyan/ T
Y 2n X
2nr
X=—=27

r

Buna gore 360° = 2 rad esitligi her zaman gegerlidir. 360° = 2xt rad ise 180° = = rad buradan:

I rad = —— rad veya | rad= 180 esitlikleri bulunur.
180 T

3)Grad: Bir dairenin 400 esit parcaya boliinmesi ile elde edilen her bir pargaya bir gradlik
yay ve bu yay1 goren c¢evre acgiya da 1 gradlik a¢1 denir ve grad ile gosterilir.Buna gore ;400
grad = 360° = 2 w esitligi gegerlidir. Boylece ag1 Ol¢ii birimleri arasinda; D = Derece; R =
Radyan; G = Grad olmak iizere;

b_R_G veya E B i bagintis1 her zaman gegerlidir.

360 27 400 180 = 200
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Ornekler:

1-) 30° ’ lik a¢1 kag radyandir?
D _R530 _RHyp307_7
180 =« 180 =« 180 6

veya 1° =" radise 30° =7 rad
180 6

2-) -240° ’ lik a¢1 kag radyandir?

/4 4r
—240° = (-240).(—)=——
( ) (1 80) 3
3-) 240 grad kag derecedir?

G D > 240 D > D:180'240

— = = 2160
200 180 200 180 200
4-) 37” kag¢ radyandir?
. 3;‘ . 3Z.zoo
A g > =G = G=150grad
7 200 7 200 V4

Standart pozisyonda ayni bitis kenarina sahip agilara ortak bitis kenarina sahip agilar denir.

Ornegin;
A 30° ve 330° ortak bitis kenarina sahip acilar.
30°
-330°
30° ve 390° derece ortak bitis kenarina sahip agilardir.
30
-390
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Sekildeki P(x,y) noktasi cember {lizerindedir ke Z ve
0<0 ;< 360°i¢in 6 =0 | + 2kn degerlerinin hepsi P
noktasina karsilik gelir. Buna gére AOP agisina 0 agisinin

esas Olciisii denir.

Ornekler: % radyanlik acinin gercek Ol¢iisii nedir?

16n = 127 + 4 =4 +4_7£ 0= 4 esas Ol¢iidiir.
3 3 3 3

Yay Uzunlugu: 0 radyan cinsinden merkez a¢1 ve r yarigap iken; S=r.0  dir.

Ornek: Yay uzunlugunu bulunuz?

@ 60° = 60.% = %
a
10z

S=rf= (IOm).(%) ==, m=1047m

5.2.Dar Acilarin Trigonometrik Fonksiyonlari:

Bir O dar acisina sahip oldugumuzu varsayalim. Bitis kenar iizerinde O(0,0) noktas1 disinda
herhangi bir P(x,y) noktasi se¢elim. Orjinden P noktasina kadar olan uzakligi r ile gosterelim

(r>0). Bur degerine ayn1 zamanda yarigap vektorii denir.

P(x.y) "

-

v

0O X

Phytagorean (Pisagor) teoreminden; 1’ =x"+y’ =r=+/x"+y> (r>0 oldugu igin)

olarak bulunur. Buna gore trigonometrik fonksiyonlart tanimlayalim;
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= =

X X X [\ 2 2

roJyx>+y? y y y

Her bir trigonometrik fonksiyon P(X,y) noktasinin se¢iminden bagimsiz iken 6 degerine

1 _y_ y 2 2
sing=2=——2 Tang <Y secg_ L X+

baghdir. Bunu biraz daha agiklayalim. Asagidaki sekilde bitis kenar {izerinde P noktasindan
ve 0(0,0) noktasindan farkli bir P, (X,,Y,) noktas: alalim.

A OAP ve OB P, tiggenleri benzer tiggendirler Geometriden
y
Pi(x1,y1) hatirlanabilecegi gibi bu iki liggen orantilidir. Bu oran
P(xy) ticgenlerin benzerliginden veriler kullanilarak kolaylikla elde
f edilebilir. Sonug olarak sin® ve verilen bir 0 agisina gore bir
0 A B X’ tektir.
Ornek:
A y Sekilde verilenlere gore O dar agisinin trigonometrik
(5,12) fonksiyonlariin degerlerini bulunuz.
O

Céziim: X =5 } r=y Xyt =452 4127 =169 = 13

y =12
) 6 12
Sin6 ZZZ—Z— Tan 6 2122 SecH =£=£
r 10 13 X 5 X 5
8 5 = 5 = 5
Cosh =2=2 -2 Cotan @ == Cosech =L -2
r 10 13 y 12 y 12

Bir 6 dar acisinin trigonometrik fonksiyonlarmin degerleri bir dik liggenin kenarlarinin
uzunluklar1 orani cinsinden bulunabilir. Bunu aciklamak i¢in asagidaki gibi bir AOB

ticgenini goz Oniine alalim.
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0 dar agisinin karsisindaki AB kenarina karsi dik kenar

ve ag1 kavraminda baglangi¢ kenar1 diye tanimladigimiz

Kars1
Dik
Kenar  AOB ii¢geninde hipoteniis olmak {izere bu AOB

OA kenarina komsu dik kenar diyelim. OB kenarinda

A ticgenini dik koordinat sistemine tagtyalim.

B noktasinin apsisi 0 i¢in komsu dik kenar1 iken

A B
ordinat1 0 i¢in kars1 dik kenardir. Buna gore;
\6{\6‘5 Karst K Dik K
«2;&0 ? y Dik Sing = Y _ ar$1' ik Kenar
Kenar r Hipoteniis
0 X ] X x  Komsu Dik Kenar
: > Cosb =—= : -
O Komsu Dik Kenar A r Hipotentis
i U K Dik K
Sech = T H1pote'nus Tano = Y. — _Karst 1‘ enar
x  Komsu Dik Kenar x  Komsu Dik Kenar

Cosec 0 = & — Hipo?enijs Cotan 0 = X = Komsu ]?ik Kenar

y  Kars1 Dik Kenar y Kars1 Dik Kenar

P noktasindan birim ¢embere ¢izilen tegetin x
B ¢ (0 ekseninin kestigi s(s,0) noktasinin s apsisine & reel
sayisinin sekanti denir ve secd = S geklinde
(X0, o) gosterilir. Tegetin y ekseninin kestigi C(0,c)
A ) S (s,0) noktasinin C ordinatina @ reel sayisinin kosekanti
A denir ve cosecd =C seklinde gosterilir.
Bl

Orneklerde goriildiigii gibi trigonometrik fonksiyonlar arasinda birbirleri cinsinden birgok

iligki vardir. Bunlar1 agagidaki tablo ile sunacak olursak;

Tan0b = Sinb = SecH = 1 = Cotan 0 = COSG = CosO =
CosH CosH Sin0O SecO
1 S0 =— 1~ Cotan® =1
CosecH = Sip = Tanb = m Co sec 0 Tan6
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Ornek: Cos® = 242/3 ise & ‘nin diger degerini bulunuz?
Coziim:

3 =22) + X

= x*=9-8=1=x=1

1

SinﬁzliseTanﬁzsmez 3 _ 1 :_2
3 3 Cosé 242 242 4
: 3
’ veya Tan&’—l—L Cotanﬁ—;—%@
22 y 242 Tan®
COse(:9=_L=l=3 ve Secd = ! = ! = 3 :3\/E
Sing 1 Cos® 22 2/2 4
3 3

Boylece biz bu bilgilere gore bir 0 dar agisinin trigonometrik fonksiyonlar: cinsinden degerini

herhangi bir dik tiggende rahatlikla bulabiliriz.

Ornek:
B Sekle gore A ve B agilarinin trigonometrik fonksiyonlarinin
10 . degerlerini bulunuz?
A 6 C
) . Hivotenii 1
Coziim: SecA = Hip oFenus = 10 = > CosecA = 1p(? cnus 10 = >
Kom.DikKenar 6 3 Kar.DikKenar 8 4
SinA = Xar ..DikK?nar _ 8 4 Tana ~ KarDikKenar 8 4
Hipoteniis 10 5 Kom.DikKenar 6 3
CosA — Kom..leKenar _ 6 _ 3 Co tan A — Kom.Pleenar _ 6 _ 3
Hipotentis 10 Kar.DikKenar 8 4
. Kar.DikKemr 6 3 '
SinB = : o2 2 TanB — Kar.DikKenar _ 6 _ 3
Hipotenis 10 5 Kom.DikKenar 8 4
Cosp= Rom-DikKemr _ 8 _ 4 Co tan  — Kom DikKenar _ 8 _ 4
Hipoteniis 105 Kar.DikKenar 6 3
SecB = Hlpo‘Fenus _ 10 _ 5 CosecB — Hlp(?tenus _10_5
Kom .DikKenar 8 4 Kar.DikKenar 6 3
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5.3. Bazi1 Dar Acilarin Trigonometrik Oranlari

30°, 45° ve 60°’lik agilarin trigonometrik oranlarin1 bazi tiggenleri kullanarak rahatlikla
bulabiliriz.Her bir kenar1 2br olan ABC eskenar {liggenini géz Oniine alalim(soldaki sekil),

sonra A kosesinden H dikmesini inelim(sagdaki sekil).

A A
70
br 2br
2 X 2
B 60"
2br ¢ B A S

Eskenar iicgen 6zelliginden |BH| = ‘HC| =1 ve HAC =30° olur. |AH| =x diyelim. Pisagor
teoreminden |AC|" =|AH[" +[HC|" D 2% =x?+17> x? =22 -1 =4-1=3

|AH| /3 olarak bulunur. Buna gore;

o _[HC _ . |AH
Sin30 Sin60
lad 2 |ag 2
Coso0 = A _+3 Cos6o? < HCl_ 1
Aq 2 AC] 2
o _H_ 1 V3 o _|[AH 3 _
Tan30 AR 3 Tan60 “Ind =1 =43
Cotan30°:%:?:\/§ Cotan60°:%—% 73
1 1 2 1 1
Sec30’ = = —=" Sec60’ = =—=2
* Cos30° 3 3 = Cos60’ 1
2 2
0 1 1 0 1 1 2
— =—_=2 — - __=
Cosec30 300 l Cosec60 60" \/5 \/g
2 2

Simdi de 45° lik dar aginin rigonometrik oranlarini bulalim. Bunun i¢in agsagidaki ABC

ikizkenar dik tiggeni g6zoniine alalim.
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|AB|=[BC|=1
A=C=45°
B=90°
BC in45°
Bu verilere gore; SinA = Sin45° = |— = =S = Q ve Tan45° = Sin5 =1
lac V2 2 Cosd5°
1 | 1 1 1 1
Ctgd5° = =~ =1= Sec45° = = — =2 = Cosecd5° = =— =42
8 Tan45° 1 Cos45° 1 Sin45° 1
2 N5

5.4.Trigonometrik Oranlardan Biri Bilinirken Digerlerini Bulmak icin Ornekler

Verilen trigonometrik oranin pay ve paydasi kenar uzunluklari olacak bigimde tarali ¢izim
yapilir. III. kenarin uzunlugu pisagor bagintisi ile bulunur. Bolgelerdeki isaretler de dikkate

alinarak trigonometrik oranlar hesaplanur.
. T . . 3. ’:
Ornek : 0 < Xx< B olmak iizere sin X = 3 ise tanx ve secx’i bulunuz.

Coziim :

5 Pisagor bagmtisindan a’ = 5> —3* a=4 bulunur.

0<x< % ise L. bolgededir.I. bolgede tiim

trigonometrik oranlar pozitiftir.

a=4 3 1 1 5
tanX =— ve secX= =— == bulunur.
4 cosx 4 4
5

. RY/4 . . .
Ornek: 7 < X< 7 olmak lzere tan X =3 ise cosx ve cosecx’i bulunuz.

Céziim : Pisagor bagmtisindan ¢> =3 +1> = c¢=4/10
bulunur.

T<X< 3?11 ise x III. Bolgededir.Bu bolgede

cosx ve cosecx negatiftir. Buna gore; cosx = —E ve
1 1 V10
COSeCX=—= =— olur.
sin X 3 3



Ornek: Sinx —Cosx = g ise Sin2x =2
8 2
Céoziim: (Sinx —Cosx)’ = (7j
. ) ) 64 . 9 ) 64 )
Sin“x —2Sinx.Cosx + Cos“x = 4—9 ve Sin“x+Cos'x=1=1 —4—9 = 2Sinx.Cosx

Sin2x = 2Sinx.Cosx = —% bulunur. Boylece bir dik tiggende ac1 ve bir kenar veya iki kenar

verildiginde istenen diger elemanlar bulunabilir.

Ornek: Sekildeki ABC iicgeninde verilenlere gore a ve ¢ kenarlarinin uzunluklarini bulunuz.

Oztim: Tan32.2°=2 =&
B b 16.4
Tan32.2°=0.62973 = 1614 — a=16.4(0.62973)
c a '
R a=10.3 ve Pisagor Teoreminden,; ¢ =a’+b’'den
32.2
[] - - 16.4
A b=16.4 C c= \/(l 0,3)" +(16,4)" =19,4 veya cos32.2=T
16.4 16.4
b, =0.084619>c= = =
CosA=—"'den c0s32.2°  0.84619
Ornek: Bir k&priiniin tahmini yiiksekligine gore A ve B
D noktalar1 500 m mesafe ile sekildeki gibi konuluyor.
Kopriiniin yiiksekligini bulunuz?
I ft=30.5cm 1m=3.28ft
P - C
A 500m B
Coziim: ADC iiggeninden; kopriiniin yiiksekligine h
D . h
dersek;tan15° = = h=(500+d)tan15°
00+d
h d
BCD ii¢ggeninden; cot22° = — ve d= cot22".h olup
15° 22° h
A 500m B d C o
_ 500ta£115 _=3978m
h(1-cot22°.tan15°)=500tan15" ise 1-cot22°tan15
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Ornek: Keops'un Biiyiik Piramidi tabani kare seklindedir ve bir kenar1 754t uzunlugundadar.
Bir ziyaret¢i piramit'in yiiksekligini belirlemek i¢in karenin bir kenarinin orta noktasindan
800 ft uzakta bulundugu nokta ile piramitin en tepe noktasi arasindaki agry1 22.27° olarak

Ol¢iiyor.Piramitin yiiksekligi nedir?

22.27° 'n‘

800 ft
‘ 754 ft ’
.. .o o h
Coziim:Tan22.27 =51 veya
800 +——
2
h

h=1177. Tan22.27° =482 ft = 147 m .

i 227° "

) 800 ft ”
“—>

Ornek: Sekildeki roket bir kablo ile destekleniyor. Kablo zeminden 30 m uzaklikta olup
rokete desteklendigi zirve 60 m yiiksekliktedir. Buna gore;

a) Kablonun gergin oldugu varsayilirsa 6 agist ne olur?

b) Kablonun uzunlugu nedir?

Coziim:

a) tan@ = % =2 ise 0 = Arctan2=63.4°
60
(\
30
60 m b)
Sin63.4° = @3X= - 60 = 60
X X Sin63.4° 0.8942
60 30
Cos63.4°=—=70m
0 63,4° X
«—30m — 30
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30°,45°, ve 60° lik 6zel agilar 0°, 90°, 180° ve 270° acilar gibi ¢izilemez Daha 6nce 6zel
acilarin trigonometrik oranlarini bulmustuk. Simdi de birim ¢ember yardimai ile0°, 90°, 180°

ve 270° lik agilarin trigonometrik oranlarini bulalim.Daha 6nce gdsterdigimiz gibi;

Sin9=z=z=y

rol idi.Asagidaki birim ¢cemberden;
X X
CosO=—=—=x
r
A 90"
B(0,1)
=1 .
A'(-1,0 A(1,0)0
180 ° 360"
270°| B'(0,-1)
v
Cos0°=x =1
. A(1,0) noktas1
sin0°=y=0
Cos90°=x =0
. B(0,1) noktas1
sin90° =y =1
Cosl80°=x =—1
. A'(-1,0) noktast
sinl80°=y =0
Cos270°=x=0 . o gers
. B'(0,-1) noktasi ile temsil edilir.
sin270° =y =-1
Tan0° = 1 0 = 0 =0 Cotan0° = C?SO = 1 = oo tanimsiz
cos0° 1 sin0° 0
Tan90° = %0 = 1 = oo ( tanimsiz) Cotan90° = C?S %0 = 9 =0
cos90° 0 sin90° 1
Tan180° = >0 180 = 0 =0 Cotanl80° = 0?5180 = — = oo tanimsiz
cos180° -1 sinl180° 0
Tan270° = sin270% = -1 = oo (tanims1z) Cotan270° = ﬂ = 0 =
cos270° 0 sin270° -1
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Bu degerler ile 6zel acilarin trigonometrik oranlarim birlikte bir tabloda toplarsak;

0° 30° 45° 60° 90° 180° 270°
Siniis 0 l ﬁ \/g 1 0 -1
2 2 2
Cosiniis 1 \/g ﬁ l 0 -1 0
2 2 2
Tanjant 0 1 1 3 © 0 00
V3
Cotanjant 00 NE) 1 1 0 o0 0
V3
Secant 1 i ﬁ 2 o0 -1 00
3
Kosecant o0 2 ﬁ i 1 o0 -1
V3

Ornek: Sekildeki yerel radyo istasyonunu goz dniine alalim. Istasyonun yiiksekligini bulmak
icin zeminde tam istasyonun altinda duran bir kisinin oldugu noktaya B diyelim. B'den
200ft.(*30.5cm) uzaklikta bir A noktas1 alalim.A noktasinda kulenin baglangici ile tepesi

arasindaki agilara sirasiyla a ve 3 dersek kullanim yiiksekligi ne olur?

a=35°
B = 26° 200 ft. B

Coziim: Seklimizi daha sistematik bir sekilde ifade edelim.

C TanB=tan26° = 2—(3;0 => y=200.tan26°degerini

X Tano=tan35° = X*y formiiliinde yerine

X+ 200.tan 26 >

200
200.tan35°-200.tan26=x =» x=42.5

yazarsak;Tan35° =

y
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5.5.Kartezyen Koordinat Sisteminde Trigonometrik Fonksiyonlarin isaretleri
0 acisinin alt1 trigonometrik fonksiyonu olan sin®, cosf, tanO, cotan, secO, cosecO

fonksiyonlarinin bolgelere gore isaretleri asagida verilmistir.

11. Bolge 1. Bolge
Sine>0 Sec6>0

Cos6>0 Cosec®>0
Tan®>0 Cotang >0 Hepsi Pozitif

Sin6>0 Sec6>0 Sin6>0 SecB8>0

CosB >0 Cosech>0 Cose>0 Cosechb>0
Tan®6>0 Cotan6>0 Tan8>0 Cotan6>0

111. Bélge 1V. Bolge

Bu isaretleri belirlemenin bir baska yolu ise trigonometrik ¢emberde (X,y)=(cos0,sin0)
oldugundan her bir bolgedeki trigonometrik fonksiyon degeri (cos® ve sinf) kullanilarak

kolayca belirlenir.

11. Bélge 1. Bolge
(-x,y)- u (ny)
(-X,~Y)n (X,-y)

111. Bolge V. Bolge

5.6.Kutupsal Koordinatlar

Kutupsal koordinatlarda sekilden de goriildiigii gibi x-eksenine
kutup ekseni, O(baslangi¢ noktasi) noktasina kutup noktas1 (0,r)
ciftine de P noktasinin kutupsal koordinatlart denir. Diizlemin

f) noktalar1 ile kutupsal koordinatlar arasinda ki esleme bire-bir

v

0 degildir.
Cinkii (0,r), (0+2km,r) (0+2k+1)m,r) ¢iftleri aym1 bir P noktasinin kutupsal
koordinatlaridir.Bir P noktasinin P(0,r) seklinde kutupsal koordinatlar1 verildiginde x=r.cos0;

y=r.sin0 esitlikleri yardimiyla P noktasinin kartezyen koordinatlarini bulabiliriz.
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Buna karsit olarak P noktasinin P(x,y) kartezyen koordinatlar1 verilmis ise x-ekseni kutup

ekseni, orijin kutup secilerek ;

- rP=x’+y’ = r=FYx'+y’

A
‘ P(x.y) |
Y _ rc?SG _ sinf — tand
X rsin@  cosO
r y
Y —tan@ise 6 =arctan? bagmtilari ile
0 X X
RN
O X kartezyen koordinatlardan kutupsal koordinatlara

dontstiirtiliir. Kutupsal koordinatlarda bir fonksiyon r = f(0) veya f(0,r)=0 esitlikleriyle
tanimlidir. Kartezyen koordinatlar ile kutupsal koordinatlar arasindaki iliskiden dolay1
kutupsal formda verilen fonksiyonu kartezyen koordinatlardaki ifadesini kartezyen formda

verilen bir fonksiyonun kutupsal koordinatlardaki ifadesini bulabiliriz.

Ornek: Kartezyen koordinatlari (4,-4 NG ) olan noktalarin kutupsal koordinatlarini bulunuz.

r=TFx>+y° =FJ16+48 =F8

~43
4

Y =tan0

X

= tan0

0 = arctan (—\/5) ise 9=5?n ve P(S?7t ,8) dir.

Ornek: F(0, r)=r’Sin® — 2rCos0 + 7r* + 2 = 0 kutupsal denkleminin kartezyen denklemini

bulunuz.

Coziim:x =r Cos®, y=rSin® ve r’=x"+y’ bagmtlarmi denklemde yerine koyalim.

Prsin®- 2rcos0+7r242=0

rFy—2x+7r7+2=0 ise r* (y +7 )-2x +2 =0 ve (x> +y?). (y +7 )-2x +2 = 0 olur.
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5.7.Aci1sal Hiz:Sekilden de anlagildig1 gibi yay uzunlugu s, birim zaman t, yarigap r, a1 0

olmak iizere birim radyan cinsinden lineer hiz V:%'dir .Bu ifade s yay uzunlugu formiiliinde
s =r. 0, her iki taraf't ile boliinerek; % = r.% bulunur ve buradan;V = r.w elde edilir.Burada

lineer hiz VZ% iken agisal hiz WZ% birim zamandaki radyan cinsinden hizdir.

5.8.Siniis ve Kosiniis Kurah

Ozel iicgenlerin disindaki iiggenlere herhangi iicgenler denir. Bu iiggenlerin kenar ve
acilarindan bazilan bilindiginde diger ac1 ve kenarlar1 bulmak i¢in siniis ve kosiniis kurallari
kullanilir.

5.8.1.Siniis Kural: Herhangi bir ABC ii¢genini goz Oniine alalim. C kenarindan AB

dogrusuna h dikmesini inelim ve bunun AB'yi kestigi noktayr H ile belirtelim.

C Buna gore siniis kural;
a b ¢
b h a sina sinb sinc
seklinde ifade edilir.
A H B
c

Siniis kuralinin uygulanabilmesi i¢in;

1) Iki ac1 ve bu agilardan birinin karsisindaki kenar

2) Iki kenar ve bu kenarlar arasindaki ac1 bilinmesi gerekir.
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Ispat:

C
ACH ii¢cgeninde; SinA =% ve h =b.SinA
h % <
BCH ii¢geninde; SinB = — ve h = a.SinB
a
elde edilir.h=h oldugundan; A H B

b

a.sinB =b.SinA = — =—
sinA sinB

Benzer olarak A noktasindan CB Kenarina h dikmesi inilerek;

C

A B

AHC ti¢geninde; SinC :% ve h =b.SinC =AHB {i¢geninde; SinB = h ve h =c.SinB

c
elde edilir.h=h oldugundan;c.SinB = b.SinC = _b = ,C ......... (i1)
sinB  sinC
. s e b c
olur. (i) ve (ii) ifadeleri birlestirilirse; olur.

sin A - sin B - sinC

5.8.2.Kosiniis Kural :Herhangi bir ABC ii¢geninde;

1) Iki kenar ve aralarindaki a1 biliniyorsa

i1) Ucg kenar biliniyorsa diger istenen ac1 ve kenarlar bulunabilir. Bunun igin asagidaki
ABC ii¢genini goz Oniine alalim; Bu durumda;

a2 = b2 + c2 — 2bc.CosA
b2 = a2 + 02 — 2ac.CosB 1ifadeleri kosints kuralr olarak bilinir.
02 = a2 +b2 —2ab.CosC

Ispat : AHB iiggeninde pisagor teoremi uygulanirsa ;

(i)  ¢?=(b-x)+h?elde edilir. e

AHC dik tiggeninde pisagor uygulanirsa; c N a

(i)  a%=h?+x? elde edilir.

(1) ve (ii) ifadelerini taraf tarafa ¢ikarirsak; A N bx 1:'1 A . /C
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02 —a2 =b2 —2bx+x2 +h2 —h2 —X22>02 =a2 +b2 —2bx olur.

CosC =X = x = a.CosC degeri yukarida yerine yazilirsa; ¢2 =a2 + b2 —2ab.CosC bulunur.

a
Ornekler:
1)
Yandaki ABC ii¢geninde;
A =30°
a =2cm
b =3cm
B=

A B

Coziim: Coziimii iki yolla yapmak miimkiindiir. Bunlar ABC dar ag1l1 liggeninde veya AB'C

genis acili ticgenindedir.

Siniis kurali iki kenar ve bunlardan birinin
karsisindaki a¢1 belli oldugundan
uygulanabilir. Buna gore;

'a = ,b 'den SinB=M ise
sinA sinB a

SinB=0.75 ve B=Sin"1(0.75)=49°

2) Herhangi bir ABC ti¢geninde B=30", a=0.453 ve ¢=0.682 ise diger bilinmeyenleri

bulunuz.

Céziim: Iki kenar ve aralarindaki a¢1 bilindigine gére diger kenar ve acilar kosiniis kurali

uygulanarak bulunabilir. Bunun i¢in seklimizi verilenlere gore ¢izelim.
A
b% =a? +c? —2ac.CosB

b2 =(0.453)% +(0.681)% —2(0.453)(0.681)C0s20°
0.682 b

b? =0.2052+0.4638 - 0.6170.(0.9397) = 0.0892
20° b =+/0.0892 =0.299

B C
- 0.453 >

C.(SinB) _ (0.681)(0.3420)
b 0.299

C ag1smi1 bulmak i¢in siniis uygulanirsa; SinC = =0.7790
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C=Sin"! (0.7790) = C =51.2° o halde A=180-B-C=180-51.2-20=108.8"
Fakat en biiyiik kenarin karsisinda en biiytik a¢1 bulunacagindan C=108.8"ve

A=180-B-C =» B=180-511.2-108.8=A=31.2° olarak bulunur.

5.9.Trigonometrik Fonksiyonlarin Periyodu:

Eger bir y=f(x) fonksiyonu Vx e R ve p e R ™ sayisi i¢in;f(x+p)=Ff(x) sartin1 sagliyorsa
y=f(x) fonksiyonuna periyodik fonksiyon p sayisinda da y=f(x) fonksiyonunun periyodu

denir.

sin”(ax +b)
cos"(ax +b) X * dogal _ p_z_n
sec(ax +b) n tek dogal say1 ise; A

cosec”(ax +b)

J

sin”(ax +b)
cos"(ax +b) . y . n

> ngift dogal say1 ise; p=-—
sec”(ax +b) |a|

cosec"(ax +b)

AN

n dogal say1 ise; p = a3

a

Not:Toplam veya fark bigiminde verilen trigonometrik fonksiyonlarin periyotlarinin bulunmasi igin her birinin

tan" (ax +b)

e

cot"(ax +b) J

periyotlari ayr1 ayri bulunur. Bu periyotlarin paydalar: esitlendikten sonra paylarmn en kiigiik ortak kat1 bulunarak
paya ortak payda da paydaya yazilir.
Ornek:Asagidaki fonksiyonlarin periyodunu bulunuz.

a)f(x) = Sin(5x + 3) = p= 2%

b)f(x)=3Tan5(7§+4) 3p—/1 - 7n
@
-3x 3= 167
o)f(x) = 5Cot + = — p= 21 -
)fx) (—+5) p /3 3
8

df(x) = %COSGC 7(";—“j = p= ‘2—” - 8
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5.10.Trigonometrik Fonksiyonlarin Grafikleri

Siniis ve Kosiniis egrileri, dairesel hareket iceren matematigin uygulamalarinda kullanilir.

Siniis ve Kosiniis egrilerinin baz1 kullanim alanlarini1 yazacak olursak;

1- Alternatif Akim-Elektrik

2- Pistonun hareketi

3- Isik, dalga ve diger elektromanyetik dalgalar

4- Bir t
5- Akis

el-yay vb. mekanik titresimi

hareketi

6- Bir sarkacin hareketi

7- Ses dalgalari

8- Diinya, giines, ay, vb. yoriinge hareketi

Simdi dairesel hareketle siniis egrisi arasindaki iliskiyi gérmek i¢in [0, 2 «] araliginda y=sinx

fonksiyonunun

grafigini ¢izelim.

x (Derece) |0 30 60 90 120 150 180 210 240 270 300 330
x(Radyan)|g n/6 n/3 n/2 2n/3 5n/6 =m Tn/6 4n/3 3n/2 5n/3 lln/6
y=sinx 0 05 087 1 0.87 0.5 0 -05 -087 -1 -0.87 -0.5
(cosx,sinx) A y=sinx
« 1
i 0.5 1
sin
> * 0 1 [ l >
n 2n
05 3 3n
2
-1

Sekilden de goriilecegi gibi birim ¢ember ile y=sinx fonksiyonunun [O,27z] araligindaki iliski

r yarigap vektoriinlin yiiksekliginin her bir x agis1 i¢in grafik tizerindeki y koordinatina bagh

olmasidir.Yani, birim c¢emberde x ag¢i cinsinden Ol¢iim iken grafikte radyan cinsinden

Ol¢timdiir ve bunlar yukaridaki tabloda oldugu gibi ayn1 degerlerde birbirine esittir.
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Benzer sekilde [0,27[] araliginda y=cosx egrisini ¢izelim:

x (Derece) |0 30 120 240 300 330
x (Radyan)|0 /6 n/3 n/2 2rx/3 5x/6 = Tn/6 4n/3 3n/2 5n/3 lln/6
y=sinx 0 087 05 0 0.5 0.87 -1 -0.87 -0.5 0 -0.5 -0.87
(\rUBA,BillA) 11
r=1
} X
n/2 n 3%/2 .

COSX

-1

Boylece, y=sinx ve y=cosx fonksiyonlar1 ayni grafik {izerinde karsilastirilacak olursa bunlarin

ayni deger kiimesi [— 11 ] ‘e sahip olduklar1 ve periyodik bir fonksiyon olduklar1 goriiliir.Bu

periyot, f(x + 2kx) = f(x) oldugundan 27 olarak bulunur.

5.10.1.Trigonometrik Fonksiyonlarin Grafik Cizimleri

1) Fonksiyonun periyodu bulunur,

2) Bulunan periyoda uygun aralik se¢imi yapilir,

3) Seg¢ilen aralikta fonksiyonun degisimi incelenir ve degisim tablosu hazirlanir,
4) Degisim tablosuna gore fonksiyonun grafigi ¢izilir,

5) Periyot araliginda ¢izilen grafik aynen tekrarlanir.

1. f (X) =sin X fonksiyonunun grafigi

1)  f(x)=sinx

sin(x +kn)=sinx= p=2kr= kez

k=1 i¢cin 27  oldugundan p=27

2) [0,27:] uygun araliktir.
3)




4)

2.

3.

ylk
1+

3% 2n

f (X) = COS X fonksiyonunun grafigi
1) f(x)=cosx
cos(x+2kz)=cosx = p=2kzr= kez

k=1 i¢in 27  oldugundan p=2x

2) [0,27] uygun araliktir.
3)
X 0 % T 3% 271
cosx 1 0 -1 0] 1
4)
yll
1
—\% I /2.”: ‘
n 3 Cx
\/ % X
-1 4+
f (X) = tan X fonksiyonunun grafigi

1) f(x)=tanx
tan(x +kz)=tanx= p=kzr= (ke Z)

k=1 i¢in 7oldugundan p=r

2) x= % icin  f (X) =tanX fonksiyonu tanimsizdir.

Grafik % dogrusunu kesmez. [0, 7] {%} aralifinda ¢izilir.
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3)

4)

4.

B % % . 2n
/ 0 T
14
f (X) =cotX fonksiyonunun grafigi
1) f(x)=cotx
cot(x+k7z)=c0tx ise p=kz,(keZ)
k=1 i¢cin 7 oldugundan p=r
2) x=0 ve X=r igin f(x)=cotx tanimsizdir.
Grafik [O, 7r]— {0, 7z} araliginda cizilir.
3)
x |0 2 v n
cotanx ‘ N OO\‘ 1 \ 0 q \ .
4)
y
14
% % W

2n

87

XV



5. f (X) =secX fonksiyonunun grafigi

1
COSs X

p=2r

1) f(x)=secx =

2) X = % ve X = 77[ icin  f(x)=secx tanimsizdr.

Grafik x = % ve X = 3—” dogrularin1 kesmez. [0,27r]— {%,37”} "de ¢izilir.

2
3)
T 3w
secx| 1 / -1 \
+ 00 —OO/ \— oo | [+ 1

4)

y A

—> y =sec X
1
o ‘\_\ T __\\_\—-> y = cos X
Z 0 . ) .
1 S._ SN
6. f (X) = COs eCX fonksiyonunun grafigi

p=2x

1) f(x)=cosecx =
cos X

2) x=0 ,x=x ve X =2z igin f (X) = CcosecX tanimsizdir.
Grafik x=0, x=7 vex =2z dogrularmi kesmez. [0,277]— {0, 7,27 }araliginda ¢izilir.

3)

T

2
+O°\ ! /'+°0

27

%
i\,

0

X
COoseC X

3
T
_w/
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4)

y A
—> y =cosec X

-

> y=sinx

5.10.2. y=asinbx ve y=a.cosbx (a,b € IR) grafikleri:

_b
Periyod 27

Genlik(Amplitude)= |a| Periyod= 2{ Frekans =

Ornek: y=3sinx fonksiyonunun [O,Z;z] araligindaki grafigini ¢iziniz.

Periyot=2x |a| =3

X 0 n/6 /4 n/3 7w/2 2n/3 3n/4 5n/6 T
y=sinx | 1 0.87 0.5 0 -0.5 -0.87 -1 -0.87 -0.5
y=3sinx |3 261 1.5 0 -1.5 261 3 261 -15

A

3

o 3n/2
/2 2n
-3
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Ornek:y=sin2x

27” = 7 (Periyod)

X 0 n/6 n/4 n/3 @w/2 2n/3 3n/4 5n/6 o
2x 0 =n/3 =wn/2 2mn/3 T 4n/3 3m/2 5n/3  2m
y=sin2x | () 1 0 - 0
1 P
/// ~. \
! /2 3mn/4 o 2n
n/4 i,‘ ’
\ y.
1 “ e
5.10.3.y = asin(bx + @) ve y =acos(bx + ¢) grafikleri:
Ornek: y = sin(X + %) fonksiyonunun grafigini ¢izelim.
Coziim:
X 0 /2 T 3n/2 2n
x+ = d 3 R0
2 2 T 2 2m 2
sin(x + E) 1 0 -1 0 1
2
A
T
0 w/2 -
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Ornek: y = cos(2X + %) fonksiyonunun grafigini ¢izelim.

Coziim:
2x |—m/8 /8 3n/8 5n/8 T/ 8 2w/ 3
oxs T
X+ 1 0 /2 T 3n/2 2n 2n
T
cos(2x + Z) 1 0 -1 0 1 0
A
1]
— 1
0.5——
| | | -
n 3n > 7n
8 8 '8
-0.5——
-1 —t

5.11. Trigonometrik Ozdeslikler

i)sin® @ +cos* 6 =1

. X
2 sm<9=l ve cosf =—
r r
X =r.cos0
x,y) 2 + yz _r?
y =r.sinf

r’cos’@+r’sin*@=r?

r’(cos’ @+sin’ @) =r’

cos’@ +sin’0 =1 ||

tan’0 +1=sec’ 0
tan’ 0 =sec’ 0 —1
ii) . 9 ) 2
sin” 0 LS 0 +cos 0 1 e’ 0

cos’ 0 cos’ 0 cos’ 0
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iiif)

vi)

cot’ @ +1=cosec’d

00529+1_ cos’ @ +sin’ @ B

— — =——=cosec’d
sin” @ sin” @ sin” @

cot’ @ =cosec’d —1
tan @.cosecd = secd

sec’0 .sin® +1=sec’0
.sin’® +1=tan’0 +1=sec’O

cos’ 0

—1+1=sec’0

1-cos’0 )+1=
cos’ 0 ( ) cos’ 0

COsecX.sec X —cot X = tan X

sind  1+cos6

l—cosf  sind
sin & ( sin & j_ sin” @ B 1-cos” @
sin@ J{1-cos@) sin@(1-cos@) sinO(1—cos®)

(1-cos 0).(1 +cos6) _1l+cosd

sin O(1 - cos ) sin 6
tan A+ cot A
AN ATOOMA _ ec? Acot? A
tan A
1
tan A+ — sec? A
tan A _ — =sec’ A.cot’ A
tan A tan” A

5.11.1.Toplam ve Fark Formiilleri

y
a [*\’
1 1 M
0
A+B pe
B l
A [ [1x
0

sin A.cosB +cos AsinB = (ij(o—Mj + [gj[ij =p+q
oM 1 r)\1



sin(A + B):?: p+q

sinA=L:> cosB=%/I —sinB=~ = cosA=3
oM 1 1 r
Oyleyse; sin(A+ B) =sin A.cos B+ CosA.sin B
sin[A+(—B)]=sin A.cos(—B)+cos A.sin B
= sin A.(cos B) + cos A.sin(—B)
sin(A—B) =sin A.cos B—cos A.sin B
Benzer yollardan gidilirse;

cos(A+B)=cosAcosB —sin AsinB  cos(A—B) =cos Acos B +sin Asin B

tan(A+ B) = tan A+tan B tan(A—B) = tan A—tan B
1—tan Atan B 1+tan Atan B
cot(A+ By SOLACOtB 1 cot(A— By —SOLACOtB =1 ) linde bulunabilir.
cot A+cotB cotA—cotB

5.11.2.Yarmm Ac¢1 Formiilleri

. . . X I-cosx
sin2x=2sinx.Cosx sin— ==
2 2
. X 1+ X
cos2x = cos’ x —sin’ x cos—=i1/&
2 2
2tan X X l-cosx sin X
tan 2x = ——— tan — = — =
l-tan” x 2 sin X 1+ cos x
cotan’x—1 X Sinx 1+ Cosx
Cotan 2x = ———— Cotan — = = -
2Cotan x 2 1-Cosx Sinx

e 7 . X X X
Ornek: cosXx=——=sin—, cos—, tan— = ?
9 2 2 2

Coziim:

7
. X [l-cosx 1+§ 242 x  [l+cosx
SIn—= = = COS— = =
2 2 2 3 2 2
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5.11.3.Trigonometride ki Acimin Toplam veya Farki icin Ornekler:
Ornek: Asagidaki ifadeleri hesaplaymniz.

NG

a) sinl05° b)%coslS" —%sinlS" c)cos’ 75" —sin> 75° d)sin18°.cos12° +cosl8 sinl2°

Coziim:

a) sin105° =sin(60° +45° )= sin 60".cos 45" + cos 60°sin 45°
2

B 1 o N2 o2
22 22 4 4 4
b) g.cosl? —%.sin15° =c0s30°.cos15° —sin30°.sin15° =cos(30° +15°)=cos45° :72
3

¢) cos>75° —sin® 75° = cos75°.cos 75° —sin75°.sin 75° = cos(75° +75°)= cos150" =——

[\S)

d) sin18".cos12° +cos18".sin12" =sin(I8" +12° )= sin 30° =%

5.11.3.1.Yarim Ac1 Ornekleri:
Asagidaki ifadeleri hesaplayimiz.

sin36° cos36° . T Vs V4
- =? b) sin—.cos—.cos—="?

Ornek: 1) a) —
sinl2®  cosl12° 24 24 12

2)a) 0<x <g ve sin X = % ise sin 2x ’in degeri nedir?
b) sin37° = 0,6 ise cos16° yi hesaplaymiz.
4 . g ..
¢) tan2X = 3 ise tan X degerlerini bulunuz.

Coziimler: 1) a)

sin36° B cos36° sin36°.cos12” —cos36°.sin12° sin(36° —12°) sin 24°

— = =2
sinl2°  cosl12° sin12°.cos12° 1 . .
5-s1n24

(7 T T 1 . (7« i 11 . 7o 1
b) sin| — |-cos| — |-cos| — |=—"-sin| — |-coS| — |=—-—-sin— = —-
24 24 12 2 12 12 2 2 6 4

2)a)0<x< g, sinX = % verilenlere gore istenenleri hesaplayalim.

3

sin 2X = 2sin X.cos X =2-§~—
4 4 8
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b) sin37° = 0,6
6 8

cosl6” =sin74° =2.sin37.cos37=2-—-—=0,96
10 10
¢) tan2X =£:> tan2x=2Ln;(—>tanx=t iz 2't2 = 4-4t* =6t
3 I—tan” X 3 1-
2t +3t-2=0
" =1 :l =>t, =-2

(2t-1)-(t+2)=0 2

1
tanX:E:> tan X = -2
5.11.3.2.Déniisiim Ornekleri (Carpim)
Asagidaki ifadeleri hesaplayimniz.
1) a) tan255° + tan15° py SO0 Fsinl0 o sind8 Fsnld g 360~ cos72°

sin 40° cos48" +cosl2’

2) (Ters Doniisiim)
a COSSQ .c0540 b) 2sin45°.cos15° ¢) cos20°.cos40°.cos60°.cos80°

sin 80"
Coziimler:

sin 255° N sinl5®  sin255°.cos15” +sin15°.cos 255
c0s255°  cosl5® c0s255°.cosl5®

1) a) tan255" +tanl5" =

sin2ss° +15°)  _ sim270° -1 1,

B cos(270° —15°)cos15° "~ _sinl5°.cosl5° —l-sin30°

. [50° +10° 50° -10°
2.sin| ———— |-cos| —
sin50° +sin10° 2 2 _ 2sin30°.cos20°

L
2 2

b =
) sin 40° sin 40° 2sin 20°.cos 20°
1
ot
2.sin20°  2.sin20°
sin48° +sinl12°  2sin30°.cos18’ . 1
= =tan30° =—
cos48° +cosl2” 2cos30°.cosl8” J3
d) cos36" —cos72° =-2sin 36 +72 -sin 36 —72
2 2
lsin72°
=—25in54°.sin(—18°)= 2sin18".cos18°.cos36 _ sin36°.cos36 _ 2' :l
cos18’ cos18’ sin72° 2
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l[cos90°+cos10°] l-cole‘)
2 _2 1

c0s50".cos40”
sin 80° sin 80° cos10° 2

2) a)
3 1443

b) 2sin45° cos15° =2cos45° cosl5® :2%[cos60° +cos30°]:%+ 5 5

1 c0s20°.sin20°.cos40°.cos&0°

¢) c0s20°.cos40°.cos60°.cos80" = —- -
2 sin 20°
L 40° cos40° cos80° L 80° 80° L 160°
1, sin40° cos40° cos 1, sin80°.cos 1 2.s1n 1 sin200 1
2 sin 20° 4 sin 20° 8 sin20° 16 sin20° 16

5.12.Trigonometrik Denklemlerin Coziimleri
1. [0,2n] olmak iizere sinx=sin 3% sinx =sin o denkleminin ¢oziimii:
[O,Zn] araliginda siniisii sin o olan 1ki ag1

vardir. Birinci ac1 o, digeri ise (t—a ) dir.

Genel ¢oziim elde etmek icin her birine k € Z

\\J olmak tizere 2kmn eklenir.
sin X =sina = sin(mw —a)

X, =0o+2kn veya x, =n—a+2kn keZ

Genel olarak, k € Z olmak iizere; sin f(x) = sin g(x)

f(x)=g(x)+2kn veya f(x)=mn—g(x)+2kn esitliklerini saglayan x € R degerler kiimesidir.

2. [0,21) olmak iizere cosx =cosa denklemlerinin ¢oziimii:
y A [0,271) araliginda kosiniisii coso olan iki ag1

vardir. Birinci ag1 a digeri ise—o ‘dir. Genel

¢Ozlim elde etmek i¢in her birine k € Z olmak

\

tzere 2kmn eklenir.

COSX = cosa = cos(—a)

X, =o+2kn veya x, =—a+2kn  keZ

Genel olarak, k € Z olmak iizere; cosf(x) = cos g(x)
f(x)=g(x)+2kn veya f(x)=-g(x)+2kn esitliklerini saglayan x € R degerlerinin
kiimesidir
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3. [O,2n) olmak tizere tanx = tan a denklemlerinin ¢6ziimii:

[0,27:) araliginda tanjanti, tano olan iki ac1

A
vardir. Birinci ac1 a, digeri ise (n+ o) dir.
% Burada iki ag¢1 arasinda 7 kadar fark

Y

oldugundan a’ya k € Z olmak iizere kn

4

eklenerek genel ¢6ziim bulunur.

tanx =tano = x =a+kn keZ

Genel olarak, k € Z olmak lizere; tan f(x) = tan g(x) = f(x) = g(x) + kmx “dur.

4. [O,2n) olmak tizere cotx = cota denklemlerinin ¢oziimii:

[O,2n) araliginda kotanjanti, cota olan iki ac1
vardir. Birinci ac1 o, digeri ise (n+ o) ’dir. o

Y ile (m+ o) arasinda © kadar fark oldugundan

a’ya k € Z olmak tizere kn eklenerek genel

¢Oziim bulunur.

\

cotx=cota=>x=0a+km keZ

I
%4,

Genel olarak, k € Z olmak lizere; cot f(x) = cot g(x) = f(x) = g(x) + kn ‘dir.

Ornek:Asagidaki Trigonometrik Denklemleri ¢oziiniiz.
a)Sin 2x = % b)Cosx = % c)tan 3x.tan 2x =1

Coziim : a)Sin 2x = % = Sin 2x = Sin[gj = Sin(n —%j =

2x =2 4 2kn veya 2x:n—£+2k:>(;= XX =% 1k veya X =5—n+k , keZ
6 6 b2 212

b) Cosx=£:Cosx:Cos£:Cos(—£j:>x =T ok veya X =Tk
2 6 6 ) 2 6

¢

X =24 2kn veya X =-T  2kn , keZ}
b6 2 6
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c¢)tan3xtanXx =1= tan3x =

3x=£—2x+2n:>5x=£+kn:>x=£+—
2 2 10

tan2x

= tan3x = cot2x = tan3x = (tang — 2xj

kn n k=

, keZ==<x|jx =—+—, keZ
10 5

5.13.Toplam ve Carpim formiilleri

i) Toplamin Carpima Doniistiiriilmesi

cos A+ cosB =2cos

cos A—cosB =-2sin

sin A+ sinB = 2sin

sin A—sinB = 2sin

A+ B
.COS

A-B A+B

A+B

A+ B

ii) Carpimin Toplama Doniistiiriilmesi

sin A.cos B = %[Sin( A+ B)+sin( A-B )]

cos A.cosB = %[cos( A+ B)+cos( A— B)]

sin A.sinB = —%[cos( A+ B)—cos( A— B)]

5.14.Trigonometrik Esitlikler

1)
V8 € Rigin;
sin @ = sin(2kz + @)
sin(—f) = —sin 6

sin(z—ﬁ) =cos 0
2
sin(%Jr 0) =cos b

sin(z7 — @) =sin 0
sin(r +60)=—siné

sin(%r —60)=—cos b

sin(3—ﬂ +68)=—-cosf
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2)

V0 € Rigin;
cosf = cos(2kz + 0)
cos(—#) =cosé@

cos(% —60)=sinf

cos(% +6)=—-sinf

cos(r — @) =—cosd
cos(w +60)=—cosd

cos(%[ —0)=—-sinf

cos(%r +6)=sinf

}



3) 4)

VOeRigin;9¢g+kﬂm V6 e Rigin; 0 = kr,
k € Zigin, ke Zigin,
tand = tan(2kt + 0) cotd = cot(2kz + 0)
tan(—0) = —tand cot(—0) = —coté

T
tan(E —0) = cotd cot(% —0)=tand

T
tan(z +6) = —cot9 cot(% +0)=—tand
tan(r —6) = —tand cot(r —@)=—cotl

tan(m+0) = tand

3 cot(zw + @) =cotl
1:ar1(?7t —0) =cot

cot(%[ —60)=tanéf

3n
tan(? +8) =—cosd cot(3—7Z +6)=—tanf
2

5.15.Ters Trigonometrik Fonksiyonlar

Bir fonksiyonun tersinin olabilmesi i¢in bire-bir ve drten olmasi gerekir. Fakat trigonometrik
fonksiyonlar R den R ye bire-bir ve orten degildir.Bu nedenle, tanim kiimeleri R olarak
segilirse, bu fonksiyonlarin bire-bir ve 6rten olduklar1 alt kiimeler secilerek ters trigonometrik
fonksiyonlar tanimlanabilir.

1) Arcsiniis fonksiyonu

Siniis fonksiyonu, IR — [—1,1] orten fakat bire-bir olmayan bir fonksiyondur. Bu
. g T o ,
fonksiyonun tanim aralig1 [— 3,3} alirsak bire-bir ve orten olur.

f: [— %,%} - [— 1,1] , f (X) =sinX fonksiyonunun ters fonksiyonu

f! (X) =sin”' X veya f~' = Arcsinx seklinde gosterilir.
Arcsin : [~ L1] - | - Z,Z dir.
2°2

y="f(x)=sinx< x=f'(y)=sin"y ise x = Arcsiny
Ters fonksiyonda x ile y yer degistirilirse,
y = Arcsin X bulunur.Arcsiniis fonksiyonunun grafigi :
Arcsiniis fonksiyonunun grafigi y = sin x fonksiyonunun Yy = X dogrusuna gore

simetrigidir.
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— | y=Arcsin x

A J

oS

oS

2) Arccosiniis fonksiyonu

Kosiniis fonksiyonu, IR — [— 1,1] orten fakat birebir olmayan bir fonksiyondur.
Bu fonksiyonun tanim araligini [0, 7[] alirsak, birebir ve orten olur.
f:[0,7]>[-1L1] f (X) = cos x fonksiyonunun ters fonksiyonu

1

f1(x)=cos™' x veya f _1(X) = Arccos” ! x seklinde gosterilir.

Arccos :[-11] = [0,7] dir.y = f(X) =cosx < x = f _l(x) < X = Arccosy
Ters fonksiyonda x ile y yer degistirirse y = Arccos X olur.

Arccosiniis fonksiyonun grafigi:

y = Arccos x yT

Arccosiniis fonksiyonunun grafigi y = cos X fonksiyonunun Yy = X dogrusuna gore

simetrigidir.
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3) Arctanjant fonksiyonu

Tanjant fonksiyonunun tanim kiimesini IR — {72[+ kz,k EZ} ve deger kiimesini , R alirsak bu

fonksiyon birebir ve 6rten olmaz. Bu fonksiyonun tanim araligini (—Z,Z] alirsak, birebir ve

orten olur.

f: (—Z,Zj — IR, f(x)=tanx fonksiyonunun ters fonksiyonu f -1 (x) = tan~! x veya

f1 (X) = Arctan x seklinde gosterilir.
Arctan: IR — (—”,”j dir.
2°2
y=f(X)=tanx < x = 1‘_1(y):tan_1 y < x=Arctany

Ters fonksiyonda x ile y yer degistirirse, Y = Arctan X olur.

y=tan x
y
Tc ,///
2 u'//
x _T n
2 2
O X
I
2

Arctanjant fonksiyonun grafigi tanjant fonksiyonunun grafiginin y = X dogrusuna gore
simetrigidir.

4) Arccotanjant fonksiyonu :Kotanjant fonksiyonunun bire bir ve drten oldugu araliklardan
biri (0,7) araligidir. Bu nedenle , f :(0,7)— IR, f(X) = cotx fonksiyonun ters

T'x veya f71(x)= Arccotx= Arccot: IR — (0,7) dir.

fonksiyonu; f -1 (X)=cot™
y=f(X)=cotx< x= f_l(y)zcot_l y < X=Arccoty
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Ters fonksiyonda x ile y yer degistirirse, Y = Arccot X olur.Arccotanjant fonksiyonun grafigi:

M
Ve
v
T Ve
Y=Arcc0tx\
7T
2
—
X
7 T
v
7
7
_ 7 y=cot x
v
Ve

y=x

Arccotanjant fonksiyonun grafigi cotanjant grafiginin y = X dogrusuna gore simetrigidir.
Ornekler:

1) Asagidaki degerleri bulunuz.

a) Arc sin(—\/fj b) Arc cos(;j ¢) Arc tan(—l) d) Arc cot(—\/g )
Coziim:a) Arc sin[—f,] =X —f = sin X

{—72[,72[} araliginda bulunan ve siniisii (— \/25] ’den aginin ol¢iisii (—Zj "diir.

X= —% olur. Yani, Arc sin(—\/f,j -_r

4
1 1

b) Arccos| — |=X< —=cosX
2 2

[O,;z] araliginda bulunan ve cosiniisii [;j olan acinin 6l¢iisii (Zj tiir.

/4 . 1 /4
X =— yani, Arccos| — |=—
3 (2) 3
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¢) Arctan(-1)= x < —1 = tanx

(— %,%) araliginda bulunan ve tanjanti (~1) olan agmin &lgiisii (—Z] diir.

V2 V4
X=|-— 1 Arctan(~1)=——
( 4 j yani an(-1) 4

d) Arc cot(—\/3 ) =X (—«/ 3 ) =cotX= (0,7[) araliginda bulunan ve kotanjanti —+/3 olan

ac¢inin Olgiisii (5;[) dir. X = (ngj yani Arc cot(—\/g ): 5;[
2) Arc tan(ij = X ise sin X + cos X ifadesinin esitini bulunuz.

Coziim: Arc tan(ij =X=>tanX = i oldugundan istenenler hesaplanirsa;

. 3 . 3 4 7
SinX=—,cosX = = sinX+cosX=—+—=— bulunur.
5 5 5 5

5
3) Arctan3+ Arc cot(;j toplaminin degerini bulunuz.
Coziim: Arctan3 =a < tana =3

ArCcot(;j =f < cotf = (;j Stan f=2

.. t t 3+2
Buna gore;tan(a+,8): l—z;i;; Zlnﬂﬂ) = 1_(; 2) =—1

a+ﬂ=3:.0halde Arctan3 + ArCcot(;j =a+ﬂ=3f tiir.
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ALISTIRMALAR
1. 72 derece kag graddir?
2. 16 grad kag radyandir?
3. —1320 derecenin esas Ol¢iisii nedir?
4. —900 gradin esas 0Olgiisii ka¢ radyandir?

4
5. % radyanin esas Ol¢iisii ka¢ radyandir?

dd radyaninin esas Ol¢iisii kag graddir?

7. 4cosmw+3 sin%[ —5 ifadesinin sayisal degeri nedir?

8. f(x)=cotg x fonksiyonunun tanim ciimlesi nedir?

9. f(x)=(5-sinx)(8+sinx) ise f(x)’in en biiylik degeri nedir?
10. f(x)=(7+cosx)(13-cosx) ise f(x)’in en kii¢iik degeri nedir?
11. tg x-cotg x=5 ise tg’X.cot g°X neye esittir.

12. cosec’Xx —cot g*X ’in esitini bulunuz.

13. cos 2760 neye esittir?
14. cotg 13420 neye esittir?

15. cos 15 neye esittir?

) 1. . )
16. cosX—sinX = g ise sin 2x nedir?

. X X 2. . .
17. smz + COSE = — ise sin x nedir?
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18.

19.

20.

21.

22,

23.

24,

25.

26.

27.

28.

29.

30.

31.

32.

33.

34.

3S.

cos 83=t ise sin 14 nedir?

1
sinl0 cosl0

neye esittir?

) 1. ) )
sin2x = g ise sin* X+ cos* x nedir?

sin 2X

2cos’ X

neye esittir?

cos 50 =m ise cos 70 . sin 20 nedir?
sin® X —cos” X neye esittir?
cos’ 15 —sin* 15" in sayisal degeri nedir?

cos 50=k ise cos 80 nedir?
V4 i
cos 3 neye esittir?

M in sayisal degeri nedir?
cosl5+sinl5

f(x)=tg x-1 ise f(x)’in grafigini ¢iziniz.

f(x)=3sin x+2 ise f(x) in grafigini ¢iziniz.

f(x)= - cos 4x ise f(x) in grafigini ¢iziniz.

f(x)=cos 3x+2 ise f(x) in grafigini ¢iziniz.

sin’ X —sin X—6 = 0 denkleminin ¢dziim kiimesi nedir?
cos 2x=1 denkleminin ¢6ziim kiimesi nedir?

[0, 27] arasinda sin 8x +sin 2x = 2sin 5x denkleminin ¢5ziim kiimesi nedir?

[0,360] arasinda tg*x — (\/g + l)tg X +~/3 =0 denkleminin ¢ziim kiimesi nedir?
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6. BOLUM

6.USTEL ve LOGARITMIiK FONKSiYONLAR

6.1.Genel Ustel Fonksiyon : a > 0, x herhangi bir rasyonel veya irrasyonel say1 icin;

f (x) = a * seklindeki fonksiyona genel iistel fonksiyon denir. Yani;

a*: IR— IR"
olarak tanimlanir.
6.2.Ustel Fonksiyonun Ozellikleri
i) a>1 i¢in;

a) Fonksiyon artandir ve V x € IR sayisi i¢in a* = 0’dur.

b) Lim a* = 0 Lim a* = o0
X — -00 X — o0
Fonksiyon siireklidir. yA y=a"
figi;
d) Grafigi; >
X - 00 0 1 400
ax 0 1 a o0 / 1
>
X

Sekil.6.1 a>1 igin y= a"* grafigi
ii) 0 <a <1 icin fonksiyon azalandir.
lim a*=0 ve lim a*=oo ‘ dur.
X — 00 X —> -0
Fonksiyon siireklidir.
d) Grafii; A

- OO 0 + (e e] y:a
O<a<l

\

Sekil.6.2. 0<a<1iginy=a" grafigi

a=1ise x e IRve a*=1" dir.
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Sonug olarak, a*: (-0 , 0) = (0, o) fonksiyonu bire-bir ve 6rten bir fonksiyondur ve
asagidaki ozelliklere sahiptir.
1-) a*a’ =a*"

2-) a* _ 2X7Y)
Y

) @y-a®
4-) (ab)* =a"b"

5-) (i)x _at
b B bX

Ornek.6.1: f(x) = 2"iistel fonksiyonunun grafigini ¢iziniz.

Coziim.6.1:
A )
8
.
1 2 3
Sekil.6.3 f (x) = 2" uistel fonksiyonunun grafigi
X |4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4

2% 00625 0.125 025 05 1 2 4 8 16

Ornek.6.2: f(x)=[%j fonksiyonunun grafigini ¢iziniz.

Coziim.6.2:
X -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4
(1/2)* ‘ 16 8 4 2 1 0.5 0.25 0.125 0.0625
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Sekil.6.4. f(x) = (%) fonksiyonunun grafigi

6.3.e sayisi : e irrasyonel bir say1 olup ondalik acilimi;

X—>0 X

e =2.71828182845.... seklindedir. Limit yardimiyla e=lim [1 + l} olarak tanimlanir.

X 1 5 10 20 100 1000 5000

1+—
X

X
( 1] 2 2488 2.653 2594  2.705 2717 2.718

Uygulamada e sayis1 yaklasik deger olarak kullanildigindan e = 2.718 olarak alinir.
Buna gore, f(x)=e ™ fonksiyonu a > 1 i¢in f(x)= a* fonksiyonun 6zel bir hali olup e tabanina

gore lstel fonksiyon olarak adlandirilir ve f(x )=a* (a> 1) fonksiyonu ile ayni 6zelliklere
y

sahiptir. Yani; e <
P y=¢ A y=e

e*: IR—> IR"

X — -0 icin e*— 0

X —>+o0 i¢in e*— +oo

f(x) = e* fonksiyonunun ozellikleri;
1) x=0i¢ine* =1

2) Vxi¢ine*>0

3) Vxigine*#0 Sekil.6.5.  fix)=e* ve f(x)=e™ fonksiyonlarinin grafigi
4) x > -0igine*— 0 5) Xx — +ooigin e* — +oo

6) eXeY:exﬂ’ 7)Z_y:ex—y 8)e—x:Lx

€
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Ornek.6.3: y = 5¢** | -4 < x <4 arahiginda fonksiyonun grafigini ¢iziniz.

Coziim.6.3:

X |4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4

sex |1.009 1.509 2247 3352 5 7459 11128 16.601 24,765

0.4x

24 y=>3e
J
4 4

Sekil.6.6 y = 5¢*** fonksiyonun grafigi
6.4. Logaritma Fonksiyonu: a > 0 ve a # 1 olmak iizere y = a* ise X, y nin a tabanina gore
logaritmasina esittir denir ve bu x = log,y seklinde yazilir.
y=a" << x=loggy a>0ve a=]1dir.
f:IR > IR" , f(x)=a" istel fonksiyonunun ters fonksiyonu

f:IR" >IR , f(x)=logax olur.

! y=a* X y=a*

,
,
,
/
/
/
/
/
/
/
/
,
,
,
,
,
,
/
/
/
/
/
7]
,
,

\

y=log x

Sekil .6.7.a y=(a>1)a" grafigi Sekil.6.7.b y=log,x (0 <a< l)grafigi
Sekil.6.7.a.b.” den de  goriildiigii gibi y = a" ile y = logax fonksiyonlar1 ters fonksiyonlar

olduklarindan grafikleri de y=x dogrusuna gore simetriktir.
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6.4.1. Logaritma Fonksiyonunun Ozellikleri
1) Yalniz pozitif sayilarin logaritmasi vardir. Sifirin ve negatif sayilarin logaritmasi

yoktur.
2) a”=1 oldugundan Log,l =0dir. 3) a'=a oldugundan logya =1 dir.
4) a> 1 ise 1’den biiyiik sayilarin logaritmalari pozitif, 1 den kiiciik sayilarin
logaritmalar1 negatiftir .

lim IOgaXZOO ve lim loga X =—00
X —> 00 X—>—00

5) 0 <a <1 ise 1’den biiyiik sayilarin logaritmalar1 negatiftir. 1’den kiiciik sayilarin

logaritmalar1 pozitiftir.

lim log, x =—o0 lim log x=c0

X — o0 x —>0"

6.4.2. Logaritma Formiilleri

1) loga(xy) = logax + logyy 2) log, (&)= (lj log, x
n
3) loga(ij =log, x—log, y 4) log, x" =nlog, x
y
log , x 1
5) log, x = ——— (x>0) 6) log, b=
log, a log, a
log, x _

7 a 8) log, a® =xlogga=x

Uygulamada en ¢ok iki taban kullanilir. 10 tabanina gore olan logaritmaya bayagi logaritma

denir ve logjox = logx ile gosterilirken e tabanina gore olan logaritmaya dogal logaritma

denir logex = Inx ile gosterilir.

6.5. Ustel ve Logaritmik Fonksiyonlara iliskin Céziimlii Ornekler :

1) log;81 =log:3* =4

2) log12 =log(4.3) =log4 + log3
3) 2 log;ex +3loge(x +2) — 10g103(x2 + 5) tek bir logaritma ile ifade ediniz.
Coziim:= logx’(x + 2)° - logo(x” + 5)= logi[(xX*(x +2)) / (x* + 5) ]
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4) log,x+ logy(x +2)=0 denklemini ¢6ziiniiz.

Coziim: logx(x +2)=3

x(x+2)=23—>X2+2x—8=0ise(x+4)(x-2)=0 ve x=-4 , x=2 bulunur.

x=-4 <0 i¢in logaritma fonksiyonu tanimli olmadigindan ¢6ziim olamaz. x=2 i¢in ¢oziimdiir.

_log, 13
log,, 2

5) log, 13 ~3.7004

6)log,4 = b, log ;v =c ve log ,w =d i¢in asagidaki her bir soruyu b,c ve d cinsinden
hesaplayiniz.

a) loga(4v2 +w3) =?

Coziim: loga(4v2 +w3) =log,4 + logav2 + logaw3= log,4 + 2log,v + 3logaw =b +2¢ +d

b) log, [LJ =?
Yvw?)

s 1
Coziim: log, 4 =log, 4" —log, (vw?)? = 4log, 4 —(lj log, (vw?)
Y(vw?) 3

1 1 2
=4b—| = ||log, v +1o =46 Zlc-| = |d

7) 300¢™ = 600 ise x’i bulunuz.

Coziim: 300" =600 ise e =2 veburadan x=In2=0.6931 bulunur.

X+2

8) 52 =7 = x=?

Coziim:In(5> ') =In(7* %)

(2x — DIn5 =xIn7 + 2In7 ise  2xIn5 - xIn7 = In5 + 2In7
X(2In5 — In7) = In5 + 2In7 ve buradan;

 _(In5+2In7) (1609+2(1.946) _, o
(2In5-1n7) (2(1.609) —1.946)

9) 28-Mart-1964’de Alaska’da rihter 6lcegine gore 8.5 siddetinde deprem olmustur. 2-Mayis-
1983°de California’da da rihter Olgegine gore 6.5 siddetinde baska bir deprem olmustu.
Alaska’daki deprem California’daki depremden ne kadar siddetli olmustur ?
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a

Coziim: Bir depremin blyikligi; m= log( j ile ilgili bir formiildiir.

0
Burada, (iJ depremin siddeti olarak bilinir. a, verilen bir depremin

a,
en biiylik sismik dalgasinin iizerinde Olciilen genisligidir. ay, ayn1 deprem merkezinde 0
seviyeli depremin en biiyiik sismik dalgasinin ayn1 sismograf iizerinde genisligidir.
a, ile California’daki, aj ile Alaska’daki anlarin deprem merkezinden 1000 km uzagindaki en

biiyiik sismik dalganin genisligi olsun.Buna gore;

6.5= IOg[a—zj = 85= log(ﬂ} =85= log[ﬂJ =
a, a 4

olarak bulunur. Yani, a; = 100 a, Alaska depremi California depreminden 100 kez daha

siddetli olmustur.

32000
10) Uzun siireli bir grip salgininin yayilmasi P(t) = ((—)j ile tanimlaniyor. P(t)
1+50e™""

hastaligin patlamasindan t hafta sonra etkilenen insanlarin sayisidir.2000 insan ne kadar siire
sonra hastalanmis olacaklardir.

Coziim:

( 1 35280_2 . j:zooo =2000(1+50¢™'=32000 = 2000+100000e " =32000 =>100000e™""
i +20¢ )

=0.30 = e*"'=0.30 = -0.1t =1n0.30 = -0.1t =-1.2040 = t= 12.04 olur.12 hafta sonra
2000 kisi bu hastaliktan etkilenmis olacaktir.

11) Tiirkiye niifusunun f(t)=50.10°.¢"%“1%* formiiliine gore degistigini kabul edelim.Burada
zaman birimi yildir.t=1984 icin f(1984)=50. 10°0.025 (%025) niifus artis katsayisidir.Buna

gore Tiirkiye niifusu ne zaman 100 milyon olur?

Coziim: f(t) =50.10°e %7 = ce™

log_ 2
T=28:% (Yarilanma siiresi)
a
_ 06 _ 27,6 yil bulunur.
0,025

1984+27,6=2011 yilinda niifus 100 milyon olur.
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6.6. Kazang Olgiileri : Yapilan arastirmalar ve elde edilen tecriibeler sonucunda insan

kulaginin ses seviyelerindeki degisimlere logaritmik olarak cevap verdigi goriilmiistiir.

Ap(bels) = log Pour— log Pin = log Pour/ Pin
Olgiim birimi “bel” Alexander Graham Bell’e ithafen bel olarak adlandirilmistir. Bel sdzciigii
giinimiizde nadir olarak kullanilmaktadir ¢iinkii bu sozciik ¢ok biiyiik iinitelerde ele
alinmakta kullanilmaktadir. Bel’in yerine normalde 6lgiimlerimizde birim olarak decibel’i
kullanmaktayiz. 1 decibel (db), 1/10 bel’e esittir. Buradan;
Ap(db) =10 log Pour/ Pin
Av(db)=20 log Vour / Vin
Ornek: Yiikseltecin ¢ikis giicii 30W’dir. Giris giicii ise 100mW’dir. Gii¢ kazanc1 kag
decibeldir.
Coziim: Ap(db) =10 log Pour/ Pin = 10 log 30W /100mW = 10 1log 300 = 24.8db
Ornek: Bir yiikseltecin giris giicii SOuW’dir ve gii¢ kazanc1 40db ise ¢ikis giicii kag W’dir?
Coziim: Ap(db) =10 log Pour/ Pin 40db =10 log Pour / S0uW
Her iki tarafi 10’a bolersek: 4db =log Poyr/ 50uW
Esitligi logarimadan kurtarirsak: 10% = Pout / 50uW
Her iki tarafida S0uW’a bolersek: Poyr = 0.5W cikar.
Ornek: Bir yiikseltecin giris voltaji S0mV ¢ikis voltaji 1.73V’dur ve Rout=Ri\ ise voltaj
kazanci ka¢ db’dir?
Coziim:Av(db)= 20 log Vour/ Vin=201og 1.73V /50mV = 20log34.6 = 30.8db
Ornek: Voltaj kazanci -6db, ¢ikis voltaji 700mV olan bir yiikseltecin giris voltaji nedir?
Coziim:Av(db)=20 log Vour/ Vin  -6db =20 log 700mV / Vix
Her iki tarafida 20 ‘ye bolersek: -0.3db =log 700mV / Viy
Esitligi logarimadan kurtarirsak: 103 = 700mV / Vix

Vin = 1.4V cikar.
6.7. Referans Seviyeleri

Baz1 orneklerde c¢ikis giicleri yada cikis voltajlart giris degerleri referans alinarak verilir.
Bazen diger referans seviyelerinde kullanilmaktadir. Genel olarak kullanilan referans
seviyelerinden biri 6mW’dir. Diger bir degisle, 0 db esittir 6mW’a denir. Diger bir referans
seviyesi ImW’dir. Referans ImW oldugunda, decibel 6l¢iimii dbm olarak isimlendirilir. Eger

giic dbm olarak verilirse, giris giicliniin ImW oldugunu anlariz.
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Ornek: Giic kazanci 33dbm olan yiikseltecin ¢ikis giicii nedir?

Coziim: Ap(db) =10 log Pour/ Pin 33dbm = 10 log Pout / ImW
Her iki tarafi 10’a bolersek: 3.3dbm = log Poyr/ ImW
Esitligi logarimadan kurtarirsak: 10°3 = Pour/ ImW
Her iki tarafida ImW’a bolersek: Poyr =2W ¢ikar.

6.8. Frekans Cevabi

6.8.1. Bode Analizorii

Bode analizorii devre yada sistemin frekans cevabini bulmakta kullanilan kullanigl bir alettir.
Sekil.6. 8’deki RC devresinin frekans cevap karakteristigini bode analizorii ile ele alalim. AC
devre analizinden c¢agrisim yapacak olursa X nin frekansa gore degistigini ve kesim frekansi
fco'nun X¢ = R oldugu zaman gergeklestigini hatirlamaliyiz. Cikis voltaji R {izerinden
alindigindan Vour = Vr’dir. Voltaj kazancini 6grendigimiz esitligi kullanarak bulabiliriz.

|
C=200 nf

E=10V
R=7.96 K

Sekil.6. 8. RC devresinin frekans cevap karakteristiginin bode analizorii
Av(db)=20 log Vour / Vin
Yiiksek frekanslarda Voyr = Vi Buradan; Av(db)=20 log 10V / 10V = 0db
Bu devre i¢in miimkiin olan maksimum kazang¢ 0db’dir.
Analizor i¢in yar1 logaritmik grafik kagidi kullanilmaktadir. Frekans bagimsiz degiskendir ve
logaritmik Olgek boyunca grafigi ¢ikarilir. A 6l¢egi Ay igindir ve bu se¢im bize kazanci en
diisiik -20db’den itibaren degistirmemize izin vermektedir. ilk sekilde dlgek yatay cizilmistir.
Yari logaritmik kagidimiz minimum frekans1 1Hz’den baslamak iizere 4 saykila ayrilmistir.
(Sekil.6.9)Bu bize kazanci elde ettigimiz frekansi 1Hz ile 10Khz arasinda gorebilmemizi

saglamaktadir. Kesim frekans1 100Hz’dir. fco=1/2*n*C*R = 100Hz
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0 db

\ \ \
1 10 100 1K 10K

f(Hz)

Sekil.6..9. Analizor igin yar1 logaritmik grafik kagidi

Sekil.6.10.’da 100Hz noktasinin grafigi yatay hattimizin {izerine ¢ikmistir. Frekans hattimizin
diger noktalarinda kazang degisecektir. -6db octave ve -20db decade’te oldugu gibi. Octave
degisim, frekansin yarisi yada iki kati olan frekanstir. Decade degisim ise, frekansin 10 kat

degistigi frekanstir. (Sekil.6.10)

\ \ \
10 50 100

0db .
-6
Av db

-20
\ \ \
1 10 100 1K 10K

Sekil.6..10. 100Hz noktasinin grafigi

Kazang diistiigiinde frekansta diigmektedir. Sekil.6.10’da kazang -6db ve frekansin
50Hz oldugu yere ikinci nokta ¢izilmistir. fco = 0.1 oldugu yerde ¢izilmistir. Sekil.6.11’de bu
ic nokta diiz bir dogru ile birlestirilmistir. Bu bizim bode grafigimizdir. Bode analizoriinde
tim cizimler bu yolla yapilmaktadir. Kazang diistiigii zaman frekansta azalir sekil.6.11°de

oldugu gibi. Kazang diistiigii zaman frekans da azalir (Sekil.6.11).

\ \ \
10 50 100

Av db

\ \ \
1 10 100 1K 10 K

Sekil.6..11. Bode Grafigi
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Ornek: Sekil.6.8’e gore C = 100nf ve R = 2.7K ise Bode analizoriindeki grafigini ¢izin.
Coziim :fco = 589Hz ve Bode grafigi sekil.6.12’de gosterilmistir.

| | |
58.9 295 589
0db v v .
S L- -+
Av db
20 mmmmmmmeees 4‘» | |
| 10 100 1K 10K

Sekil.6..12. Bode Analizor Grafigi

Ornek :Yiikseltecin orta frekans kazanci 25db, diisiik kesim frekansi(f;) 90Hz, yiiksek kesim

frekansi(f;) 12Khz’dir. Yiikseltecin bode analizdriindeki frekans cevabini bulun.

Céziim :5 saykillik yar1 logaritmik grafik kagidi kullanacagiz. Olgek Ay icin secilmistir ve
yatay hat 25db’de ¢izilmistir. Once diisiik kesim frekansini gizelim. Ik nokta f,’dir ve
25db’dir. Ikinci nokta (6db asagida) f; / 2 ve 19db. Ugiincii nokta (20db asagida) f; / 10 ve
5db. Yiiksek kesim frekansi f, ve 25db kullanarak ¢izilir, 2 f, ve 19db, 10 £, ve 5db. Tiim
¢izim sekil .6.13’de gosterilmistir.

24K
25 db 12K 120K

19 -

Av(db)

1 10 100 1K 10K 100K 1M
f (Hz)

Sekil.6..13. Yiikseltecin Bode Analizor Grafigi
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Sekil.6.14.deki devreyi ele alalim. Bu gibi devrelerde, orta frekans kazancini bulabiliriz. C,
ve Cy’nin etkisini goz ardi ederek ve R;’nin toplam direng R; + R; tizerindeki etkisi ele

aliarak bunu gerceklestirebiliriz. R,/ (R; + Ry) = Vour / Vin
RIZIK CIZSOOHF

Sekil.6. 14. Esdeger Frekans Devresi
Orta frekans esdeger devresi sekil.6.15(a)’da gosterilmistir. (Pratikte kablo kapasitansi gibi

faktorler frekans cevabina etki edebilir.)

R =1K C,=500nF
I
R =2K

oF |

Sekil.6.15(a). Sekil.6.14’{in orta frekans esdeger devresi
Sekil.6.15(b). Sekil.6.14’{in algak frekans esdeger devresi

p——e

Sekil.6.15. Sekil.6.14’lin yiiksek frekans esdeger devresi
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Orta frekans su formiille bulunur : Av(db)=20log R,/ (R} + R»)
Bu devre i¢in : Av(db)=201log 2K / (1K + 2K) = -3.52db

Eger frekans artarsa , C;’nin reaktansi artar ve iizerinde bazi gerilim diisiimleri
meydana gelebilir. Bu ¢ikis voltajinin artmasinin nedenidir. Eger frekans azalirsa, buda ¢ikig
voltajinin diigmesine neden olur. Diisiik frekans esdeger devresi sekil.6.15(b)’de goriildiigi
gibidir.Yiiksek frekansta, C;’in reaktansi goz ardi edilebilecek bir deger alir, ama C;’nin
suseptansi bir faktor haline gelmistir. C, paralel bir eleman etkisi gdsterdigi zaman, devreyi
R,’de nortonize edersek, R;, C, ve Ry’nin hepsinin paralel olarak sekil.6.15.(c)’deki gibi

gosterildigi gibi bir esdeger devreye ulasiriz.
(")rnek:Sekil.6.14’deki devre i¢in 1] ve f,’yi bul ve bode analizériinde goster.

Coziim : fi=1/2%n*C* R +Ry) = 1/2%3.14*500* 107 * 3 * 10° = 106

f,=(G1+Gy) /2 *m* Co= 1.5%107/2*3.14 * 10 *10”° = 23.9Khz
Sekil.6.16’da bode analizor grafigi gosterilmektedir.

10.653 10.6 23.9K47.8K 239K
*—o ¢

-9.52

Av(db)

et T

235

1 10 100 1K 10K 100K IM 10M

Sekil.6.16.0rnek 6.14°iin bode analizor grafigi

6.8.2. Frekans Cevap Egrisi

Bode analizor sonuglar 6zellikle kesim frekansi etrafinda bazi hatalar igermektedir. Biliyoruz
ki, f co’ da kazan¢ 3db’nin altindadir. Hata f ¢o’nun 1 dekat altinda yada iistiinde 0’dir.
Kazancin diisiiriilmesi (maksimum kazancgtan) her frekansta asagidaki formiiller kullanilarak

bulunabilir.
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RC yiiksek gegiren filtre igin : Av =20 log 1 /\[1 +(f / £)*]
f; diisiik kesim frekansi f ise sorudaki frekanstir.
RC diisiik geciren filtre icin : Av=201log 1/ N[ +H(E/ £ )]
f, yiiksek kesim frekansi icin f ise sorudaki frekanstir. Gergek egim ve bode analizor

sekil.6.17.’de birlikte ¢izilmistir.

0db

3db mmmmmfm

Av(db)

N

Sekil.6.17.0rnek 6.14°iin gergek egim ve bode analizor grafigi

Ornek :Sekil .6.14’e gore, SOHz ve 100Khz’deki kazanglari ve bu frekanstaki egimi bode

analizorde bulun.

Coziim :Ozel olarak orta frekanstaki kazang (maksimum kazang) S0Hz’de -3.52db ile
sinirlandirilmaktadir.

Av=20log 1/~[1+(f;/f)*]=201log 1 /[l +(106Hz / 50Hz)*] = -7.4db

Bu bize -3.52db’den 7.4db asagida oldugumuzu anlatmaktadir.

Sonugta kazang;

Av(db) =-3.52db + (-7.4db) = -10.9db bulunur.

100Khz’de;

Av=201log 1 /N[1+(f/f)*]=201log 1/\[1+(100Khz/23.9Khz )*] =-12.7db

Sonugta buradaki kazang ise;

Av(db) =-3.52 + (-12.7db) = -16.2db bulunur.

Bode analizor sekil 6.16’da gosterilmistir. Bode analizor S0Hz ve 100Khz’deki kazang

hesaplarimizin dogrulugunu gostermektedir.
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6.9. RC Devreleri

Bu kisimda kapasitorlerin sarj ve desarjlarini logaritmik esitlikler kullanarak hesaplayacagiz.

Seri RC devrelerinde kapasitor sarj1 i¢in su esitlik kullanilmaktadir.

Ve=E(1-¢ "R

V¢ = Kapasitor sarj voltaji

t = Zaman (sn)

R = Direng (£2)

C = Kapasitans (F)

E = Uygulanan voltaj (V)

Vg icin esitlik : Vg =E * g "*/R™C

Kapasitor Desarj Voltaji icin Esitlik : VC=E * g */R"¢

Ornek : Sekil.6.18’de anahtar kapandiktan sonraki Vi ve V¢ nedir?

Coziim :Vc=E (1—¢ RC)=17.8V
Vr Kirchhoff’un gerilimler kanununu kullanarak bulunabilir.
VrR=E-V¢=70-17.8V = Vp=52.2V

Ornek : Sekil.6.18’e gore Vc = 40V ise t kagtir?

Coziim :Vc=E(1-¢ "*C) = 40=70(1-¢ "}

Buradan; t = 2.88msn

R=680 Q2

= E=70V

C=5UF —

Ornek : Sekil.6.18’¢ gore Ve = 30V ise t kagtir?

Coziim :Vc=E (1 —e't/R*C) = 30=70(1 _e—t/R*C)

Buradan; t=3.17 msn
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ALISTIRMALAR

1) log% V27.log ;7 V125.1ogs N/32 isleminin sonucu nedir?

2) log | 32.10g% V243 islemini sonucu nedir?
3

3) logs3 = p ise log,s 27 nedir ?
1

log< 7
4) 7 857 hedir 2

5) eln3+InS pheqir 9

1 N 1 N 1 N 1
log, abcd log, abcd log, abcd log, abcd

isleminin sonucu nedir ?

7) log 2=a ve log 3 =b ise log,, 12 isleminin sonucu nedir ?

8) log, 2 =a ise log, 3 nedir ?

11) logx=% ise %/X2 lsx/x_3 nedir ?
X

12) logx = 1,15 ise ¥/x* nedir ?

13) Slog, X—%log4 3=-10 ise x nedir ?

14) 279% = 373 ise x’in en kiigtik derece olgiisii nedir ?
15) 100.10* =+/(1000)° ise x nedir ?

16) 3** +9**' =810 ise x nedir ?

17) 4* +j—f =257 ise x nedir ?

18) 5% =27 3% ise x nedir ?

19) —log, 3.7log; 6.l0og, 2.3log, 5 isleminin sonucu nedir ?

20) 4log, "> isleminin sonucu nedir ?

121



7. BOLUM

7.VEKTORLER

7.1.Giris: Fizikte kiitle, uzunluk, sicaklik, hacim gibi yalnizca sayisal degeri olan
biiyiikliiklere skaler biiyiikliikler denir. Bunlara dogrultu ve yon belirleme geregi
yoktur.Bunlarin disinda yerdegistirme, hiz, kuvvet, ivme gibi biiyiikliiklerin hem sayisal

degerleri hemde yonleri vardir. Bunlarada vektorel biiyiikliikler kisaca vektor denir.
Bir vektor, baslangi¢ noktasi denilen bir P noktasindan, bitim noktasi denilen Q

_)
noktasina yonlendirilmis bir PQ dogru pargasidir.Bir vektoriin elemanlar;

_)
QA

P
a ) Baslangi¢ noktast b) Dogrultusu ¢) Yonii d) Biiyikligi

Yukaridaki dort eleman bilindigi zaman, bir vektér tamamen belirtilmis olur.

- — — —>
Vektorii A veya PQ ile gosteririz. Vektoriin uzunlugu ise |PQ| veya ‘A‘ ile gosterilir.

7.2.Vektor Cebri :Sayilarin cebrinde bildigimiz toplama, ¢ikartma ve ¢arpma iglemleri uygun

tanimlarla vektorlerin cebrine genisletilebilirler.

. - >
7.2.1. Iki Vektoriin Esitligi:Biiyiikligii ve yonii ayni olan A ve B vektorlerine, baslangig
_)
A B

noktalarina bakilmaksizin esittirler denir. A=B
- -
7.2.2.Bir Vektoriin Negatifi:Yonli, A ’niin yoniiniin karsit1 fakat A ile aym biiyiikliikte
. % . oqe
olan bir vektor - A ile gosterilir.

%
%
A _A
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7.2.3.1ki Vektoriin Toplam (Paralelkenar Kurali):

- >
A ve B vektorlerinin toplami veya bileskesi, B niin baslangi¢ noktasi A nin bitim

>¢
@l

- - > -
noktasina birlestirilerek olusturulan C diir. C toplam1 C = A+ B seklinde yazilir.

En son sekil vektorlerin toplanmasina ait paralelkenar yasasidir.
7.2.4. ikiden Fazla Vektoriin Toplami: (Cokgen yontemi) :

Bu yontemde bileske herhangi bir uygun noktadan baslayarak bir Olgege gore biitiin
vektorleri bir 6ncekinin ucuna eklemek sureti ile bulunur. Yani her vektoriin baslangict bir
onceki vektoriin oklu ucu olur. Bu sekilde olusan ¢okgeni tamamlamak {izere cizilen dogru,

vektorlerin bileskesi olur.

I — E> —>
A B A
E) > 2> > 2 —

D=A+B+C B

- % % . 9 % . . . % . .
7.2.5.1ki Vektoriin Farki:: A ve B nin A— B seklinde gosterilen farki dylebir C dirki

- — , - 2> > o .
B ile toplandigi zaman A y1 verir. Buna esdeger olarak A— B A+(—B) seklinde
_>
B

-

- > -
tanimlanabilir. Eger A = 0

ise A— B sifir vektor olarak tanimlanir ve ile gosterilir.

%
0  vektoriiniin biiytikliigi sifirdir fakat yonii tanimlanmig degildir.
%
7.2.6.Bir Vektoriin Bir Skalerle Carpimi:Bir A  vektoriiniin  k skaleri ile ¢arpilmasi,

%
blyiikliigi A  nin biiyilikliigiinlin k kat1 olan ve yonii k’nin pozitif veya negatif olmasina

% . . % . 9
gore, A nn k ile ayn1 veya karsit1 olan bir k A dir. Eger k=01ise k A =0 dur.
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7.2.7. VektorCebrinin Ozellikleri:

e
A, B, C ii¢ vektor ve k, r skaler olmak iizere;

- o> >
1) A+ B = B+ A Toplama i¢in degisme 6zelligi

> o> > > > o
2) A+( B+ C )=( A+ B )+ C Toplama i¢in birlesme 6zelligi

— > —
3)k+(rA )=(kr )A =r(k A )Carpma igin birlesme 6zelligi
- >
4)(k+r )A=k A+ A Carpma i¢in dagilma ozelligi

- - - >
5) k( A+ B )=k.A+k.B Carpma i¢in dagilma 6zelligi

Ornek : Bir araba tam kuzeye dogru 3km yaptiktan sonra kuzeydoguya dogru Skm yol alryor.
Bu yer degistirmelerini grafikle gosteriniz ve bileske yerdegistirmeyi
a) Grafikle, b) hesapla belirtiniz.

Coziim:

|

Uzunluk yaklasik 7.4 km. Dogrultusu 61.5 kuzey-dogu dur.
b) Hesapla bulunmasi;

OPQ iicgeninden kosiniis kuralina gore
N
% =A%+ B2 -2ABCosOPQ

=32 +52 -23.5C0s135° =34 +15v2 =5521 = C =743  (yaklasik)
Sinus kuralindan;
A B

sin OQP - sin OPQ
5in OQP = AsinOPQ _ 3(0,707)

c 743

=0,2855= OQP = 61°35"

%
OQ vektdriiniin biyiklugii 7,43km ve dogrultusu kuzey-dogu (45° +16°35")=61°35' dur.
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— - e oo - e <
7.3. Birim vektor : a =Ja| u esitliini saglayan u vektoriine, a vektorii ile ayni dogrultu ve

N
u = a

A vektoriiniin dogrultu ve

yone sahip olan vektore birim vektér denir.Buradan;

2

_)
yoniindeki birim vektér, a y1 1 ile ¢arpmak sureti ile bulunur. Kisaca uzunlugu 1 olan

vektore birim vektor denir.

7.4. Dik Birim Vektor :Bir dik koordinat sisteminin pozitif x, y ve z eksenleri ile ayn1 yonde
bulunan i, j ve k birim vektorleri dik birim vektorleridir. Aksi sdylenmedikce sag dik

koordinat sistemleri kullanilir. i

Baslangic¢ noktalar1 ¢akisik olan ve ayni \

—> > > .
diizlemde bulunmayan A, B ve C vektorleri

verildigine gore, eger sag disli bir vida A dan B ye / \
180 ° kiigiik bir ag1 kadar dondiiriildiigiinde C yoniinde K i
- > >

ilerlerse A, B, C  bir sag sistem olusturmaktadir denir.

.. -
7.5. Bir Vektoriin Bilesenleri :U¢ boyutlu uzayda herhangi bir A , baslangic noktas1 bir dik
koordinat sisteminin O baglangi¢ noktasinda bulunmak iizere gosterilebilirler.

y

(ApA,.A3)

e e
Baslangic noktast O olan bir A limit noktasmmin dik koordinatlari (AI,AZ,A3)

N e
olsun. Al,Az,A3,A nin sirasiyla x, y ve z yoniindeki dik vektor bilesenleri, veya sadece

- - - —
bilegen vektorleri denir. Aj i,A» j,Azk ,,” mintoplam veya bilegskesi A dir.
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> o> >
A=Ay 1,Ay j,Azk dir. A nin ( biiyiikligi ) uzunlugu;

T 2 2 L2 i w , >
|Al = \/ A7+ A+ A iken Ozel olarak, O’yu (x, y, z) noktasina birlestiren r yer

N N
vektorii; r =x. 1 +y. j +z k ve uzunlugu |r|—,/x2+y +z2 “dur.

Baglangic noktas1 P ( xy, yi, z; ) ve bitim noktas1 Q ( X2, y2, Z2 ) olan vektor; P’ nin yer

N T N e
vektorii 1 =xp. 1 +yp. j+2z;.k ve Q' nunyer vektorii: 1y =x5. 1 +yy. j+29.k

olsun.Buna gore;

PO=5-1
=r,—r
21 Z A P(x1y121)
> 77 >
:{Xl 1+y1 J+z1 k]—[xz 1+y2 J+22 k} Q( Xz,y2,Z2)
%
_ y
=(xy=x } i +[y2 )] +[2 7}k
2 2
|PQ| \/( le +(y2 ylj (Zz‘zlj X
- =
7.6.Skaler Carpim : A. B =|A||B|Cosb........... (0<B<m)

> o> > o>
4 1.1=3.]=k.k =1
) L5 55 55
1.J=3.k=k.1=0
_>
- - - - - - - 2 ) ) )
A=A i+A_ j+A_ k,B=B i+B_j+B_k A A=A =A “+A A
5) 1 2 3 1 2 3 1
- - -
2

A.B=AB+A B +A B
1 1 2 2 3 3
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-> > .
6) A.B =0 Iki vektoriin skaler carpimi O ise, ya bu iki vektor birbirine diktir yada bu
vektorlerden biri sifir vektoridiir

Ornekler :

> > Do
D i.i=li.]i Cos0®=1.1.1=1

-> > -
2) i.j=1li.]jCos90°=1.1.0=0

3) jl2i-3j+k|[=2.j.i-3.j.j+]j.k =0-3+0=-3

- o) > - > > =) 5/ > >
4 [2.i-j |3 i+k =2.i.3.i+k—j{3.i+kj

5> o o oo
=6.i.i42.i k-3.j.i—-j.k =6+0-0-0=6

—>£—>—>—>J R T

7.7.Vektorel Carpim :

- —
C=AxB dir. AxB = |A|.|B|.Sin6  0<6<n

- o> >

C = Ax B yonii, A, B ve C bir sag sistem olusturacak tarzda A ve B nin diizlemine diktir.
- - -> -

Eger A = B ise veya A ve B paralel iseler Sin6=0 ve Ax B Odir.

A e
B =AxB+AxC

- - e e A N i
3) k(AxBj:(kA]xB=Ax(kB]:(AxBjk

ixi=jxj=kxk=0 \
4) Jx]

ixj=k , jxk=i ,kxi=j
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- — - — - —

- -
5) Eger A:A1 1+A2 _]+A3 k ve B :Bl 1+B2 J+B3 k ise
1 ] k
- >
Ax B = A1 A2 A3
Bl By By
- >
| AxB |: Kenarlart A ve B olan paralel kenarlarin alanidur.

— - o

- >
6) Eger AxB =01ise A ve B sifir vektor degil iseler A ve B paralel kenardirlar.

Ornek : A:A1 1+A2 J+A3 k , B :B1 1+B2 _]+B3 k ise
i j k
> >
Ax B = A1 A2 A3 oldugunu gosteriniz.
By By By

> > - - -\ (> - - -
Coziim: Ax B = A1 i+A2 j+A3k X B:B1 i+132 j+B3k

, I : I o
:A11>< B1 1+B2 J+B3 k +A2JX B1 1+B2 J+B3 k |[+A,kx B1 1+B2 ]J+B

3
- > I - -7 g
:A1B1 1x 1+A1B2 1x _]+A1B3 1><k+A2B1 Jx 1+A2B2 J X J+A2B3 J X
0 - =] - 0 —
k k 1
- - - > - -
+A3B1 k x 1+A3B2 k x J+A3B3 kx k
J —i 0

( )| )i+ A Ay AT
:A2B3—A3B2 1+A3B1—A1B3 _]+A1B2—A2B1 = gl %2 133 k

1 2 3

> o o > e e

Ornek: A=3i-j+2k ve B=2i+3j-k ise AxB yibulunuz.

i

-1 2 3 2 3 -1 - 7 7

Cozim:=| 3 -1 2 |=i +j +k =-5i-7 j+88k
- | 3 -1 2 -1 2 3
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Ornek : Koseleri P (2,3,5),Q(4,2,-1),R(3,6,4) olan iiggenin alanin1 bulun.

Coziim:
— - - - 2> > S
PQ=(4-2)i+(2-3)j+(-1-5)k=2i- j-6k
—> - - - 2> > >
PR=(3-2)i+(6-3) j+(4-5)k=1i+3 j-k

- -
PQx PR

Ucgenin alam =

1 1
2 2

— =) (> - -
2i-j-6k |x| i+3j-k

i k
L I T :%|19i+4j+7k|:%\/192+42+72 :%\/425br2
1 -1

. - - -
7.8.Uclii Carpim : A , B ve C vektoriinlin nokta veya ¢apraz ¢arpimi
- N> S>> 2> o>—- -
(Ax B j C; A [ B x C) , A [ B x C) seklinde anlaml1 ¢arpimlar meydana getirirler.

o i A e o e N i > > >
2) A.[Bx Cj: B.(Cx Aj: C{Ax Bj kenarlart A, B ve C olan paralelytiziin hacmi

> > >
A, B ve C nin bir sag sistem teskil edip etmemelerine gore bu hacim pozitif veya negatif

isaretlidir.

- — - - - - - — — - - -

EgerA:A1 1+A2 J+A3k, B:B1 1+B2 J+B3k ve C=C1 1+C2 J+C3k

A A A
—>(-> > 2 3 _
Al BxC |= B1 B2 B3 dir.
Cl C C

2 3

= (> > (> >\ >
3) Cx[Biji(AxB]xC
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= (> D (> O\ (> O\
Ax(BxC]z(Aij.C—(AxB}C

> D\ D (Do (> N\
(BijxC:[A.C}B—(A.B}C

4)

=> /(> >
NOT: A ( Bx C j carpimina bazen ti¢lii skaler carpim veya kutu carpim denir ve
-> 5 o = (> >
A B C | seklinde gosterilir. A x( Bx C j carpimina Ui¢lii vektor ¢arpimi denir.

7.9.Vektor Analizinde Aksiyomatik Yaklasim

e
r =X.1+Yy. j+2z k vektoriiniin bir koordinat sistemine gore (X,y,z) bilesenleri bilindigi

zaman vektor belirtilmig olur.Bir {i¢ boyutlu vektor (Al , A2 , A3) reel sayilardan olusan bir

sirali Gicliidiir.

- - -
A (AI’AZ’A3)’ B :(BI’BZ’BS)Ve C :(CI’CZ’C3) olarak verilsin.Buna gore;
e T T T -> -
1) AlzBl,AI:Bl,AlzB1 ise A =B dir.
- -
2) A+B =(A1+B1 ,A2+B2 , A3+B3)
-> >
3) A-B :(AI_BI , AZ_B2 , A3—B3)
4) 3:(0,0,0)
—
5) kA:k(Al,Az,A3)=(kAl,kAz,kA3)
- >
6) A.B= (AlBl + A2B2 +A3B3)
N > o o

AA=A2+A24+A 2

7) A nin biiyiikliigli veya uzunlugu; 1 ) 3

> o> -
Al=
Bu tanimlardan;
e -> ([ > - 2 > > 2) 55 >
)A+B=B+A 1) A+ B+C|=|A+B|+C 1A B+C |=A.B+A.
gibi 6zellikler elde edilir.
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- - -
7.9.1.Birim Vektorler : i = (1,0,0) , ] (0,1,0) , k (0,0,1)olarak tanimlansin.
- - - - —> - - -

A:A1 i+A2 j+A3 k B:B1 i+B2 j+B3 k olsun.Buna gore;

- - )
A><B:(A2B3—A3B2 , A3B1_A1B3 , A1B2—A2B1 bulunur.

Sonuglar1 geometrik veya fiziksel olarak yorumlayabiliriz.
- -
Ax B

- >
A .B =|A|[B[Cosb = = ABSin6

vektorlerin daha yiiksek boyutlara genisletilmesi kolaydir. Ornegin, bir dort boyutlu vektdr
(A1, Az, A3, Ay) sayilarindan olusan bir sirali dortliidiir.

Ornekler : A(1,0,2) , B(3,,4) , C(0,-11) , €(0,0,-2), noktalari verilmektedir
- - > o>/ -
a) [AC+ ACJ +AD = AC(BC+ AD]

- >
b) AB+BA=0

- > > -
¢) AB+BC+CD = AD oldugunu gosteriniz.

- > - -
d) 3 AB+2DC| , (AB+ BC] hesaplayiniz.
> oS> 5 -5

Coziim :a) Vektorlerin toplama kuralina gore ; A+ AC=0C—-0OA ise A(1,0,2) , C(O,—l,l)

yer vektorleri

A e
OA=A=14+2k| > > > -S> > > > -5 5 >
AC=C-A=-j+k-1-2k=-1-j-k
- > S -
OC=C=-1+k
O C
Benzer yoldan :
- e - > -
BC=-31-2j-3k , AD=-1-4k

> (> - > o o > o o - > > o o
AC+|BC+AD |=-51-3 j—k+|-31i-2j-3k |[+|-1i-4k [=-51-3 -8k
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e - o > o > o> >
) AB+BC+CD:(OB—OA]+(OC—ODJ+(OD—OCJ:OD—OAZ AD

- > o
d)3| AB+DC+2DC |=3| 2

- > -S> - - > - —>
2) A=1+2j-3k B=2i+j+4k C=-5j ise
A S e - > > = o
a) |Al, [B|,|C| b)|A+B|, |Al + [B| ¢)|]A-B|, |A|-|B| hesaplaymiz.
Coziim :

%
a) [A] S 12422 4 (3)2 =1 419 =14 23,7416

%

e s S
b) A+B=31+3j+k

- >

- —>
A+ B|=9+9+1v19 = 4,3588 —|A|+|B| = V14 + 21 =3,7416 +4,5825 = 8,3241

-
Al =12 +12 4 (-7)2 =51 271414

- >

¢) |A-B 1+-2j+2j-7j-3

o e e
= k

- o>
|A|~[B| = V14 — V21 = 3,4716 - 4,5825 = 11591

132

- > - > - 5 > - >
+j+2k 24| j-3k [=32i-j-k |=—2i-3j-12k

- > > > o - o> > - > > RGN
2] AB+BC |=2/2i+ j+2k |[+|-3i-2j-3k |=2—-i-j-k|=—2i-2j-2k
2

%
B[ =22 +12 442 = Ja+1+16 =21 245825 ve |C]=4/(~5)* =5 bulunur.

-



> oS> S5 o > oS> o
3I))A=21+4 -5k B=1+2 j+3k olsun.Buna gore;
- -> - - -

a) a b) A+B ¢) A- B vektorlerinin dogrultusundaki birim vektorleri bulunuz

Coziim : a)Verilen bir vektor dogrultusundaki birim vector;

— o e e e T T
A 2i+4j-5k 21+4j3-5k 21 4] 5k

Hm Jat16+25 a5 a5 45

e T s e I I I
b)A+ B=21+4 j—-5k+1+2 j+3k =31+6 j—-2k

- - - > -
So A+B _3i+6j-2k 37 67 27
Ja2 g2 9+36+4 T 77 7

- 2 T 2 D ?+2?—8? 1 >
¢) A-B=i+2 j-8k —»n = = i

Ji+4+64 69
- -
i—k

=ab +a,b, +asby=2. 1+(-1)(-4)+1.2=8
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-> 5> - e e

5 A=1+2k , B=—-1+4 j+3k vektorleri arasindaki a¢ginin kosiniistinii bulun.
- > |-

Cozim: A.B =|A||B|.CosO = 5:x/§.x/%.C0s6

> >

A.B=1(-1)4+04+23=5 = 5=+/5:26.Cosb

- —

|A|:«/1+4:\/§—>|B|:«/1+16+9:\/%

e e e e
6) A=1+m j+4k ve, B=2 1+ j+m k vektorleri verilmektedir. Bu iki vektoriin

birbirlerine dik olabilmesi i¢in ‘m’ ne olmalidir?

Coziim :Aradaki aginin kosiniisii sifir oldugunda A ve B vektorleri birbirine dik olur.

- > D>
A.B=|A||B|.Cos6 = 0=0
- - - - 5
A.B=0 = A.B=(—1)2+m.1+4.m=0:> Sm=2=>m=—=0,4 olur.
5
— > - > — e

7 A =3, i +a, ] +a k vektorlinin, B :bl i +b1 ] +b1 k vektorii tizerindeki iz
diistimiinii bulunuz.

Coziim : A vektoriiniin B vektori iizerindeki iz diisiimii sekildeki gibidir.

- = ||
A.B=‘AHB‘.COSO
> B
N - —>
A.B A.B
dZ‘A.COSG , Cosezﬁ veE d:T
O e S - > -S> -

8 A=2i1i-3j+6k vektorlinlin, B=1+2 j+2k vektorii izerindeki iz diisimiinii
bulunuz.

2.1+(-3)2+62 2-6+12 8

1+4+43 3 3

Coziim :d =
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-> > -5 - > -
a)AxB , AxC b) [Ac]sz ifadelerini bulunuz.
> 77
- > ! J k - -
Cozim:a)AxB=| 1 2 -3 | =i(6)+ j@B3)+k(2-2)
1 2 0
> 77
- - ! ] k - - - - > -
AxC=| 1 2 - =i(3)-j(-3)+k(1+2)=3i+3 j+3 k
-1

- > - - > > > - - > -
=—1+j-1-2j+3k=-21-j+3k

> 2> o
- - — ! ] k - — - - - -
C-A|x2B=| -2 -1 3 |=i(-12)-j(+6)-k(10)=1i-6j-10k
-2 4 0

10) A(I,0,0) , B (0,1,0) ve C (0,0,1) noktalarinin meydana getirdikleri diizleme,

A noktasindan dik olan birim vektori ifade ediniz.

e > o >
Cozim:AC=-1+k AB=-1+ )

- - ]
ABxAC=]| -1 1
0
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e e

D - -
no ABAC i+ gtk AB><AC{=\/1+1+ -3
- - V3
ABx AC

11) A(—1,2,3) , B(l,l,l) ve C (2,-1,3) noktalarinin meydana getirdigi diizleme A

noktasinda dik olan birim vektori ifade ediniz.

Coziim :
-> > >
- i ] k
AC =(3-30) . = = -7
ise ABxAC=| 3 -3 0 =61+6 j+3k
%
AB =(2,-1,-2) 2 -1 -2
- > - e T e
;)_6i+6j+3k 32i+2j+k) 2i+2j+k
\V36+36+9 9 3
12) A (1,0,1) ,B (O,l,l) ,C (1,1,0) noktalarinin meydana getirdikleri tiggenin alani nedir.
_)
.. AB=B-A=(-1,1,0)
Coziim : ise
%

AC=C-A=(0,1,-1)

-7
-> o ! ] k - - - -> > >
ABxAC=|-1 1 0 | =i(-1)-j)+k(-1)=-i-j-k
0 1 -1
S(ABC) = S|ABxAC = ?Ebr
o e
13) A=1, B=—j , C=3k vektorlerinin meydana getirdikleri paralel yiizliiniin

hacmini bulunuz.

S>> >
Coziim : A | Bx C |= paralel yiizliiniin hacmi
77
- - gk - ->(—> > 3
BxC=[0 -1 0] =-3i ise A]BxC |=(1,0,0).(-3,0,0)=-3 = V=3br
0 0 3
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14) A (-1,2,3), B (0,-4,7) ve C(-5,1,0) veriliyor.Buna gore;

- —
a) A vektoriiniin B vektorii lizerine izdiistim vektoriinii bulunuz.
- -

b) A vektoriiniin C vektorii tizerine izdiisiim vektoriinii bulunuz.

- > >
¢) A, Bve C vektorlerinin meydana getirdikleri paralel yiizliiniin hacmini bulunuz.

> - -
d) A, Bve C vektorlerinin meydana getirdikleri iiggenin alanini bulun.

- -
e) A , B vektorleri arasindaki a¢inin kosiniisiinii hesaplayiniz.
- -
f) A , B vektorlerinin meydana getirdigi paralel kenarin alanini hesaplayiniz.
-> o> -
g) A, Bve C vektorlerinin dogrultularindaki birim vektorleri bulunuz.
> > >

h) A, Bve C vektorlerinin meydana getirdigi diizleme A noktasinda dik olan birim
vektorii bulunuz.

Coziim:
> =
a) A.B =|A||B|Cosb

- >
_AB L (ED0+2(A+37_ -8+21 _ 13

d - _
|—B>| J=4)? +72 J16+49 65

(-D.(-5)+2.143.0 5+2 7

b) d =

S>> >
¢) A | Bx C |= Paralel Yiizliiniin Hacmi
ﬁ
- >
i j Kk
-> - - - -
BxC=| 0 -4 7|=-71-35j-20k
-5 1 0

>(—> > 3
Al BxC |=(-1,2,3).(-7,-35,-20) = —123 = V =123br
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d)

AT]%:B—A:(O—(—1))_1>+(—4—2)
AC=C—A= (-5- (1))1+(1 2) j

- - -
=] i-6+dkx

Uggenin alan1 =

- >
ABxAC =

1= -
—|ABx AC
- > -
i j k
1 -6 4
-4 -1 -3

%
=1

- -
%| ABxAC |= %Jzzz +13% 4 (<25)%br?

A B (-D.0+2.(-4)+3.7

—4i+-j-3k

—>

e) CosO=

- -
| Ax B |=\/262+72+42

%
A

g a=i=
|Z| Jon2e22:32 TV s e

b=

e
ik

- > -
-1+2 j+3k

- o> -
=261+7 j+4k

- -
1 2 J

- - - > -
B _-4j+7k __4j 7K
B‘ N ERERNCANC
—> - - - -

=51+ j 51 ]

C=_| J(=5)2 +12_ NTRNT;
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—>

—>

_)
i (18+4)— j(-3+16)+ k(-1-24)=22i +13 j-25k
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h)

e
AB B-A=1-6 j+4k

— -> > -
AC=C-A=-4i-j-3k

- o> o
1 J k - —> —

- = - o> >

ABxAC=| 1 -6 4 =22 i+13 j-25k isen 221419 j+23k
-4 -1 -3 Cn2a92em?

- e e T S Y - >

15 A=—2 j+3k:;B=i+3j-4k; C=-5i+6k veriliyor.
% . e ﬁ

a) A vektoriiniin B vektorii tizerine izdiisiim vektoriinii bulunuz.

- =
Coziim: A . B =|A|[B|Cosd

- >
J_AB L (CDO0+2(H 3T -8+21 13
|—B>| Jear+7r l6+49 65
— -

b) A vektoriiniin C vektorii tizerine iz diisiim vektoriini bulunuz.
(=D.(-5)+2.1+3.0 5+2 7

Josrr V6 s
- - -

¢) A, Bve C vektorlerinin meydana getirdikleri paralel yiizliiniin hacmini bulunuz.

Coziim: d =

S>> -
Coziim: A | Bx C |= Paralel Yiizliiniin Hacmi

-
- - ok - - -
BxC=[0 -4 7 |=-7i-35j-20k
-5 1.0
(> — 3
Al BxC |=(-1,2,3).(-7,-35,-20)= —123 = V =123br
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-> - -
d) A, Bve C vektorlerinin meydana getirdikleri iiggenin alanini bulun.

Coziim:

— - — - > > -
AB=B-A=(0-(-1))i+(-4-2) j+(7-3)k = i -6 j+4k
- - - > o
AC=C-A=(-5- (1))1+(1 2)J+(0 )k =—41i-j-3k

. 1= - - - - - > -
Ucggenin alan1 = —|ABxAC =3 1—-6 j+4k |[x|-41i+-j-3k
- > -
i k
- - — — — - > -
ABxAC=| 1 -6 4 | =i(18+4)— j(-3+16)+ k(-1-24)=22 i +13 j-25k
-4 -1 -3
- -
%| ABxAC |= %Jzzz +13% 4 (<25)%br?
- -
e) A , B vektorleri arasindaki a¢inin kosiniisiinii hesaplayiniz.

- >
A.B (-1).0+2.(-4)+3.7 Rk

‘XH_B)‘ . \/(—1)2 +22 432 \/(_4)2 472 V14465

Coziim: Cosd =

- >
f) A , B vektorlerinin meydana getirdigi paralelkenarin alanini hesaplayiniz.
- > o
- > b k > 5 >
Coziim: Ax B =| -1 2 31 =261+7 j+4k

- -
| AxB |=v262 +72 442
> o> >
g) A, Bve C vektorlerinin dogrultularindaki birim vektdrleri bulunuz.

— - > - — - -
Coziim:a A —1+2j+3k i 2] 3k

H\/(1)+22+32 Vi ia
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—> - > — —> —> - > — —>
-4 j+7k 4 j 51+ ] 51 j

A

> > >
h) A, Bve C vektorlerinin meydana getirdigi diizleme A noktasinda dik olan birim

vektora bulunuz.

Coziim:

- > o> o
AB=B-A=i-6 j+4k

— > > o
AC=C-A=-4i-j-3k

- > -
- - o k S50 5 22‘.’ 1 - 5 ?
AB<AC=| 1 -6 4 | =20i+13j-25k isen=2 1D Ji+23k
4 1 3 V222 4192 4232
ALISTIRMALAR

1) A(-3,6,4)veB(-1, 4, 2) vektorleri verildigine gore;
a)cosd =? b)d=? ¢)S=? d)a=? e)b=?
2) Koseleri A(-2, 3,4 ), B(1, -5, -3 ) ve C(-2, 4, -3 ) olan liggenin alan1 nedir ?

3) Koseleri A(2, -3, -4), B(-1, 3,2) ve C(-3, 4, 5) olan dortylizliinlin hacmi nedir ?

- > -
4 A 2i+3j-k 022d=2S=9
)_) .y _yqcos =2,d=2,S=71
B=-31-4j+5k
- - -
A=-21+3k
- > -
5 B=41-5] vektorleri veriliyor.
- > -
C=3i1i-j-2k

Buna gore kenarlar1 A, B, C olan paralel yiizliiniin hacmi nedir ?
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6)

> > 5> o
A=1-2j+3k

e

B=4i1i-3] vektorleri veriliyor.
- - -

C=-2j+5k

Buna gore kenarlar A, B, C olan iiggenin alan1 nedir ?
7) Koseleri A(-2,3,1),B(1,0,-3)veC(0,4,-1)olan iiggenin alan1 nedir ?
8) Koseleri A(1,-3,0),B(-1,4,-2)ve C(0,2,-5) olan dortyiizliiniin hacmi nedir ?
9) A(3,0,-4)veB(-2,4,-1) vektorleri verildigine gore;
a)cos @ = ?b)d=?¢)S=7d)a=?¢)b="?
10)

vektorleri veriliyor.A ve B vektorleri arasindaki ;

a)cosO =? b)d=? c)S=? d)a=? e)b=? ) Kenarlar1 A, B, C olan {i¢genin alan1 nedir ?
g)Kenarlar1 A, B, C olan paralel yiizliiniin hacmi nedir ?

11)

o e
A=21i+3j-k

> o 5 >
B=-3i-4j+5k

cos0=?,d=?2,S="?

12)
- > >
A=3i-2]
— - o >
B =-2 144 j— k ; vektorleri veriliyor.Kenarlar1 A, B, C olan tiggenin alan1 nedir ?
— - -
C=-2j-5k
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o
A=21-j+3k
> oS o >
B=3i-2j-k vektorleri veriliyor.
- S S o
C=-1+3j-4k

Buna gore, kenarlar1 A, B, C olan paralel yiizliiniin hacmi nedir ?
- > >
A 21-3j+4k

- oS> > >
B=-1+2j+3k

14) cos0=?2,d=?2,S="?

15)
— > >
A=-31+2]
- > o> >
B =-21+4+4 j+3k ; vektorleri veriliyor.
- > -
C=2j-5k

16)

- > o >

A=21-j+3k

> o5 o >

B=3i+2j-k vektorleri veriliyor.
e
C=-1+43j-4k

Buna gore, kenarlar1 A, B, C olan paralel yiizliinlin hacmi nedir ?

> 5> >
A——21+3J—4k

LN sy _y (cos8=2d=2S=2a=2b="?
B=-21i+j-5k
T T
A=-31+2j-4k
- - -

18) B=-21i+3k vektorleri veriliyor.Buna gore,Kenarlar1 A, B, C olan paralel

— - -
C=-41i+k

ylizliiniin hacmi nedir ?
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8. BOLUM
8. KARMASIK SAYILAR

8.1.Giris: x” = -1 denkleminin reel sayilarda ¢6ziimil yoktur. Bir baska deyisle reel say:
sisteminde karesi —1 olan higcbir reel sayr bulunamaz. Bu nedenle, reel sayilara 1 veya j
sembolleri ile gosterilen ve karesi (—1) olan imajiner birimi dahil edelim.

i=+—1 veya i’=-1 olsun.
8.1.1.Tamim:Bir karmasik say1 genel olarak z = a + ib seklinde tanimlanir. Burada, a ve b reel
say1 iken 1 = V-1 imajiner birimdir. Buna gdre karmasik sayilar kiimesi ;

C={atib| abe IR ,i= V=1 } seklinde gosterilir.

z = a+ib karmasik sayisinda b=0 ise bu karmasik say1 bir reel sayidir. a=0 ise z=ib sayisina
piir imajiner say1 denir.

Ornek.8.1 :2 karmasik sayisi bir reel sayidir. Ciinkii b=0’dur.

NE karmasik sayis1 ayn1 zamanda bir plir imajiner sayidir. Ciinkii a=0dur.
Boylece a+ib karmasik sayisinda a sayisina a+ib karmasik sayisinin reel kismi , b sayisinada
a+ib kopleks sayisinin imajiner kismi denir. Bir kopleks say1 genellikle z=a+ib seklinde

gosterilir. Bu gosterime bir karmasik sayinin kartezyen formu denir.

8.2.Karmagsik Sayilarda Dort islem

8.2.1.Toplama :z,=a+ib ve z, =c+id iki kopmleks say1 olsun.Bu durumda;

zitz;=(a+ib)+(c+id)=(a+c)+i(b+d)=e +if olur.Yani z,,z, € Cise z,+z, € C’dir.
—

e f

Buna gore, C kiimesi toplama islemine gore kapalidir.

8.2.2.Cikarma:z | =a +ib ve z; = ¢ + id iki kopmleks say1 iken;

z1-2p =(a+ib)-(c+id)=(a-c)+i(b-d) = u-1iv yine bir karmasik sayidir.

71,7y € C =»z;-27, € C’dir. Yani karmagik sayilar kiimesi ¢ikarma islemine gore
kapalidir.( 1 birimi genellikle matematikte kullanilirken j birimi genellikle Elektrik-Elektronik
ve benzeri alanlarda kullanilir).

Ornek.8.2:2i+(4-3i)=4-5i

(-1+i)+(2-51)=(-1+2)+i(1-5)=1-4i
(3-2i)+(4+i)=(3+4)+i(2+1)=T—i
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8.2.3.Carpma:

zi=a+ib ve z;=c+id iki kopmleks say1 iken ;
zi.2, =(a+ib).(c+id)=(a.c +iad+ib.c+ilb.d)=(a.c-b.d)+i(a.d+b.c)=m + in
yine bir karmasik sayidir. Yani karmagik sayilar kiimesi ¢arpma iglemine gore kapalidir. Buna
gore ;

z1,20 € C = 7z, .2, € C’dir.
Ornek.8.3:
2-31).(4+1)=24+3)+1(2-12) =(8+3)+i(-10)=11+1il0

8.2.4. Bir Karmasik Saymnin Eslenigi

Bir karmagik sayimin eslenigi, sayinin imajiner kisminin isareti degistirilerek bulunur.

z = a + ib bir karmasik say1 iken a - i.b sayisina z sayisinin eslenigi denir ve;

z ile gosterilir. Buna gore; z=a+ib = Z =a—ib olur.

8.2.5. Bolme :z; = a + ib ve z, = ¢ + id iki karmasik say1 iken;

z, _a+ib _(a+i.bj(c—i.dj _(ac+b.d)+ifb.c—ad)
z, c+id \(c+id/\c—id ¢’ +d’

(a.c+b.d) i (b.c—a.d)
c+d> P +d?

p q

=p+iq

2-3i1
1-i

Coziim.8.4: [ 2oL |[ 11} 3=t 5=t 5 1
1-i JU+i) 141 2 2 2

Ornek.8.4: =?

8.3.1i ‘nin kuvvetleri: 1", n’in alabilecegi degerlere gore asagidaki degerleri alir.

i*=1% i>=(-1).(-1) =1 oldugundan i" nin alabilecegi degerlerde buna gére belirlenebilir.

n=3,7,11,15,.....

n=2,6,10,14,.....
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Ornek.8.5: i”=i** .i=(i*)".i=(1" ).i=1

iP=1 P=H 1 P=() iti=1(- )=

8.4.ikinci Derece Denklemler:f(x)=ax*+bx+c = 0 denkleminin kokleri A= b* —4.a.c < 0 iken
reel degildir. Bu denklemin kokleri karmagiktir.

Ornek .8.6: x°-2x + 5 = 0 denkleminin koklerini bulunuz.
Coziim.8.6: A=(-2)2-4.( 1).(5)=4-20=-16<0

2F+-16  2F4
X2 = = =
’ 2 2
8.4.1. Karmasik Carpanlar

Ornek .8.7:x*+ 9= x%-9 i’ =x7-(3i)*=(x-3i)(x+3i)

X, =2+2i ve X, =2-2iolur.

Ornek.8.8: 4x7+25=4x2-25.i*=(2x)%-(51)*=(2x-5i) (2x+5i)
8.5. Karmasik Sayilarin Grafigi
8.5.1. Karmasik Diizlem

Kartezyen formdaki bir karmasik say1 bilindigi gibi reel kisim a ve imajiner kisim ib olmak
tizere iki kisimdan olusmaktadir. Yani, bir karmagik sayinin gésterimi i¢in yine kartezyen
koordinat sistemini kullanacagiz.Kartezyen koordinat sistemindeki yatay eksene reel eksen
diisey eksene ise imajiner eksen adi verilir. Yani bir karmasik sayinin reel kismini olusturan
sayilarin imajiner eksene ayni1 kartezyen koordinatlarda oldugu gibi yerlestiriyoruz. Iste elde

edilen bu yeni diizleme Karmasik Diizlem ad1 verilir. (Sekil.8.1)

Imajiner Eksen

Reel Eksen

Sekil.8.1 : Karmasik Diizlem
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Ornek.8.9: —2+i, V3 +i ,_—21 - i—23 vel-3i sayilarini karmasik diizlemde gosteriniz

Coziim.8.9:
A
2+ V3+i
_1_W3
2 2
1-3i
v

Ornek.8.10: z, =-5+4i ve  z,=4+5 |- =7
Z,
Cozims.10; 2| Al _JESS @) _Jar
Z, |Zz| \/42 +5° \/H
Ornek.8.11: z=—\/§—\/§i:>‘zg‘=?
Cozim8.11: |*=|4"  ozelliginden; |-+2-+2{
8 1 8

(VET T | ) <[] < -as0

Ornek.8.12: 3x—iy+xi—y=3-5i olmasi i¢in (x, y) =?

Coziim.8.12: 3x—y+(x—y)=3-5i
3x-y=3
X-y=-5
2x=8=x=4= y=+9= (x,y)=(4,+9)

Ornek.8.13: |°= 2

5 =3 ifadesinin karmasik diizlemde goriintiisii nedir?
Z+

Coziim.8.13: % =3=z-2/=3:z+2]
z

Z =X +1y olduguna gore; Z—2=x+iy—2=(x—2)+iy ve Z+2=X+iy+2=(x+2)+iy
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=G oy = P ey 32 ey

z+2=J(x+2) +y> = J(x-2) +y* =9-y/(x +2) +¥’

X* —4x+4+y’ =9x”> +36x+36+9y’

8’ +8y" +40x +32=0=>x"+y +5x+4=0

5Y , (3Y
> _oP =2
(sz +ly=0) @
Ornek.8.14: z=3-4i ise ‘z‘l‘ =9

1 11

-1
7z ‘:—_—_

Coziim.8.14: 1.Yol;
7| |2 \[3i(-ay 5

-1
2.Yol; z_l‘=|z|_1:( 32+(—4)2) :5-1%
Ornek.8.15: z=3-2= ‘2‘3‘ =9
Coziim.8.15: 1.Yol; 2_3‘:—3=L:L: ! = 1
Z

A (BT ecar)
o= (BT o |~ =(54)

8.6. Bir Karmagsik Saymin Trigonometrik Formu

2.Yol;

Karmasik diizlemin 1. Bolgesinde herhangi bir z= a+ib karmasik sayisim1 gézoniine alalim.
Bu noktay1 orjin ile birlestiren vektorede yarigcap vektorii (r) diyelim. Ayrica reel eksenin

pozitif yonii ile r yaricap vektorii arasinda kalan dar aciy1 da 6 ile gosterelim .( Sekil.8.2).

imzﬂ'iner Eksen

. z=a+ib
ib— ' )
r
*b
0
» ° Reel
a

- a > Eksen

Sekil.8.2. z=a + i.b karmasik sayisinin trigonometrik formu
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. . ) ) b a
0 dar agisiin trigonometrik fonksiyonlarindansin® = — , cos6 = — olarak bulunur.
r r

Buna gore;b = r.sin@ ve a= r.cos0’ dir. Budegerler z=a+ ib karmasik sayisinda

a ve b yerine yazilirsa; a+ib = r ( cos0O +i.sin® ) =r (cos0 + i.sin0 ) ifadesine z=a +ib
karmasik sayisinin trigonometrik formu denir.b = r.sin0® ve a = r. cos0’ dir. Bu degerler
a+ib karmasik sayisinda a ve b yerine yazilirsa;

a+ib= r.cosO@ +irsin® = r. (cos® + i.sin@ ) ifadesine a + ib karmasik sayisinin
kutupsal formu denir ve r £ 0 ile gosterilir. Burada r yaricapit mutlak deger veya bir

karmasik sayinin modiilii olarak bilinir.Pythagorean Teoreminden;

r=+a*+b’ olarak bulunur. (r > 0) © agis1 z= a + ib karmasik sayisinin argiimam

olarak adlandirilir ve tan@ = b oranindan yararlanilarak; 0 = arctanE olarak elde edilir.
a a

Kutupsal formun bir diger gosterimide r.cis 0’ dir. r.cis 0’ da i=+/—1 olur.
8.7. Kutupsal Formda Aritmetik Islemler:
8.7.1.Carpma:

Kutupsal formdaki kopmleks sayilarin ¢carpimi asagidaki gibi yapilir.
z; =114 01=r1(cosO ;+1.sin0 ;)
7y =1,/ 0 ,=rp(cosH ,+i.sinB ;) iki karmasik say1 olsun.Buna gore;
71.2y =114 011220 =] 11(c0s0 |+ 1.8in0 1)].[ r2(cosO , + 1.8in0 ;)]
= r1.12(c0s0 1.cosO ,+1.sinO 1.sinO »+i2.sin0 1.c0s0 ,+.cos0 1.sind 2)

= 11.12[(c080 1.c080 »-sinO 1.5inO ,)+i(sind 1.cosO ,+cosO 1.sin0 ;)]
H_/ %_/

cos(0 1+ 0 7) sin(0 ;+ 0 7)

=r11.12[c0s(0 110 2)+sin(0 ;40 ,)]=r).12.cis(0 110 2)=r1.r2 £ (0 110 2)

Ornek.8.16:

a) (112230°). (22 60°) =2

1/2£30°.2260° = 1/2.2 £(30°+60°) = 1£90° = 1(c0s90°+1.sin90") = 1
b) (3/2275°).(5/4 2 45%) = (3/2).(5/4) £ (15°+45°) = 15/8 £ 120°

NEIE

=15/8(cos120°+i.sin120%) = 15/8(— - + 5 )
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8.7.2.Bolme:
Kutupsal formdaki 1,240 ve 1, £0 ;sayilarinin bolmesi,

1, Z0  r(cosO, +sin0) 1(cosO, +sinb,)(cosO, —i.sin0,)
r,Z0 1,(cosf, +sinB,) r1,(cosO, +sin6,)(cosH, —1i.sinb,)

_ 17(c0s0;.cos0; —1.cos0;.sin 0, +1.sin 07.cos 0, —iz.sinel.sinez)

) (cos2 0, —i2 sin? 0,5))

_ 17(c080;.cos0, +1.8in01.5in 05 ) +i(.sin 01.cos0, —cos0;.sin0,)

r2(cos2 0, ~i%.sin? 0,))

= [cos(8, + 6)) +i.sin(0, + 6,)] = C|s(9 9)_:14(9 -0,)

rz N )
Ornek.8.17: ﬁ =7
2/15
Coziim.8.17:
3,£45° 3,45 15" 3/30°  3(cos30° +i.sin30")
2/15° 2 2 2
33 i 33 i3
—(— —)=—+—

2’ 4 4

8.8. Euler Formu (Ustel Form):
Karmasik sayilar1 asagidaki sekillerde ifade etmistik;

z = a+ib sekline kartezyen form
Z = r.(cos0+i.sin0) sekline trigonometrik form
z=r £0 sekline kutupsal form denir.
Karmasik sayinin bir diger seklide iistel formudur ve Euler formiiliiyle verilir.
e %= cos0+i.sin0 (Euler Formiilii )
Euler Formiilii olarak bilinen bu ifade trigonometrik formda yerine yazilirsa;
z = r.e=r(cos0-+i.sin0)

olur.Iste bu yazilisa karmasik saymin Ustel Formu denir.

150



8.9.Ustel formda aritmetik islemler:
8.9.1.Carpma:

Uslerin kurallarii kullanarak iistel formdaki iki karmasik saymin ¢arprmini yapalim.

i0, i92
z,=1.€ VeZ, =T,.€

i.[el+92]

olsun. Buna gore;

Z,..Z, =1 .1T,.€

12 172

8.9.2.Bélme: Us kurallarini kullanarak iistel formdaki iki karmasik sayinimn boliimiinii

10
2

10 o
yapalm. z, =1.6 ' vez,=r,.e iki karmasik say1 olsun.

z, r, 10, -
Boylece; 1 :_le[ 1 2] olarak bulunur.
% N

Ornek.8.18: a) 2(cos135°+i.sin135°) karmasik sayisini iistel formda ifade ediniz.
Coziim.8.18:a) r=2 ve 6 =135° oldugundan radyana cevirirsek;
i3n

4

r=2,0 =3—H = z=r.e=2.8

Ornek.8.19: b) 5(cos240°+i.sin240°) karmasik sayisini iistel formda ifade ediniz.
4n
Coziim.8.19:b) r=5 ve O =240° ise r.e’=5.¢3

8.10. Karmasik Usler

z=a +ib karmasik sayisini goz Oniine alalim. 2" = (a + ib)" ifadesi z karmasik sayisinin n.

kuvveti olarak adlandirilir ve De’ Moivre Teoremi kullanilarak hesaplanabilir Soyle ki ;

"= £0)"=r" (Kutupsal Form)
Z"=(a+ib)" (Kartezyen Form)
2"=(a+ib) "=r"(cos0 + i.sin0)" (Trigonometrik Form)

n

"= (r.e"®) "=r"e" ™= r"(cos0 + i.sin0) " (Ustel Form)

olur ve r yarigap1 ile 0 argiimeni belirlenerek istenilen karmagik sayinin n. kuvveti bulunur.
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100
Ornek.8.20: (lﬂﬁj —9
2 2

100 100
Coziim.8.20: (lj {ﬁJ _,

2

2

tand = =\/§:>6’=Arctan\/§=%

1= G

100 1002~
l+i.£ = (r.eie' 0) 100 = (100 o e'10021100.el 3
2 2
1
2
zl{Cos 100~ +i.Sin 100”] :Cos4—”+i.8in4—”: —l—i.—3
3 3 2 2

8.11.Karmasik Kokler: z"=a+ib ifadesi n. dereceden bir denklemi ifade ederken z"-(a +
ib) = 0 denkleminin kdklerini bulmak yani a +ib karmasik sayisinin n. kokiinii bulmak

icin De Moivre Teoremi’nden yararlanilir. Soyle ki;

1 1 1
Z"=a+ib ¥ z=(a+ib) " =(r L0)" =r" AQ
n
Z x+1 = I|cos ((0+—2kﬁ)) +i.sin (M)] (k€Z) (0 <k £n -1) ifadesi bulunur.
n n

Boylece, 0 <k <n -1 i¢in n tane kok bulunur. Burada esas 6l¢ii sozkonusu oldugundan 0

yerine 0 + 2kn (KE€Z) alinmistir. Bilindigi iizere, 6 =0 + 2. k. (k€Z) “dir.
1 1 1
Z'=a+ib Pz =(a+ib)" =r" (cosd +i.sind) "
ustel formda ifade edecek olursak;
1 1 1
Z'=1.e" D z=(re=(1)" ("
1 1 1

Z1=(r) " .(e") "= (r) " .[cos (0+2kn)

wﬁ i.sin (T)] (k€Z) burada;
n

Zx+1 ifadesi k’nin 0’dan baslamasi halinde z;,z,......, z, koklerini ifade etmesi amaciyla

kullanilmaktadir.
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Ornek.8.21: -1 sayisiin dort kokiinii bulunuz.
Coziim.8.21: -1’in dort kokini bulmak demek z'=-1 denklemini ¢ozmek veya Z'+1=0

denklemini ¢6zmek demektir.

Z'=-14i.0 ise r =+/(=1)% +(0)% =1

Tg 6= % =0 1se 0 =Arctgb=n

1

1

Z'=-1+1.0 ise z=(-1+ i.O)Z ve z'=r.e" z= (r.ei'e); olur.Buna gore;
' 0+2kx ol K
= 7w+ 2kr 7+ 2k
zer=rm el teos((TE2D) +sin (D) )
k=0 igin zi=cos(%) +isin(%) = —+ i
- =cos(~— sin(Zy = — 4+ —
4 4 2 W2
3z 3z 1 1
k =1 i¢in z;=cos(— ) + i.sin(— )= -— —
4 TN RN
k=2iginz cos(—) + 1. sm( - L
T NG
.. T . s I .1
k =3 i¢in zg=cos(—) + i.sin(— )= —-1i.—
T 47 22

k =4 i¢in 25=cos(977[) + i.sin(%) =7

o

Not : 4 kok varsa 360

=90° = % kokler arasinda %radyanhk fark vardir ve zs= z;’dir.

Ornek.8.22: -i sayisinin 6 kokiinii bulunuz.
Coziim.8.22: -i sayisinin kokiinii bulmak demek z°= -i denkleminin koklerini bulmak veya

7°+i=0 denkleminin koklerini bulmak demektir.

A =J(=1)? + (0)2 =-1
Tg@——l—--oo —0=Arctg(-0)= ——>n 6, r=1, 6= 3z
I 0 2 2
0-
- o (3“+2k ] ™ 4 2km) A" 4 ok
Z =10\ 2 =cos|_2 " |+isin
\ 6 6 6
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L
o

k=01i¢inz; = cos(?—;z) + i.sin(3—ﬁ) =

T T 1
k=1icinz,=cos(— ) +isin(—)=-—+1
¢in z; (12) (2)

NG

k =2 igin 23—cos(—)+ 1.sin (M)—-L- .

157 157
k =3 icin z4= cos(—— )+ i.sin(— ) =
¢in z4 (12) (12)

EPREpS |
'_ Sl - Bl- a\~ ﬁ%

k=4 icin zs= cos(— )+ isin(— )= —
¢in zs (2) (12)

6|

237 237 1
k=51icin zg=cos(—— )+ isin(— ) =-—+1.—
¢in zg (12) (12) 7 h
277 277 3
k=6 1icin z7 = cos(—— )+ i.sin(—— ) = cis— =
¢in z7 (12) (12) o,

o

6 kokli bir denklemin kokleri arasinda

=60° yani — 3 radyanhk bir fark vardir.

7. denklemin kokii 1. denklemin kokii ile aynidir.
Ornek.8.23: z= -3 ise z’nin kiip koklerini bulunuz.

Co6ziim.8.23 : -3 sayisinin kiipkokiinii bulmak demek z’= -3 denkleminin kéklerini bulmak

veya z°-3=0 denkleminin koklerini bulmak demektir.

r=4(-3)>+0" =3 —>Tg6=—(;=0—>6=Arctg(0) =
Zz =-3=3(cosz +1i.sinx) olur.Buna gore;

3
z, = 3\/g(cos§+ i.sin%) = g(l +\/§)

-3+1.0

Z, = 3\/g{cos(%—i-l.z?ﬁ) + i.sin(%+1.27ﬂ)} = 3\/g(cos7r +i.sinx) = 33

z, = \/_[cos(—+2 2—)+|s1n(—+2 Zi)}—ﬁ(l—i\/g)

154



Ornek.8.24:z° +1=0 denkleminin koklerini bulmaya ¢alisalim.

Coziim.8.24: 2=-1=2r=1=0 ==
k=0=12 = 1%(cos£—sinzj
6 6

k=1=12z, = 1/(005——sin3?ﬂj

1
k=2=12z,=1"° cos——sm—

k=4= 1z, _ 1% cos——sm—

k=3=12,= l%tcos——sm—

k=5=12, :1%(cos%—sin%j

8.12.Karmasik Sayilarin Elektrik Devrelerine Uygulanmasi :
8.12.1. Elektrik Devrelerle ilgili Céziimlii Ornekler

Ornek.8.25: Sekildeki devrenin esdeger empedansi nedir?

Coziim.8.25:

Zo=3+5 Z2 ve 73 paralel
Z.,=5-18
= u
L.,.L: B 2,2, B B+ 565 -]9) _15—j24+j25+40
Z, Z, BUZ,+2s G+i5)+(G-j8) 8- 3
1 _ 55+.11 _ 440+ j165+ J8-3 _ 437+ J173 59423
Z,, 8-j3 73 73
(8+j3)

Zo=2,+2Zy;=2+)3+59+j23=79+]53Q
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Ornek.8.26: R=6Q 'luk dirence bir kondansatér paralel olarak baglaniyor. Kondansatdriin

reaktans1 Z>=-j20'dur.Buna gore;

s R| el

a-) Kol akimlarini1 bulunuz.

b-) Devre akimini bulunuz.

¢-) Devre empedansini bulunur.
Co6ziim.8.26:Kaynak gerilimi U=60 V
Z,=6+j.0 = Z,=0-j.20 = U=60+j.0

| U _60+j0 _600°

= =10.20°
6+j0  6£0°

§ .

I, = =3.,90°

U _60+j0 6020
7 0-j20 20£-90°

I=L+L =(10+3.0)+(0+j3) =10+ j3

I 10+j3 10+ 10% + j2 109

U 60  600-3;0 600-;180 600- ;180

=5,5-7.1,65Q

Ornek.8.27: Sekildeki devrede R, =4Q X, =3Q R, =6Q X_, =8Q

U=150V olduguna gore; Ro=650 Heg=80

a-) [, akimini bulunuz.

R
b-) I, akimini bulunuz. =30 By =40

¢-) I, akimini bulunuz.

Coziim.8.27:
Z, =R +)X;; ve Z,=R,-jX olsun
Z,=44+13=> Z,=6-J8 = U=150+J0

a-)
U 150+j0  600—j450 600 — j450

Z, 4+j3 4% +3° 25

: 14
[[=24-jI8 I, = |11|4tg—Z =30

1
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b-)
U _150+j0 _900—jl1200 900— j1200

7, 6458 62 +82 100
I, =9-j12 12=|Iz|4tg%=15
214
184
113;_ L
%1 |
[E! |
3 i
12 214 3|3 . u
34 !
1 S N P I
124 ;
15 !
T3 A, L
214

¢)  I=1,+1,=(24-]18)+(9+12)=33-j6

Ornek.8.28 : Sekildeki devrede lamba ne zamanyanar?

Coziim.8.28: Transistorlin iletime geg¢mesi i¢in C kondansatoriiniin
o+10V iizerindeki gerilimin 0,1V'a ulagsmas1 gerekiyor.

100K%, Lath Bir RC- seri devresinde kondansator uglarindaki gerilim
AT A
107 degeri; Degerler yerine konulursa ;

“Mﬂ B o (110kQ=110x10> Q,500 pF = 500x10°F
E,Translatér -t —t -t

3 -6 <
50[])m£_c 0,7:10(1-6110X10 x500x10 ):10(1-6 55):10-106 55

]
< 55'iolur.-0,07257069=;—5t ‘den t=3,99 bulunur.Yani, enerji

verildikten t=3,99 sn sonra lamba yanar.
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ALISTIRMALAR

2 2

1)[—34-i§) =9

2) 2’ = —/3 +1 denklemini ¢dziiniiz.

3)(_\/54_ j)1999 _9

4)z° =—j—1 denklemini ¢oziiniiz.

a(—lj—igj 9

2 2

6)z° = V3 - j denklemini ¢oziiniiz.
7)z° =—j+1 denklemini ¢dziiniiz.

1 3

8)z' = 5T j denkleminin koklerini bulunuz.

9)z° + 64 = 0 denkleminin koklerini bulunuz.

NERS

10)z* = 5 73 j denklemini ¢oziiniiz.
11)z° = 3 j—1 denklemini ¢6ziiniiz.

oy

12)7° =——— = ] denkleminin kdklerini bulunuz.
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9. BOLUM
9. LIMIT VE TUREV
Tiirevi tanimlamak i¢in limit kavrami kullanilir. Bu nedenle, tiirevden Once limit ve limitin
Ozellikleri ile siireklilik kavrami bu béliimde ele alinmustir.
9.1. Limitin Tanimi ve Anlasilmasi

Limiti daha iyi anlayabilmek i¢in asagidaki fiziksel 6rnegi ele alalim.

Ornek.9.1

Bir cisim yiiksek bir yerden diisiiyor ve t zamaninda s [Kiike |

yolunu aliyor ve t’ye bagli;
s=f(t)=4.9¢
olarak veriliyor.Buna gore ;
a) t=0vet=4 sn. arasindaki, yani ilk saniyedeki

ortalama hizi bulunuz.

b) t=1 sn. 'deki ani hiz1 bulunuz.

. C . Sekil.9.1. Cismin Sekli
c)cebirsel olarak gosteriniz ki; V= LimV_, =9.80m/sn

t—1

Coziim.9.1:

a) Ortalama hiz, yoldaki degisimin zamandaki degisime oranmidir. Yani;

As
Vv

ort = ac olup A fark operatoriidiir. Simdi cismin ilk 4 sn. boyunca hareketini, s= 4.9 t* formiilii

ile asagidaki tabloda verelim(Tablo9.1).
Tablo.9.1. Cismin ilk 4 sn. boyunca hareketi
tzaman) 0 1 2 3 4
s@o) | O 49 19,6 41 784

Buna gore, cismin 0 ile 1 sn. arasindaki ortalama hiz1 tablodaki verilerden;

As 49-0
=—= =4.9 m/sn. olarak bulunur.
oAt 1-0

b) t=1 sn. esnasindaki ani hiz1 bulalim.

Yukaridaki tablodan da goriildiigli gibi cismin hiz1 siirekli olarak artmaktadir ve bu ani hiz

_As

formiilii ile hesaplanamaz. Ciinkii, herhangi bir anda As =0, At=0 olur ve
At

Vort

As= Qbelirsizdir. Bdylece, ani hiz limit kavramini kullanarak ¢ok kii¢iik bir zaman araliginda
At 0

t'nin yaklasik olarak 1 sn. alinmasiyla belirlenebilir.
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Bunun icin t'yi 0 ile 1 sn. arasindaki bir deger ve s=4.90t> 0 ile 4.9 m arasindaki uzaklhk

490-5  4.90-4.90¢
1-t 1-t

formula

degeri almirsa 1 sn. ile t sn. arsindaki ortalama hiz; /=

kullanilarak t=0.5, t=0.9, t=0.99, t=0.999 ve t=0.9999 i¢in V, degeri asagidaki gibi bulunur.

(sn) t 0,5 09 0,99 0,999
(m/sn)Vort 735 931 9,75 9,795

Ornegin, t=0.99 sn. anindaki V; soyle bulunur:

_490-4.90(099)> _00975_o 1
1-099 001

Vort

Eger yukaridaki tabloya devam edersek t'nin 1'e yaklagmasi halinde (t—>1), Vo 9.80'

yaklasacaktir (Vor—> 9.80). Bu durum limit kavrami kullanilarak su sekilde ifade edilir;

4.90 — 4.90t>

LimVy = Lim————=9.80m/sNn ye (=1 sn.'deki ani hiz;
t—>1 t—1 1-t ’

V= 't-LrPVort =9.80m/sn  ylarak bulunur.

c) Cebirsel olarak V = It-Ln?Vort =9.80m/sn oldugunu gosterecek olursak;

_ 2 2
V = LimV,, = Lim 4.90 —4.90t _Lim 4.90(1-1t7)
to1 t—1 1-t t—l 1-t

. 490(1-t)(1+1) .
V = Lim =Lim4.90(1+t)=9.80m/sn
t—1 (1-1) t—s1 ( ) bulunur.

Inceledigimiz bu &rnek bize limit kavramm hakkinda bilgi vermesi agisindan énemlidir. Simdi

de limit kavramini bir fonksiyonun limiti olarak tanimlayalim.

Tamm.9.1: f:A < IR—IR fonksiyonu verilsin. xo€A, x#xo olmak iizere V &€>0 sayis1 i¢in 3
0>0 sayis1 bulunabiliyorsa 3, | x- %o I< & iken | f(x)-L |< ¢ kaliyorsa LelR sayisina f

fonksiyonunun limiti denir ve; XI;1>r)r(1 fix)=L veya =x—oxp i¢in  f(x) L secklinde
0

gosterilir.Bir baska deyisle, tanim kiimesinde ve X,'in 6 komsulugunda olan noktalarin

goriintiilerinin L’nin ¢ —komsulugu icinde kalmasi demektir. (Sekil.9.2)
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X, —0X, X,+90

Sekil 9.2.Limitin tanimina ait grafik

Not: f(x) bir polinom fonksiyon ise;

Lim f(X)= f(X,)

X—>Xo

seklinde x yerine fonksiyonda x¢ yazilarak bulunur.

Ornek.9.2:

1) Lim(3x—4)=3(-1) -4 =-7
X——1

2) Lim x*-3x*+5x-1 = (3)*-3(3)*+5(3)-1 =14

2
. X
Lim =7
3) X—0 X
X2 X X(X+D
4) Lim =Lim———==Lim(x+1)=0+1=1
x—0 X x—0 X X—0

Bu 6rnekte dikkat edilecek nokta sudur;

x”+x iken g(x)=x+1 idi. Grafik olarak gdsterecek olursak;

e

(,1)/ 2 (

s /

N

/ g(x)=x+1

(-1,0) Siireksiz (-1,0 bilrefkh 7
Fonksiyon Fonksiyon
Sekil .9.3. f(x) = x?+x  fonksiyonunun grafigi Sekil 9.4. g(x)= x+1  fonksiyonunun grafigi

X

f(0)= 8 tanimsiz olup x = 0 noktasinda kaldirilabilir stireksizlige sahiptir (sekil.9.3 ).
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Buna karsilik cebirsel islemlerde elde ettigimiz g(x)=x+1 fonksiyonu VxelIR noktasinda
stireklidir. f(0) # g(0) 'dir. Bu 6rneklerden su sonug ¢ikar. Eger, f(x) tanimli oldugu araliktaki
her noktada siirekli bir fonksiyon ise fonksiyonun herhangi bir noktadaki limiti o noktadaki

fonksiyonun degerine esittir. Bu ileride sunacagimmiz siireklilik kavrami ile daha da

pekisecektir.
Ornek. 9.3:
1 Lim=yx* =2 =433 —2 =25 =5
X—3
2 2 2 2 2
20y Lim ZHWTHEXT g XEH2XRERTEXT e ok h) = 2x 40 = 2%
h—0 h h—0 h h—0

9.2. x— oo icin PX) Limiti :
Q(x)

1 n-2

n n— 2
P(x)=a x +a x +a x +..+ax +ax+a
n n-1 n-2 2 1 0

k k-1 k-2 2
Q(x)=ax +a x +4+a x +..+a x +ax+a
k k-1 k-2 2 1 0

polinom fonksiyonlar olsunlar. Burada, d (P (x))=n ve d(Q (x))=k 'dir.Buna gore,
i)d(P(x))<d(Q(x)) yanin<kise;
Lim PO _ 0
X—>00 Q( X)
ii) d (P(x))> d (Q(x)) yani n>k ise ;

Lim )
X—>0 Q(X)

iii) d (P (x) )=d (Q(x)) yani n=k ise;

0

x—0 Q(X) ay

X(5+ l) 5+ l)
. Li 5x+1_L. X~ _ L _0 c
Ornek.9.4:i) X_')TO W2 X_LTO X X_'g'o X [x—)oo icin ——0 (c=sbt)}
. X
Pratik kural : P(x)=5x+1 = d(P(x))=1 ve Q(x)= x* = d(Q(x))=2
— Lim 2o (1 6zellig)

x = o Q)
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2 1 1
X“(2+— 24—
. 2X2+1 . ( +X2) . +X2 2
... Lim— = Lim ] = Lim =3
ll) X—o 33X — X X—ow X2(3—*) X—>00 3_1
X

2x2 41

]
Pratik kural : (I 6zelligi) d (P(x))=d Q)2 xoyo0 5,2

_2
3
. 5x2+2x—1
3) Lim —=— == ~=9
X0 y2_3y 4]

25542 1
X (5x+§ 2)

Lim = X" = Lim 5x=o
X—>0 24 3,1 X—>00
x“(1-=+—%)
X X2

Pratik kural :P(x)= 5%’ +2x-1 = d(P(x))=3 veQ(x)=x" -3x+1 = d(Q(x))=2 ise

d (P(x))> d (Q(x)) oldugundan; Lim PG = Ljm 5X242x-1_
x—0 Q(X) x> x2_3x4]

Tamm.9.2: y=f (x) verilsin. . == f(x)=1;, f(xy+e) ifadesi f fonksiyonunun

x—)xb" e—0

x=Xo noktasindaki sagdan limiti olarak tanimlanir.

Tanim.9.3: y=f (x) verilsin. —g) ifadesi f fonksiyonunun

Lim f(X)=Lim f x,
XX e—0

0
x=Xo noktasindaki soldan limiti olarak tanimlanar.
Teorem.9.1: y=f(x) fonksiyonunun x=x¢ noktasinda limitinin olabilmesi i¢in gerek ve yeter

sart; lim_f(x)= lim+ f(x) olmasidir.

X—>X0 X—X 0
Teorem.9.2: lim0 51;1); =1 ve buna bagli olarak a,p € IR olmak iizere;
X—>

; sin ox O
x—0 PBx B

9.3.Limitle Ilgili Teoremler: f:ACIR—IRg:ACIR—IR fonksiyonlar verilsin. xyeA

noktasinda; Xl_l)n’)l( . f(x)= L1 ve Xl_l)n}( g(x) = L2 diyelim. Buna gore;

Teorem.9.3: _lim O[f(x) Tex)|= im i f()+ lim . g®)=L +L,
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Teorem.9.4: Xl_l)n;lio[f(x).g(x)]z Jim f(x).X1_1>n)1(O gx)=L L,
lim f(x)
f(x)} _ox L

i o)L

Teorem.9.5: lim {
X=X,

2

Teorem.9.6: kIR olmak iizere; lim [kf(x)|]=k. lim f(x)=kL ‘dir.
X—X X=X, 1

0
Ornekler:
1 =9
x~>2 Y
Sx 2
- . 1 ) ) 1 .1
Coziim: lim —— =1limf(2+¢&) =lim———=1lim—=0
ot L g0 €5 1 g5 1
5x—2 52+8—2 Sg
x| .
—+Cosx+e”, x>0
2)fix)=4 * = lim f(x) =?
H+10/+2x+2 x<0 :
X

1 1 1

Coziim: l1m10X:hmf(0 €)=lim10"* = }gin(}m’?:o

x—>0"

lim — = hmf(O €)= hmO_S = hrn—8 =-1
X0~ |X| |0 g| €50 &

11m2x+2—11mf(0 8)—11m2(0 8)+2 2

x—0"
lim ;= lim (0 +£) = mote im€ oy
x—0" |X| | + 8| €-0¢

lim Cosx = hm f(O +8&)= hm COS(O +€)=1

x—0*

lime* = =limf(0+€) = lim e"® =1

x—0"

X—0* X—-0"

lim f(x) = hm(| |+Cosx+e J:1+1+1:3

lim £(x) = hm[—+1o4 +2x+2J 1404+042=1

X—0" X—0 |X|

lim f(x)# lim f(x) oldugundan lim f(x)yoktur.
X—0" X—0* x—0
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9.4. Siireklilik:Siireklilik kavrami, limit kavramu ile igige tanimlanan ve matematik anlamda
bir fonksiyonun grafiginin verilen tanim bolgesinde kesiksiz olmasi olarak tanimlanir.

Siireklilik, noktasal ve bolgesel olmak tizere ikiye ayrilir. Simdi bunlar sirasiyla agiklayalim.
Tamm.9.4: f:AcIR—>IR,xgeA,x#x( olmak lizere V& >O0sayist icin3o >0 sayist

bulunabiliyorsa, dyle ki ‘X - Xo‘ <0 iken ‘f x)-f (Xo)‘ <¢ kaliyorsa ;
f fonksiyonu X = X, noktasinda siireklidir denir ve Xl_l)n)l( f(x)=1(xq) seklinde gosterilir.
0

Bu stireklilige ayn1 zamanda noktasal stireklilik denir.Bir bagka deyisle tanim kiimesinde ve

X,'n & komsulugunda olan noktalarin gorintiilerinin f(X,)’in & —komsulugu icinde

kalmas1 demektir.(Sekil.9.5)

y
y=f(x)
fix,+¢)
fx)——
f(X0 — g) rrrrrrrrrr / !
| X

Sekil 9.5.Siirekliligin grafik ifadesi

Tamm.9.5: f:A c IR — IR fonksiyonu verilsin. Eger f fonksiyonu VX €A noktasinda
stirekli ise f fonksiyonu A bolgesinde siireklidir denir ve bu siireklilige bolgesel stireklilik

denir.Bu tammlara gére y=f(x) fonksiyonun x=x( noktasinda asagidaki durumlarda

sureksiz olacaktir.

i. f(xq) yoksa, (Yani, f fonksiyonu X, noktasinda tanmimli degilse)

ii. Xl_l)n)l( f(x) yoksa, (Yani, f fonksiyonun X, noktasinda limiti yoksa)

0
iii. f lim f fakat; f lim f ise (Yani f fonksi ’daki
iii (xg) Var,x_l)l’l;o (x) var fakat; (xo);tx_1>n)1(0 (x) ise (Yani f fonksiyonun x,’daki

degeri x(’daki limitine esit degilse.)
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Tamm.9.6: f:AcIR—>IR, xgeA,x#xq olsun. Eger; lim+ f(x)=1(xp) (Yani,
X—X
0

fonksiyonun sagdan limiti o noktadaki degere esitse) oluyorsa f fonksiyonu X = X, noktasinda

sagdan siireklidir denir.

Tamm.9.7: f:AcIR>IR,x eA,x=x olsun. Eger; lim f(x)=1(xq) (Yani,
0 0 X=X

fonksiyonun soldan limiti o noktadaki degere esitse) oluyorsa f fonksiyonu x = x(ynoktasinda

soldan siireklidir denir.

Teorem.9.7: f:AcIR—>IR, X €A X#X() olsun. f fonksiyonunun x= X0 noktasinda

stirekli olabilmesi igin gerek ve yeter sart;

lim f(x)= lim_f(x)=f(xo)
X—X() X—>X6

olmasidir. Yani; f fonksiyonu X, noktasinda hem sagdan hemde soldan siirekli ve bunlar
esitse, f fonksiyonu noktasinda tam siireklidir veya sadece siireklidir denir.
Not: f:ACIR — IR, f(x)=apx™+a, x" L +ajx+ag (ap #0) n.dereceden polinom

fonksiyonu V X € IR noktasinda tanimli oldugu gibi VX e IR noktasinda da stireklidir. Yani;

lim f(x)=f h dogrudur.
X _1>rr)1( (x) =f(x() her zaman dogrudur

9.4.1 Siireklilikle Tlgili Teoremler

f:AcIR—>IRg:AcIR—IR fonksiyonlari X, € A noktasinda siirekli ise;
Teorem.9.8: f ¥ g fonksiyonlari da X, € A noktasinda siireklidir.
Teorem.9.9: f.g fonksiyonu da x, € A noktasinda siireklidir.
Teorem.9.10: ke IR (k sabit say1 olmak iizere); k.f ve k.g fonksiyonlart da X, € A

noktasinda suireklidir.

Teorem.9.11: g(X,) # 0 olmak iizere ifonksiyonu da X, € A noktasinda siireklidir.

Teorem.9.12: f(x,)>0 ise \/T fonksiyonu da X, € A noktasinda siireklidir.
Teorem.9.13: |f| ve |g| fonksiyonlar1 da X, € A noktasinda siireklidir.

Sonug: f:Ac IR — IR fonksiyonu X, € A noktasinda tanimsiz ise bu noktada siireksizdir.
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Teorem.9.14: f: [a,b] — IR fonksiyonu siirekli ise alttan ve iistten smirhidir. Sup f[a,b] ve
Inf f[a,b] degerlerini en az bir noktada alir. Yani; f(xo) = Sup f[a,b], f(xo) = Inf f[a,b]
olacak sekilde x, € [a,b]ve X, €[a,b] sayilari mevcuttur.

Tanmim.9.8: f fonksiyonun supf ve Inff degerlerine sahip olmasi halinde bu degerlere sirasiyla

max f ve min f denir ve mutlak maksimum veya mutlak minimum olarak adlandirilir.
[a,b] [a,b]

9.5. Egim ve Tiirev

Bir fonksiyonun tiirevi limit kavrami kullanilarak tanimlanir. Bu nedenle bir fonksiyonun

tiirevine , fonksiyonun temsil ettigi egrinin iizerinde herhangi bir noktadaki teget dogrunun

egimi gozi ile bakabiliriz. Simdi bunu bir 6rnek ile acgiklayalim;

Ornek9.5:
i)f(x)=x> paraboliiniin x=1 noktasindaki teget dogrusunun egimini bulunuz

ii) y=f(x)=x’ egrisi iizerindeki herhangi bir (x,y) noktasmndaki egim formiiliinii bulunuz.

- L = . . Yro7Y Ay
Co6ziim.9.5: i)llk o6nce egim ifadesini tanimlayalim : m=—% % — —2 'y,
X, —X Ax

2 1

Simdi de y = x> paraboliinii ve x=1 noktasindaki teget dogruyu cizelim:

Yy

2,4

~> Teget Dogru

an

Sekil 9.6f(x)=x" parabolii
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Egim=m=% formiilii ile egimin belirlenebilmesi i¢in iki noktanin biliniyor olmasi

gerekirken, biz sadece (1,1) noktasina sahibiz. Bu nedenle asagidaki seklimizi g6z Oniine

alalim:
1+Ay= f(1+Ax)=(1+Ax)*=1+2Ax+(Ax)’
(1+Ax,1 +Ay)
1+Ay=2Ax+(Ax)*
Ay Ay=2Ax+(Ax)? elde edilir.
(D) A
Ax egim=m = Ey formiiliinde bu son degeri yerine yazarsak;
Ay _28%+ (AX)’ _AXQ+AQ)
AX (AX) (AX)
Ax ve Ay, x vey gibi degiskendirler. Buradan; Ay _ 2 + AX (Ax #0)
AX
Ay
Boylece teget dogrunun egimi; AE(”_’POE = A';('Lno(z +AX)=2+0=2

olarak bulunur. Bu bulunan ani hiz1 daha 6nceki 6rnekte buldugumuz ani hizla karsilagtirirsak

notasyon farkli ayni fakat iglem aynidir

i) y= f(x)=x egrisi tizerindeki herhangi bir (x,y) noktasindaki egim formiiliinii bulalim.

Bir noktadaki egim bu noktadaki teget dogrunun egimi anlamindadir. Asagidaki sekil (x, y)
noktasini igeren egrinin bir kismini1 géstermektedir. (x,y) noktasi civarinda bir degisken nokta
secelim. iki nokta arasinda y 'deki fark Ay, x 'deki fark Ax olsun. Buna gore, degisken

noktanin koordinatlar1 (x+Ax,y+Ay) olur.

(x+Ax,y + Ay)

Ay
x,y)

AX

Sekil 9.8 y= f(x)=x" paraboliiniin kiiiik bir par¢asi

Ay ifadesini elde etmeye calisirsak;y+Ay=f (x+Ax) iken; Ay=f (x+AXx) - y olur. y=f (x)
degeri yerine yazilirsa;

Ay =t (x+Ax )-f (x) elde edilir.(1)'deki islemi buna gore tekrar yaparsak;

Ay = (x+AX)*-x*= x*+2xAx+(AX)*- x*=2xAx+(AX)* ve buradan;
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Ay 2XAX+AXD  AX(2+ Ax)
AX AX AX

Limﬂz Lim(2x + AX) = 2X+ 0 = 2X

Ax—0 AX AX—0

=(2X+ AX) , (AX > 0)

Bu islem matematikte A islemi olarak bilinir. Bu son formiil y=f (x)=x" parabolii iizerindeki
herhangi bir (x,y) noktasindaki egimini bulmak i¢in kullanilir.

Ornegin;x=1 noktasindaki egim; m = 2x = 2.(1) = 2 olarak bulunur.

Sonug itibari ile bu son formiil y' nin x' e gore tiirevi olarak bilinir ve f' (x)=2x seklinde
yazilir. Buna gore, bu formiil x itibari ile y'nin ani degisim oranini ifade eder.

Boylece tek degiskenli bir y = f (x) fonksiyonunun tiirevi olan ' (x);

Fr0 = Lim Y = Ljm L&A= 10

AX—0 AX  Ax—0 AX

olarak tanimlanir

ve Yy gy, Dyy, 7 sembolleri ile gosterilir. Bu sembollerden gy en yaygin kullanilanidir.
X X

Tiirev geometride egim,fizikte ise ani hiz anlamindadir.

Ornek9.6: Tiirevin tanimini kullanarak y=f (x)=3x>+2 fonksiyonunun tiirevini bulunuz.
Coziim.9.6: Ay=f (x+Ax)-f (x)=[3 (x+Ax)*+2 (x+Ax)]-(3x*+2x)
=3x*+6XAx+3 (AX)*+2x+2Ax-3x7-2x
=6xAx+3 (AX)*+2Ax
Ay=3 (AX)*+6xAx+2Ax olarak bulunur. Buna gore;

: - 3(AX)? + 6XAX + 2A
(0 leﬂ: Lim 3(AX)” + 6XAX + 2AX  AX(3AX +6x+2)

AX—>0 AX ~ Ax—>0 AX =Lim Ax

(Ax=0)
f'(X)= LIm3AX+6X+2=3.0+6X+2=6X+2
A0

f'(x) = 6x+2 ifadesi f (x) = 3x*+2x fonksiyonunun temsil ettigi egrinin iizerinde herhangi bir
(x,y) noktasindaki egimi veren formiildiir.
Ornek 9.7: y = f (x) = mx-+b fonksiyonunun tiirevini tiirev tanimini kullanarak bulunuz.
Coziim 9.7: Ay=f (x+Ax)-f (x) ifadesini bulalim;

Ay=[m. (x+Ax)+b]-[m.x+b]=m.x +m.Ax+b — m.x - b=m.Ax

. A . MAX .
f'(x)= L|m—y: Lim——=Limm=m
x>0 AX x>0 AX x>0

Boylece, y=f (x)=mx+b fonksiyonunun tiirevi m sabitine esittir.f (x) = mx+b fonksiyonunun

grafigi bir dogruyu temsil eder ve bu dogrunun egimi m sabitine esittir.
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9.5.1 Polinom Fonksiyonlarin Tiirevi:

1) Sabit fonksiyonlarin tiirevi:y=f (x)=c (c = sbt) fonksiyonunun tiirevi;

Ay =f(x+Ax)-f(x)=c-c=0= Ay - 0 =0 ise; f'(x)= limﬂ = lim v =0

AX AX Ax>0 A X Ax>0A X

O halde;f (x) =cise f' (x) =0 veya y = ¢ (c = sbt) ise y”= 0'dir.Ornegin; y = % =y =0

2) y=f(x)=x" fonksiyonunun tiirevi:

Ay=f (x+Ax)-f (X)=(x+Ax)"-x" iken (x+Ax)" ifadesi Binom A¢ilimi kullanilarak ;

n(n-—1)

(x + Ax)"=x"+nx 2~ L Ax 5

Xn_z(Ax)2+ ..... +(Ax)"

olarak bulunur. Bu deger Ay ifadesinde yerine yazilirsa;

A _ _ n n-1 n(n - ]') n-2 2 ! n n
y=f(x +Ax)-f(x) = x" +nx""Ax +—2 X" (AX)" +....+ (AX)" -x
-1
Ay = nx""Ax + n(n2 ) X" (AX)* +.....+ (AX)"
-1
Ay Ax(nx™' +n(n2)xn'2AX o, (Ax)"™)
Ax (Ax)*
A -1
el A MXHQAX + . F(AX)™ ve boylece;
Ax 2

P = Lim=Y = L
(X) B Axlz}/(} AX B Axll}gnx

. Ay n-1
5 . f'(x)= Lim —=nx
ve boylece; T'(X%) A0 Ax
Bir baska sekilde ifade etmek gerekirse; y=x" = y’=nx"" 'dir.

Ornek 9.8: y=3x" = y'=? y'=34x""=12%°
9.5.2 Bir sabitle bir fonksiyonun ¢arpiminin tiirevi

f(x)=cu(x) ise u=u(x) , (c=sbt)=f'(x)=c.u’ olur.
Ispat: y=f(x)=c.u(x) olsun.
Ay = f (x+Ax)-f (x)= c.u (x+Ax)-c.u(x)=c[u(x+Ax)-u(x)] = u(x+Ax)-u(x)

A A '= Limﬂ— Lich—u—c LimA—u
I§=c. A%:olur.Buna gore; y'= A0 AX  Axo0 L AX ) 1ax>o Ax | elde edilir.
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Ornek 9.9: f(x)=3x"2x’ = f"(x) =?
Coziim 9.9:  f/(x) =3 (x%)’-2 (x°) = 3(4xV-2(3x? = 12x°-6x°

9.5.3 iki fonksiyonun toplaminin tiirevi:

Iki fonksiyonun toplaminin tiirevi fonksiyonlarin tiirevleri toplamina esittir. Yani;
u=u(x) ve v=v(x)olmak iizere;
fx)ux)+vEx ="x=u/x)+v’(x)
veya;, y=utv = y’=u’+v’ dir.
Ispat: y=1f(x)=u®)+v(x)ise Ay = f (x+Ax)-f (x)
Ay = [u(x+AX)+v(x+AX)]-[u(x)+v(x)]

Au = u(X + Ax) —u(x) } olmak tizere; Ay = [u(x+Ax)-u(x) [+ [v(x+Ax)-v(x)] = AutAv
AV = V(X + AX) —V(X)

Ohalde; AY _AU+AV_AU_ AV . gjp.
AX AX AX  AX

y'= Lim 4y _ Lim (£+ﬂj: Lim (&]+ Lim [%j:u'(xhv'(x)
X

Ax—>0 AX  Ax—>0\ AX AX Ax—0\ AX AX—0

Sonug: Biraz dnce iki fonksiyon i¢in ispat edilen yukaridaki kural ikiden fazla fonksiyon i¢in
su sekilde ifade edilir.Fonksiyonlarin toplaminin tiirevi fonksiyonlarin tiirevleri toplamina
esittir.

y=f(x) = 5% 3x*+4x+7 ise y’= ?

v’ =5 (3x)-3 2x')+4 (x°)-0 = 15x%-6x+4

9.6. Tiirevin Anlasilmasi

Bu boliimde tiirevin daha iyi anlasilmasi i¢in bazi 6nemli fiziksel modeller tanimlanacaktir.

LEgim : y = f (x) tek degiskenli bir fonksiyon iken y'— dy = f'(x) » fonksiyonunun
dx

belirttigi egri lizerinde herhangi bir noktadaki egim icin bir formiili belirtir.

2.Hiz : s=f (t) fonksiyonunu goz oniine alalim. Burada s diiz bir dogru iizerinde bir nesnenin

aldig1 yol ve t zamandir. Buna gore;

_ds

v =5'=— ifadesi nesnenin herhangi bir zamandaki hiz1 i¢in formiilii verir.

dt
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3. ivme : v = f (t) fonksiyonunu goz oniine alalim. Burada v, bir nesnenin diiz bir dogru

boyunca hizini ve t zamani belirtir. Buna gore;

a=Vv= @ ifadesi bir nesnenin herhangi bir zamandaki ivmesini veren formiildiir.

dt

4 . Akim : q = f (t) fonksiyonunu g6z Oniine alalim. Burada, q bir elektrik akiminda bir

noktadaki coulomb yiikii , t ise saniye cinsinden zamandir. Buna gore;

| =q'= dgq ifadesi ise herhangi bir zamandaki amper cinsinden akimi veren formiildiir.

dt

5. Gii¢ : W = f (t) fonksiyonunu g6z oniline alalim. Burada, W, tiiketilen enerji veya bir
zaman araliginda yapilan istir. Buna gore;

dw . . . .
P=W'= e ifadesi herhangi bir zamanda gii¢ ¢ikisini veren formiildiir. W, joule

ve tsaniye cinsinden 6l¢iildiigiinde P' nin birimi watt olur.

6. Sicakhk: T = f (x) fonksiyonunu g6z oniine alalim. Burada, T, cismin sicaklig1 ve x kesin

bir dogrultudaki uzakliktir. Buna gore;

T'= ar = f'(x) ifadesi x dogrultusunda sicakligin oranini veren formiildiir

dx

7. Gerilim (Potansiyel Fark): I = f (t) fonksiyonunu gbéz Oniine alalim. Burada I devre
icerisindeki amper cinsinden akim ve t saniye cinsinden zamandir. Buna gore;

V=Ll'= L(dlj ifadesi L bobini tizerindeki gerilimi veren formiildiir.
dt

Simdi farkli uygulamalarla tiirevin kullanimini ifade eden birkag 6rnegi inceleyelim.

Ornek9.10: y = -x*+6x-8 parabolii verilsin.
a) Herhangi bir x noktasindaki egim formiiliinii bulunuz.
b) Paraboliin kdse nokta koordinatlarini bulup grafigini ¢iziniz.

¢) Kose noktasinda paraboliin teget denklemini bulunuz.

Coziim.9.10: a)y=-x"+6x-8 ise y’ =-2x+6 ifadesi herhangi bir x noktasindaki egimi veren
formiildiir.
b)Kdse nokta egimin sifir oldugu noktadir. Bu nedenle;
y/'=0=y’ =2x+6=0 = x=3 ve y=-(3)+6(3)-8=1
Buna gore paraboliin kdse noktasi; T (3, 1) ve grafigi asagidaki gibidir.
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G3.D

(2,0) (4,0)

(0,—8)

Sekil.9.9. y=-x+6x-8 grafigi
¢) x = 2 noktasinda paraboliin teget denklemini bulalim:
y ’=-2x+6 ifadesinde x=2 degerini yerine yazarsak;
y/=-22)+6=2=m ve x=2 iginy’ =-2"4+6.2-8=0
O halde egimi ve bir noktas1 belli olan dogru denkleminden;
V- Yo = m (X- X0)=>(Xo,y0) = (2,0) ve m =2 = y-0 = 2(x-2)
y=2.x - 4 dogrusu x = 2 noktasindaki tegetin denklemidir.

Ornek.9.11: Bir roket dik olarak yukar1 dogru firlatiliyor. Roketin yeryiiziinden uzaklig

s =245t — (4,9)t° ile veriliyor. Burada, t saniye cinsindendir.
a) Hiz formiiliinii bulunuz.
b) Kag saniye sonra roket en yiiksek noktaya ulasir ve ne kadar yol alir?

¢) Herhangi bir t zamaninda ivmenin formiiliinii bulunuz.

Coziim.9.11: a) Hiz formiiliinii veren ifade s' yi tiiretmekle elde edilir. Buna gore;
v =5=05-245.9.80t 'dur.
dt
b) En yiiksek noktada hiz sifirdir. Buna gore;

V =245-98t=0 = t= 24 =25 n.
9.80

Bundan sonra t =25 sn. degerini s = 245t-4.9t" ifadesinde yerine yazarsak;
s =f (t ) =245.(25)-4.9.(25)*= 3063 m. roketin aldig1 yolu verir.
¢) Herhangi bir t anindaki ivme V hizin tiireterek elde edilir. Buna gore;
a=V’= (;V =-9.80 m/sn”. Bilindigi gibi ivme yercekiminden dolay: sabittir.
t

Bu ivme s'nin ikinci tirevinden elde edilmektedir. Yiiksek mertebeden tiirevler sonraki

konularda ele alinacaktir.
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Ornek 9.12: Bobin igeren bir elektrik devrede q yiikii coulomb cinsinden zamana bagli

olarak q=0.5t*-0.01¢’ ile veriliyor.

a) Herhangi bir t anindaki akim formiiliinii bulunuz?
b) t=1 ve t=10 sn'de akim degerini bulunuz?

¢) Eger L=0.040 H (henry) ise bobin iizerindeki voltajin formiiliinii bulunuz?
Coziim 9.12:a) I=q'=(leq=lt-0.03t2
t
b) t=1 ve t=10 sn'deki I degerleri;
t=1 sn=  I=1(1)-0.03(1)*=0.97 Amper
t=10sn = 1=1(10)-0.03(10)*=7 Amper

¢) L=0.040 H ise;V = L.I' = L(dlj = (0.040) (1-0.06t) = 0.04-0.0024t
dt

9.7. Carpim ve Boliim Tiirevleri:

9.7.1. Carpim Formiilii: u ve v x'in fonksiyonu olsun. Yani; u=u(x) , v=v(x) olsun. Bu
durumda; y = f (x) = u.v ise y'=f (x)=u.v'+u'.v dir. Bir bagka deyisle iki fonksiyonun
carpiminin tiirevi ile digerinin ¢carpiminin toplamudir.

Ornek 9.13:  f(x) = (3x*-1) (5x-3) = f'(x)=?

u=u(xy3x-1

Coziim 9.13:
v=v(xXF5x-3

} f'x)=uv'+tu'.v

£1(x) =(3x>-1).(5)+(6.x).(5x-3)=15x>-5+30x"-18x=45x"-18x-5

veya parantezlerin acilmasiyla;
f(x)=15x>-9x>-5x+3 ise f'(x)=45x*-18x-5 olarak bulunur.
9.7.1.1. Carpim Formiiliiniin Ispati:
y=f(x)=u(x).v(x) iken; Ay=f(x+Ax)-f(x) tanimindan;
Ay=[u(x+Ax)][V(x+AX)]-u(x).v(x)
Auv=u(x+Ax)-u(x) = u(x+Ax)=u(x)+Au
AVv=Vv(X+AX)-v(X) = v(X+AX)=v(X)+Av
Bu son degerleri sirasiyla u(x+Ax) ve v(x+Ax) ifadeleri yerine yazarsak;
Ay=[u(x)+Au][v(X)+Av]-u(x).v(x)=u(x).v(x)+Au.v(x)+Au.Av+u(x)Av-u(x)Av
Ay=u(x).Av+v(x).Au+Au.Av bulunur.

174



Buradan; % = u(x). Av + v(x). Au + Au AA olur ve;
X X

Ax

. Ay . Av . Au . Au
Lim —=u(X). Lim —+Vv(X). Lim —+ Lim —.Av
Ax — 0 A% Ax — 0 A% Ax > 08X Ax 50X

Ax—0 i¢in u(x) ve v(x) degismez fakat Au—0,Av—0 'a yaklagirlar. Boylece;

Lim Ay _ u(x).v'(x) + v(x).u'(x) + u'(x)(0)ise y'=u'.v+Vv'.u olarak bulunur.
Ax—0 Ax

9.7.2. Boliim Formiilii:u=u(x) ve v=v(x) olmak lizere;

y =1 (x) =% fonksiyonunun tiirevi; y' —f x) = % seklindedir.
v

\%

3

. X
Ornek 9.14: f(x)= Tox fonksiyonunun tiirevini bulunuz.
X

Coziim 9.14: uv=x>-2 ise u'=3x> ve v=2x ise Vv'=2

! o 3x2(2x)- (x3 - 2).2

! u.v—uyv
f (x)= 3 = 5
Buna gore; v 2x
: 6x3 —2x3 +4| 4x3+4 X3 +1
f (X): = =
4x2 4x2 x2

9.7.2.1. Boliim Formiiliiniin Ispati

u(x +Ax) u(x)

V(X + Ax) " V(x)

y=f(x)= u) iken; Au = u(x + Ax)-u(x) ise u(x+Ax)=Au+u(x)
v(x) Av = v(x + Ax) - v(X) ise v(x + Ax) = Av + v(x)

Ay = f(x + Ax)-f(x) =

degerlerini Ay'de yerine yazarsak;

_ Au+u(x) u(x)
CAv+ v(x) - v(x)
[v(x)] [Av+v(x)]
_ v(xX)[Au +u(x)]-[Av +u(x)Ju(x)
- v(x).[AV + v(x)]
_ v(x)Au +u(x)v(x) — Avu(x) —u(x)v(x)
- v(x).[AV + v(x)]

Ay

Ay
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Au Av
v(X).——u(x).—
Ay _ ()AX ()AX

AX V(X)[AV+ V(X)]

Ax — 0 i¢in Au — 0 ve Av — 0 olur.Buna gore;
Ay  v(x)u' (x) —uXx).v' (x)

1

y= Lim —=
Ax — 0 Ax VOOV + 0]
y'= w olarak bulunur.
v

9.7.3. y=x" ifadesinin genisletilmesi : n negatif tamsay1 alinarak boliim formiiliinden;

y=Xx =X = =— (m =pozitif tamsay1)
X
- m-1
o ol ©.x™-1x™M : _ mx _ _.m-1-2m
X X
y'=m.x(_m_1) - nx"! (n = -m)

Eger, y=x" ise y'=n.xn'1 (n€7)

v ds
—— =9

Ornek 9.15: s= ==
dt

3.
-— ise s
t3

ﬁl\)ll\)

s=2t72 373 yazarsak;
Coziim 9.15: 4 _

3 -4 3 4_-4 9
— =(2)2t7 +3347 T =4t +94™  =—+— olur.
dt t3 '[4

9.8. Zincir Kurali: y, u 'nun bir fonksiyonu ve u 'da x 'in bir fonksiyonu iken y' nin x'e

gore tlirevi y 'nin u "ya gore tiirevi ile u 'nun x 'e gore tliirevinin ¢arpimidir. Yani; y=y(u),

dy_dy du

u=u(x) iken; —.—| seklinde tanimlanir.
dx du dx

Ornek 9.16: y=(5x>-2x+1)’ ise y'=dy=?
dx

Coziim 9.16: u=5x"-2x+1 olarak alirsak y=u’ olur. Buna gbre;

d d dy dy d
= 3u’ ve =2 10x -2  olur. Bu degerleri & _y._u ifadesinde yerine yazarsak;
du dx dx du dx
2
d—y=d—y.d—u=(3u2)(10x—2)=3(5x2—2x+1) (10x-2)
dx du dx

176



9.8.1. Zincir Kuralimn Ispati :y=f(u(x)) fonksiyonunu goz éniine alalim ;

u=u(x) ve f=f(u) olsun.

Ay _ ﬂﬂ 0zdesligi x, Ax ile y,Ay ile ve u,Au ile degistirilirse dogrudur.
Ax  Au Ax
Ax—0 i¢in Ay—0 ve Au—0 olacagmdan;ﬂ: Lim Ay _ Lim [AyAu
dx Ax—>0AXx Ax—>0\ Au AX

Bu ¢arpimin limiti, limitlerin ¢arpimina esit olacagindan;

ﬂ: Lim ﬂ. Lim Al yani; dlzdl du dir.
dx Au—=>0 Au Ax—0 AX dx  du dx

Buna gore;  y=u", u=u(x) iken ; gl =y=nu"" 1’(u.) (neQ)
X

Ispat: yzup/ 4 fonksiyonunu gdz oniine alalim. u=u(x) ve p,q tamsayilardir.

y=uP"? iken her iki tarafin q.ncu kuvveti almirsa; y?=u® olur.

Her iki tarafin zincir kuralina gore tiirevini alirsak;

p-1."
- ! - ! u u
q.y.q 1.(y )=p.up 1.(u ) ve buradan y'=p—() olur.
q-1
q.y.
| .o Pl (")
Bu ifadede y=u"? yerine yazarsak; y'= p-u W) _p g 9-1 ' bulunur.
1 . .
p, 4 q
)
q

q.u

Ornek 9.17:  f(x)=3x = f'(x)=2?

Coziim 9.17 :
1. —
1 -5 173 1
flx)= —x 5 =-X° =——H
3 3 33/X2
Ornek 9.18: y - Sy g
X2+1 dX

Coziim 9.18 : y=(x2+1)'1/ ? olarak diizenlersek;
-3 -3
u=x"+1 ,u'=2x olur. Buna gore; y'= -%.(Xzﬂ) 2 (2x)= (x2+1) 2 (x)=
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Ornek 9.19:  f(h)=(h? -1).(/3-2h) ise £(h)=?
Coziim 9.19: h*-1=u, +3-2h =v dersek; f(h)=u.v", u=u(h),v=v(h) olur. f '(h) degerini

bulabilmek i¢in ¢arpim kuralini kullanirsak; f'(h)=u.v'+u'.v ° den;

Ornek 9.20: ,_ | _P e,
p-2 dp
Coziim 9.20:
p /2
w=\—- yazarsak;
-2
w=—\—- . olur. Daha basit bir sekilde yazarsak;
2%-2 (p-2)°
. Vp-2 VPP -2) ; ; 1
W= - - - (p-2) 3/2.p 12 _ .

®-2%p  pp-2)7? (p-2)>2pl2
olarak bulunur.

Simdiye kadar verilen formiilleri basit bir tablo ile ifade edersek;

Tablo.9.1. Bazi fonksiyonlarm tiirevleri

Fonksiyon Tthrevi F;)l;ksiz;:))n Turevi
y=f(0 v = 0 y=f y =f @
f(x)=c (sabit) = Ff'(x)=0 y=ul = y'=nurlu
y=sinu -m»| y'=u'.Cosu
£f(x) =x"(neQ) —» f'CO=nx" y=cosu -® y'= u.sinu
f (x) = Lnx - f'(x)=§ y=Lnu —= yv:ﬁ_uv
f (x) = sinx —— f'(x) = cosx y=u.v - yv'=u.v+vu
f (x) = cosx | ' (x)=sinx v = % oy = u"VV_ZV"u
fx)=a*(@>0) »| f'(x)=a*~Lna y = a" —w»| y'= a".Lna.u
f(x) =e* | ' (x)=¢e* y=e" - y'= e®u'

9.9. Kapah Fonksiyonlarin Tiirevi:y=f(x) formunda y, x'in terimlerinde direkt olarak
ifade edilebilir. Yani y, x'in agik bir fonksiyonudur. Degisken say1si iki iken bu bir formdil
veya bir denklem ile ifade edilir. Yani bir degisken digerinin terimlerinde direkt olarak ifade
edilemez, bu durumda bir degisken digerinin kapal1 bir fonksiyonu olarak tamamlanir. Kapali
bir fonksiyon bazen degiskenlerin birine gore ¢oziilebilir ve diger degiskene gore acik bir

fonksiyon olarak ifade edilirse de bu her zaman miimkiin olmaz.
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Bu tanimalar 1s181nda iki degisken i¢in kapali bir fonksiyonu denklem formunda;

F(x,y)=0 seklinde tanimlayabiliriz. Bu tanimlama n-degisken i¢in;

F(x,y,u,v,..... ) =0

seklinde genisletilebilir.

Simdi agik ve kapali fonksiyonlarda 6rnekler verelim.
1) 3x-y=5 dogrusunu gdz Oniine alalim. Bu formda y, x'in kapali bir fonksiyonu olarak
tanimlanmisti. Bu denklem y=3x-5 i¢in ¢oziildiiglinde y, x'in bir acik fonksiyonu olarak ifade
edilebilir.
2) LR=16 formiiliinii goz 6niine alirsak; bu formda I, R 'min kapali bir fonksiyonu olarak
tanimlanmistir. Bu denklem I=16/R icin ¢oziiliirse, I, R min a¢ik bir fonksiyonu olur.

3)  x’+y’=9 gemberini goz 6niine alalim. Bu denklem y'yi x'in kapali bir fonksiyonu olarak

tanimlar. Bu denklem ; y=+16—x> igin ¢oziildiigiinde x'in y=+16-x*,y=—-V16-x>

gibi iki acik fonksiyonu tanimlamais olur.
4)  $™+s’t-t'=0 denklemi de s'yi t'nin kapali bir fonksiyonu olarak tanimlanir. Fakat bu
denklemi s i¢in ¢ozmek ve s'yi t'nin bir acik fonksiyonu olarak ifade etmek ¢ok giigtiir. Bu
nedenle bu fonksiyon i¢in kapali formda ¢alismak daha kolaydir. Bu nedenle kompleks kapali
fonksiyonlart agik fonksiyonlara doniistiirmek miimkiin degildir.Kapali bir fonksiyonun tiirevi
ise agsagidaki kural uygulanarak bulunur.

f(x,y)=0 denklem formundaki iki degiskenli kapali fonksiyonu verildiginde;

y'= 9 tiirevi bu denklemin her bir terimi x'e gore tiiretilerek bulunur.
dx

dy

Ornek 9.21: 3x2 -4x-2y+3=0 =y= =0
X

d
Coziim 9.21:6X.(1) -4 - 2d%(’
6x—-4=2y" = y'=3x-2 olarak bulunur.

=0 veya 6x—-4-2y'=0

Ornek 9.22:1.R=16 formiiliinii ele alalim.a) I':;H tiirevini kapali formda bulunuz.
R

b) I' tiirevini agik formda bulunuz.(a) ve (b) yanitlarinin ayni1 oldugunu gosteriniz.
Coziim:a)

di
I'=s—=1.()+R.I'=0
RN

Buradan; RlI'=-I = I'=-

|-
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)I.R=16 = I=E

b R
-1 -1-1 -2 _ 16
= I=16.R" = 1'=-16R =-16R =——
_R%
I'= dekapah formda elde edilen tiirevde I:E degerini yerine
16
N _ _R___ 16
yazarsak; I'= R RTO ur.
.. , d
Ornek9.23:  x2 er2 =90=y= = ?
dx
dy . dy
2x(1)+2y.— =0 ise 2y.——= 2x veya 2y.y' = 2x
dx dx
Co6ziim.9.23: X
olur.Buradan, y.y'= x veya y’'= — bulunur.
y
.. , d
Ornek9.24:53 +52t- 3 = 0= = d—f —9
362,95 1085112 3201y =02 3525 1 255t 52 -3t2 =0
Coziim.9.24: 9t -
s'. [352 + 25’[} =3t2 .52 = ' = 31:2—_8
3s” + 2st

Ornek.9.25: iki ugak hava alania dogru ayni irtifada uguyorlar. {1k ugak hava alanmin 60 km
dogusunda ve hiz1 600 km/s gitmektedir. Tkinci ucak ise hava alaninin 80 km giineyinde ve

hiz1 400 km/s gitmektedir. Buna gore ugaklar arasindaki mesafe hangi hizla azalir.

Coziim.9.25 : Sekilde ugaklarin hizlar1 ve hava alanina uzakliklar1 gosterilmistir. Uzaklik
stirekli olarak degismekte ve belirli bir zamanda uzaklik degerleri bilinse bile bir degisken ile

tanimlamak gerekir. V,=600 km/s

x : 11k ugagin havaalanma uzaklig1.
y : Ikinci u¢agin havaalanina uzaklig1.

z : ki ucak aras1 mesafe.

400 km/s

Vs,

Sekilde de goriildiigii gibi pisagor teoreminden, X* +y* = z°
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Buradan z =\/X2 +y’ =/80% +60% =100km/h

x> +y* = z* denklemi de uzakliklar arsindaki bagintry1 her bir terime gore tiirev

olarak, t’ye gore tiirevini alarak bulabiliriz.

Buna gore ;

2xx +2yy = 2zz'
xx + yy/ =zz'
X ’ . ...
Burada ; Pt =x’in t’ye gore degisimi olup
dx

i x' =11k ugagin hiz1 = 600km/h

Ayni sekilde y’de t’ye gore degisim olup

d P .
d_?c] =y =lkinci ugagin hiz1 = 400 km/h

d , o
d_f =z =Ugaklarin birbirine yaklagsma hizidir.

Boylece xx'+ yy' =2z’ denkleminden z' ¢ekilip diger bilinenler yerine yazilirsa ;

60(60) +80(400) =100z’ = z'= 680 km/h

Ornek.9.26: Kenar uzunlugu 60cm olan kare seklindeki bir metal levhanin kdselerinden kare

seklinde parcalar kesilip atiliyor ve geri kalan kisimla iistii agik kutu yapiliyor. Kutu hacminin

maksimum olmasi i¢in kesilen par¢anin uzunlugu ne olmalidir.

Co0ziim.9.26 :
X N \
i g1
] o ]
| & : i —
! 8! 2 (60-2%) ¢ (60-2x) cm
X ! (60-2x) cm b x
y

1) Maksimum. hacmi bulmak i¢in degiskene x diyelim.
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2)Denklemimiz,
V = (Taban Alam) .(Yikseklik)
V = (60 — 2x)*.x

3)Her iki tarafin tiirevini alirsak,

V' = i—v = X(2)(60 - 2X)(=2) + (60— 2X)* = 0
X

= —4X(60—2X)(—2)+(60-2x)* =0
=(60-2X)(-4x+60-2x)=0
=(60-2x)(60—-6x)=0
4)Her bir carpani sifira esitlersek ;
60-2x =0 i1se x=30cm
60-6x =0 ise x=10cm olur.

5)1.Tiirev tablosunun degisimi incelenerek;

X | —90 10

30 +00

v - % S %

y | —7 1600 T

maksimum

Co6ziim.9.27 : Sayilardan birisine x, digerine y diyelim.

0 /

minimum

(10,1600) maksimum hacim degeri, yani x = 10 cm iken hacim 16000cm’ “diir.

Ornek.9.27: Carpimlar1 100 olan, toplamlar1 en kiigiik pozitif iki say1 nedir.

x : l.pozitif say1 ve y: 2.pozitif say1 olsun. x.y =100 ise y= 100 olur.Buna gore;
X

. 1 . . .
Iki saymin toplami ; S =X +ﬂ bulunur. S’ nin tiirevi alinip sifira esitlenerek;

X
ds 100

—=1-—-=0 =x’> =100 = x = =10 bulunur.Pozitif rakamlari istedigimiz i¢in

dx X2

(-10)’u degil, (+10)’u alirz.Diger rakam = y = % =10 olur.
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9.10.Yerel (Lokal) Maksimum ve Minimumlar ve Ortalama Deger Teoremleri

Daha once kapali araliklarda siirekli fonksiyonlarin mutlak maksimum ve minimumlarini
incelemistik. Ancak (6zellikle tiirevi olan fonksiyonlar i¢in) yerel maksimum ve minimumlar
daha 6nemlidir. Simdi bunlar1 tanimlayalim.

f : A — IR fonksiyonu verilsin ve x, € A olsun.

U, xonoktasinin uygun bir komsulugu olmak {izere, her x € U " A i¢in

f(x0) > f(x)
ise, Xo noktasina f fonksiyonunun A kiimesi iizerindeki yerel (veya lokal) bir maksimum
noktasi, f(x¢) degerine yerel bir maksimum degeri denir.
Benzer sekilde U, x¢ noktasinin uygun bir komsulugu olmak tizere, her x € U A igin

f(x0) < f(x)
ise, xo noktasina f fonksiyonunun A {izerindeki yerel bir minimum noktas1 ve f(xo) degerine
yerel bir minimum degeri denir.A kiimesinin bir (a,b) araligi olmas1 halinde U m A kiimesi, X,

noktasinin (x, — &, X, + €) seklinde bir € -komsulugu olarak almabilir.

(Bu durumda U = U n A yani; U c A saglanabilir).Yerel bir maksimum veya minimum
noktasina (veya degerine) bir ekstremum noktasi (veya degeri) da denir.Asagidaki sekilde x ,

Xz Ve X4 noktalari yerel minimum noktalari, x; ve x3 noktalar1 da yerel maksimum noktalaridir.

e

f(x,)

Y.

Sekil.9.6. Maksimum ve minimum noktalar

Tiirevi olan fonksiyonlarda yerel ekstremumlar i¢in ¢ok kullanmighh bir sart vermek

miumkindiir.
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Teorem 9.14:f : A — IR, (A= (a,b)) tiirevi olan bir fonksiyon olsun ve x, € (a,b)yerel bir
ekstremum (maksimum yada minimum) nokta olsun. Bu durumda f'(x,) = 0 dur.

Ispat. Teoremi maksimum i¢in gdsterelim. (Minimum i¢in benzer sekilde gdsteriniz).
f(x)=1(x,)+(xX—x,)MX) , A(Xx,)=1"(x,)yazabiliriz.
A (Xo) = 0 oldugunu gostermek istiyoruz.
Once A (xo) > 0 oldugunu varsayalim.
U=(x,—-¢Xx,+¢)c(a,b) lizerinde f(x0) > f(x), (x € A) olsun. A fonksiyonu x, da siirekli
oldugundan, & gerektiginde daha da kiictltiilerek, x €U i¢in A (x) > 0 olmasi saglanabilir.
Simdi U i¢inde x > X, seklinde bir nokta segersek (xo <x <x¢+ ¢€),
f(x) = f(x0) + (x = X0 ) A (x) > f(X0)
olur. Bu da f(x¢) in U daki maksimumluga ters diiser.Simdi A (Xo) < 0 oldugunu varsayalim.
U=(Xo— ¢ ,Xo+ &€ ) c(a,b) lizerinde f(x¢) maksimum ve A (x) < 0 olsun.
Xo— € <x <Xo seklindeki bir x noktasinda
) = f(x0) + (x = x0) & (x) > f(x0)
olur ve bu da f(x¢) in U daki maksimumluga ters diiser. O halde;
A (x0) = ' (x0) = 0 olmak zorundadir.
Not: f:(a,b) — IR tiirevi olan bir fonksiyon olsun. Eger xo € (a,b) noktasi i¢in f'(x¢) =0
ise, bu noktada fonksiyonun bir ekstremumu olmasi gerekmez.
Ornegin, f : IR — IR :f(x) =x’
fonksiyonunu alalim. Bu fonksiyonun tiirevi vardir ve x,=0 noktasinda ' (x¢) = 0 dur.
Ancak ¢ > 0 olmak iizere (xo — € , Xo) i¢in, f(x) <0 ve (x,,Xx, +¢) i¢in f(x)>0

oldugundan, f(x) fonksiyonunun x, noktasinda bir ekstremumu olmaz.(Sekil.9.7)

A

9 =x°

A 4

Sekil.9.7. f(x)=x’ grafigi
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Teorem 9.15. Rolle Teoremi: f :[a,b] > IR, (a<b) fonksiyonu siirekli ve x €(a,b)

noktalarinda tiireve sahip olsun. Bundan baska, f(a) = f(b) olsun.

Bu durumda f'(§) =0 olacak sekilde bir & € (a,b) noktas1 vardir.

Ispat.

f(a) = f(b)

(§ \ Ox - eksenine

paralel teget

v

0 a § b

Sekil.9.8. Rolle teoreminin grafik gosterimi

f(a) = f(b) =c diyelim.Fonksiyon tiim aralikta sabitse, tiirevi sifir olup, istenilen 6zellikte bir
& noktas1 vardir.Eger fonksiyon sabit degilse, o zaman [a,b] ‘deki mutlak maksimum veya
minimum degeri ¢ den farkli bir say1 olacaktir. f(a) = f(b) = ¢ oldugundan bu & noktas1 (a,b)
acik araligindadir.

Bu ekstremum (maksimum yada minimum) ayni zamanda yerel bir ekstremum oldugundan
onceki teoremi f fonksiyonunun (a,b) agik araligina kisitlanmisina uyguladigimizda f'(§)= 0
elde edilir.

Yani Rolle teoremine gore, kapali bir aralikta siirekli, araligin i¢ noktalarinda tiirevi olan bir
fonksiyon araligin u¢ noktalarinda ayni degeri alirsa, bu fonksiyonu temsil eden egrinin 0x-

eksenine paralel bir tegeti vardir.
Ornek 9.26:f(x)=3x'%-5x"+6x’-x*-3x+3 fonksiyonunun [0,1]’de yatay tegeti var midir?

Coziim 9.26: Fonksiyon polinom fonksiyon oldugundan [0,1] araliginda siirekli ve (0,1)
araliginda tiiretilebilir bir fonksiyondur. Bundan bagka f(0) = f(1) = 3 oldugundan Rolle

teoremi kosullart saglanmig olur.Rolle teoremine gore en az bir ¢ €(0,1) igin f'(c) =0 dir.
Dolayisiyla (0,1) aralifinda en az bir ¢ noktasinda fonksiyonun yatay tegeti vardir.

O halde; f'(x) = 30x’-45x*+18x*-2x-3 = 0

denkleminin (0,1) aralifinda en az bir kokii vardir.
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Teorem 9.16:( Ortalama Deger Teoremi): f :[a,b] —> IR, (a<b) fonksiyonu siirekli ve (a,b)

araliginda tiireve sahip olsun. Bu durumda;

M = f'() olacak sekilde bir & € (a,b) vardir.
—-a
Ispat.
A
f(b) .
f(a) A AB - kirisine
paralel teget
XL
0] a £ b g
Sekil.9.9. Ortalama Deger teoreminin grafik gosterimi
F(x) = f(x) - f(b)~f(a) (x-a) olsun. F(x) fonksiyonu [a,b] de siireklidir ve (a,b) de

b-a
tiireve sahiptir. Bundan baska F(a) = F(b) = f(a) dir. O halde Rolle teoremine gore F'(§) =0
olacak sekilde bir & e (a,b) noktasi vardir.
f(b)—f(a)

F'(&)=1'(5)-

oldugundan

f(b) f(a) i £(5)= f(b) f(a)

0=f"(¢) - elde edilir.

Ortalama deger teoremine gore,kapali bir aralikta siirekli, araligin i¢ noktalarinda tiirevi olan
bir fonksiyonunun grafiginin, u¢ noktalarini birlestiren kirisine paralel bir tegeti vardir.
Not: aile b arasindaki bir & sayisi, 0< 0 <1 olmak iizere a + 0.(b-a) seklinde ifade edilebilir.
b-a=h denilecek olursa, ortalama deger teoremi su sekli alir:

f(ath)-f(a)=h.f’ (a+0.h)

Yukaridaki teoremin ¢ok 6nemli bir neticesi sudur.
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Teorem 9.17. Ortalama Deger Teoreminin Genislemesi

f :[a,b] — IR fonksiyonu siirekli ve (a,b) de tlireve sahip olsun.
Eger her x € (a,b) igin f'(x) = 0 ise, fonksiyon sabittir.
Ispat. x; ve x, (x;<x2) [a,b] araliginda iki nokta olsun. Yukaridaki teoremi f fonksiyonunun
[X1,X2] araligina kisitlanigina uygularsak, x;<& <x, olmak iizere;
f(x,)-f(x,)
X, — X,

yazabiliriz. f'(§) = 0 oldugundan, (1) esitliginden f(x;) = f(x,) elde edilir.

=f'(8) (1)

Teorem 9.18.Genellestirilmis Ortalama Deger Teoremi
f ve g fonksiyonlari [a,b] araliginda stirekli ve (a,b) de tiireve sahip olsunlar. Bundan bagka x
€(a,b) i¢in g’ (x) # 0 olsun. Bu durumda g(a) # g(b) dir ve

f(b)-f(a) _ f'(®)
gb)—g(@) g'(©)

olacak sekilde bir & € (a,b) sayis1 vardir.

Not: g(x) = x i¢in ilk ortalama deger teoreminin elde edildigine dikkat ediniz.

Ispat: g(a) # g(b) olmasi1 Rolle teoreminin bir sonucudur. (Aksi halde arada bir noktada

g’ (x) = 0 olurdu).Simdi yardimci fonksiyon olarak;

f(b)—f(a)

g(b)—g(a)

alalim. F(x) [a,b] araliginda stireklidir ve (a,b) araliginda tiirevi vardir. Bundan baska ;
F(a) =F(b) = f(a)

dir. O halde Rolle teoremine gore bir § e (a,b) noktasinda F'(§) = 0 olur.

F(x) = f(x) - (2(x)-g(a))

' ' f(b)_f(a) '
F =f —_—
(=0 o=
oldugundan, & noktasinda;
, f(b)-f(a) .. f(b)-f(a) _ (&) "
f - 7 =( ; = lde edilir.
R T s S S

E=at0 (b-a) ,(0<0<I) yazilabilir. b-a=h dersek, yukaridaki esitlik

f(a+h)—f(a) _f'(a+6h)
g(a+h)—g(a) g'(a+6h)

Teorem.9.18 yardimiyla L’Hospital kurali olarak bilinen bir limit bulma kural1 ispatlanabilir.

seklinde ifade edilebilir.
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Teorem 9.19: f ve g fonksiyonlarinin (a,b) aralifinda tiirevleri olsun, x9 € (a,b) i¢in

f(x0)=g(x0)=0 olsun. f’ ve g' fonksiyonlar1 x, noktasinda siirekli olsunlar ve g’ (x¢) # 0 olsun.

f!
Bu durumda; Lim ) =— (%) “dir.
x—)xo g(x) g(xp)

ispat. Xn € (a,b), Xy # X0, Xn—>Xo olmak tizere (x,) dizisi verilsin.

f(x) f(x )= f(x)) F(& )
g(x ) g(x )-gl(x) g )

, (Xn<E n<x¢ veya xo<§ n<Xp)

Xn—>Xoi¢in & ,— xo olup,f've g’ x¢ ‘da siirekli olduklarindan x,— x¢igin
f'(€,) > g'(x,) ve g'(€,)—>g'(x))#0
f(x,) f'(xy) o f(x) (%)

O halde; lim = yani = ———elde edilir.
% 8(%,)  g'(X) gx)  g'(xy)
o 3 2 . X3 +1 .
Ornek 9.27:f, g IR —>1IR ve f(x)=x"+1 ; g(x) =x"-1 olsun. 11rnl 1 nedir?
Xo>=-l X" —

Co6ziim.9.27: x=-1i¢cin f(-1)=0 , g(-1)=0 dur.
frx)=3x" , f'(-1)=3=g'x)=2x ,g'(-1)=-2#0 dur.

x*+1  f'(=1) 3
im — =— =——=—— olur.
x>-lx 41 g'(-1) -2 2

NOT  L’Hospital kuralinin uygulamasinda f'(xo) = g'(xo) = 0 seklinde bir durumla

f!
karsilagilabilir. Ancak, 6nemli olan lim @limitinin var olup olmadigidir. f’ ve g’
g Xy 8 (& n)
fonksiyonlarinin x, da siirekliligi ve g'(xo) # 0 kosullari, sadece limit tayinini kolaylastirmak

icin kullanilmustir. f' ve g' fonksiyonlarinin tiirevleri varsa, f'(x¢) = g’ (Xo) = 0 halinde, kural

f”( X)

tekrar uygulanarak lim —
X—)XO g ( X)

limitinin mevcut olup olmadig: arastirilabilir (ve bu islem

stirdiiriilebilir).
Ornek 9.28:f, g : IR — IR ,f(x)=x"-2x*+1 ve g(x)=x"-3x+2 olmak iizere;
f(x)

lim ——= limitini bulalim.
x—1 g(X)
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f1)=g) =0
Coziim 9.28: f'(x) = 4x° — 4x 4
f'(Hh)=0

g'(x)=3x"-3
e
g'M)=0

olur.

f"(x)=12x> -4 ve g"(x)=6x olup,

. f'(x) .. 12x* -4 4
lim——= = lim————— = — oldugundan;
x—1 g (X) x—1 6X 3

lim@ = lim& = limw = i bulunur.
x—1 g(x) x—l g (X) x—1 g (X)
Ornek 9.29: f: IR - {-1,1} - IR

(x-1)°

f(x)=
(x) x'—2xP+2x -1

olduguna gore lirrll f(x) limitini hesaplayalim.

Coziim 9.29:x — 1 i¢in % belirsizligi vardir. L’Hospital teoremine gore bu limit (eger varsa)

x-1)

limitine esittir. Bu durumda 9belirsizligi vardir. Bu nedenle L’Hospital
x>14x® —6x° +2
teoremi bir defa daha uygulanirsa limMIimiti bulunur. Bu durumda L’Hospital
x>112x% —12x

teoremini uygularsak 1im 6 _1 bulunur. O halde ; linll f(x) = %

xs124x—12 2

Not: L’Hospital teoreminin uygulamalar1 bir sonraki bodliimde belirsiz sekillerle

incelendiginden burada daha fazla 6rnek vermeyecegiz.

9.10.1.Taylor Teoremi:Ortalama deger teoremlerinin genellestirilmis bir sekli sayilabilecek
olan ve tiirevleri hakkinda bilgi sahibi oldugumuz bir fonksiyonun kendisi hakkinda bilgi

sahibi olmamizi saglayan bu teorem hem teori hem de uygulama agisindan biiyiik 6nem tasir.

Teorem 9.20:

f: [a,b] > IR fonksiyonu [a,b] araliginda C ™! smifindan olsun. Bu durumda & € (a,b) sayist
' " n n+l

icin ; f(b) =f(a) +w(b —a) +w(b —a) F. +w(b —a)" +&(b —a)™"
1! 2! n! (n+1)!

esitligi gegerlidir.
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' " (n)
Ispat: F(x)=f(x)—-f(a) —%(x —a)—%(x —a)’ —....—%(x —a)"

ve G(x)=(x-a)"" (F:[ab] > IR , G: [ab] — IR ) fonksiyonlarina Genellestirilmis

Ortalama Deger Teoremini uygulayalim.
Oyle bir & € (a,b) vardir ki;

F(b)-F@) _ F'(E)
G(b)-G(a) G'(§))

olur.

F'(x)= f'(x)- f’(a)—%z(x—a)— ........ —Tan(x—a)“_l

F(a)=G(a)=0 ve G'(x)=(n+1)(x—2a)" oldugundan
~ £ (a)

F(b) B F'(&l) . f’(al) - f’(a) - f’l(a)(al - a) ...... (n - 1)' (al _ a)n_

G(b) G'(&) (n+1)(E, —a)"
Simdi, F':[a,& ]—> IRve G':[a,§,] —> IR

olur.

(Tiirev fonksiyonlarinin kisitlanmigini de ayni sembolle gosteriyoruz)
fonksiyonlaria Teorem 9.18’ i uygulayalim.

FE)-Fa) _F'E,)
G'(5)-G'a) G'(&,)

olur.

€, €(a,§,) olmak tlizere

i ' " " " f(n) (a) n-2
F'(a)=G'(a)=0 ve F'(x)=f"(x)—f"(a)—.....— (n—1)(x—a)
(n-1)!

G"(x)=(n+1)n.(x-a)"" oldugundan;

" " f(“)(a) n-2
£1(8) —F(@) = -
Fb) FE) P | e T@mem T Gema)

G(b) G'(¢) G'E,) (n+1)n.(8, —a)""

Simdi, F":[a,&,] > IR ve G":[a,&,] — IR fonksiyonlarina ayni iglemi uygulayalim ve

olur.

boyle devam edelim.

Fb) _F(6) _F'G) _ _F7@,)

B0 " G TGy =T Gy (1)
olur.Son olarak; F™ :[a,& ] — IR

F (x) = £™ (x) = £ (a)

G™ :[a,§, ]—> IR

G"(x)=(n+1n..2.(x—a) fonksiyonlarina Teorem .9.18” i uygulayalim.
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F(n) (én ) - F(n) (a) _ F(n+l) (én#—l)
G"(EN-G @) G™V(E,.,)

FW@E)  F™(E.)
G"(E,) G"VE,.)

FO(x) =" (x) ve G™"(x)=(n+1)! oldugundan

L e 2) dur.
G™(E,)  (+]D)!

olur.

E.vn+1 € (a: E.m) 1(}111

F™(a)=G™(a) =0 oldugundan elde edilir.

E(b) "V (E,.)

(1) ve (2) esitlikleri karsilagtirilirsa; G(b) = i) yani;
f' f o
)@= o) = D=0 e
(b—a)" C (n+1)!
Buise, &, ,, =& < (a,b)diyecek olursak,
o)~ f@) "Dy D gy O gy
n! (n+1)!

f(b) =f(a)+ @(b —a)+ &(b —a)” +...... f(n) (a) £ () (b—a)"" demektir.
1! 2! n! ( n+1)!

Not.1: ispattan goriildiigii iizere (Teorem.9.18” in son uygulamasinda f ™" tiirevinin (a,b)
acik araliginda varlig yeterlidir. Yani teoremin hipotezi s0yle zayiflatilabilir:
f, [a,b] tizerinde C" sinifindan olsun.(n.mertebeden siirekli fonksiyon)

if ™Y (a,b) de meveut olsun. ((n+1).mertebeden tiirevlenebilsin)

Not.2: b-a=h>0ve { =a+06h (0<6 <1) diyecek olursak Taylor agilimi su sekli alir:

' " (n) (n+1)
fa+h)=f@)+ @ p e L@y @, 7 @+0h), ..
I 2 ! (n+1)!

Not.3: Taylor aciliminda a ve b nin rolleri degistirilebilir. Yani (Not.1” deki kosullar altinda)
Oyle bir & € (a,b) sayis1 vardir ki

f’ (b) f "(b) 2 £ (b)

RO S (3 PN
(@=b)" .t —— = (a=b) i (a—b)

f@Ay=f(b)+ ——(@-b)+——

esitligi gecerlidir.
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a-b=h <0ve £ =b+06h (0<0 <1) dersek,f fonksiyonu a noktasinin (a —¢,a +¢&)(e > 0) gibi
bir ¢cevresinde bu sekilde ifade edilebiliyorsa, yani |h| < ¢ i¢in;

f(a+h)=if(n)(a)

' h" oluyorsa, f fonksiyonu a nin ¢evresinde Taylor serisine agilabiliyor
n!

denir. Aslinda her mertebeden tiirevi olan bir fonksiyon i¢in;

i £ (a)

n=0 n!

h" serisi daima olusturulabilir. Ancak bdyle bir serinin a noktasinin bir

komsulugunda yakinsak olmasi gerekmeyebilecegi gibi, yakinsak olmasi halinde f(a+h)
degerine yakinsamasi da gerekmez.Simdi bu serinin fonksiyona yakinsamasi i¢in bir yeter sart
verelim.

Teorem.9.21:Kalanh Taylor Teoremi

f: (c,d) > IR (n+1). mertebeden tiirevi olan bir fonksiyon, a € (c,d) ve a+h € (c,d)

olsun.Uygun bir K € IR" ve her n € IN ve her x € (¢,d) i¢in;

£ (X)‘ <K olsun. Bu durumda;

f@+h)=ﬂ@+£§9h+£§9hﬁ% ....... olur.

n+l

_ U@+ 6h)
(n+1)!

olur.

Ispat: R oldugundan |R

n+l| —

‘(n+1)!

) h m
ZL serisi yakinsak oldugundan, genel terimi sifira gider,

m=0

n+l

yani, lim =0 olur. Buradan ;

s (0 + 1)

limR _, =0 elde edilir. Bu durumda yukarida sdyledigimiz gibi

n—oo

fa), @,

fa+h)=f(a)+— )
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9.11.Bir Seri Yardimyla Bir Fonksiyonun Tarifi:

f(x) =

fonksiyonu seriye acilirsa;
I1+x

(1+x)"' =1-x+%x’ =%’ +......olur.

Co+C X +CyX" F i +C X"+, = icnxn (c=sabit)(x=degisken)
n=0
serisine Kuvvet serisi denir.
Farz edelim ki. f(x)
f(X)=cy+C,X+CoX" +rrrrrnnns +e, x" (*)
kuvvet serisi yardimiyla ifade edilsin.
x=0 i¢in f(0)=cy

f'(x) =c, +2¢,x +3¢,x” +4¢, X +..ouuo

f'(0)=c,
f"(x) = 2¢c, +6¢,x +12¢,X” +........
£(0) = 2c,

£f"(x) =3.(2)c; +4(3)(2)c,x +......
£"(0) = 6¢c, =3.2.c,

bu sekilde devam edilipe; sabitleri f fonksiyonu ve tiirevleri cinsinden;

" m (n)
¢y =f(O) ¢, =) =c, =D e TO e 17O
2 2.3 n!

olarak bulunur ve bu degerler (*) esitliginde yerine yazilirsa;

f(x)=f(0)+f’(0)x+%x2+ .......... +$x“+
serisi elde edilir. Iste bu seriye y=f(x) fonksiyonunun x=0 civarindaki kuvvet serisi yada
Maclaurent serisi denir. x=0’da tanimli olmayan veya Maclaurent serisine agilamayan
fonksiyonlar (f(x)=Inx gibi), x=a civarinda Taylor serisine acilir.Yani, f(x), x’in kuvvetleri
yerine (x-a)’ nin kuvvetleri cinsinden yazilir.Taylor serisi de yine kuvvet serileri kullanilarak

formiiliize edilir.Varsayalim ki;

f(x)=c,+c,(x—a)+cy(Xx—2)" +urererrrnee. +c,(x—a)" +....
kuvvet serisi yardimiyla ifade edilsin.Buradan;

f(a)=co olup devam edilirse;
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f'(xX)=c, +2c,(X—a) +cerererenee f'(a) =c,
f"(x)=2c, +3.2.c,(x—a) +.eneee f"(a) =2c,
f"(x)=3.2.c,+432c,(x—a)+........ f"(a)=3.2.c,

fP(x)=nlc, + e, f™(@)=nlc,
bulunur.Boylece, y=f(x) fonksiyonunun x=a civarindaki kuvvet serisi yada Taylor serisi elde
edilir. x=0’da taniml1 olmayan veya Maclaurent serisine agilamayan fonksiyonlar
(f(x)=Inx gibi), x=a civarinda Taylor serisine acilir.Yani, f(x), x’in kuvvetleri yerine (x-a)’ nin

kuvvetleri cinsinden yazilir.Taylor Serisi;

f(x)=f(a)+f'(a)(x —a)+ f”;a) (x=2)" + .. + f(n)(a)(): —a)’ Fo,
: n!

olarak tanimlanir.

Ornek.9.30: :IR—IR , f(x)=sinx fonksiyonunu mac-laurent serisine aginiz.

£(0) =0
f’ O =1 3 5 2n-1 0 2n+l
Coziim.9.30: ”( : SINX = X = b = Y (<1)" —
£"(0) =0 3 s Q2n-1! & (2n +1)!
£"(0) = -1
© 2n o n
n X X X
f(x)=cosx = f(x) = -1) - =fx)=e =>fx)= ) —
(x) (x) nZ:;,( ) (2n)! (x) (x) ;n!

Ornek.9.31: f(x) = % fonksiyonunu mac-laurent serisine aginiz.
+ X
Coziim.9.31:

f(x) =ﬁ:> £(0) =1

’ _ 1 ' - _
)= oy = FO =1

" _2(X+1) " _
= S =2

pon 224D
)= " = 0=
o A2 o
)= T = 0 =8
)= 220HD _evg) =16

(x+1)
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2 3 n

£(x) = £(0) +£'(0)x +£7(0)- = -+ £"(0): —+ ............ +f"(0)-X'+ ..........
n:

2 3 4 5

=1—x+2X—+(—4)X—+8X—+(—16)X—+ ...... +
2! 3! 4! 5!

1+x

Bir Taylor serisi ancak yakinsaklik aralifindaki noktalarin fonksiyon altindaki goriintiilerini

bulmak i¢in kullanilir.

Ornek.9.32: f(x)=Lnx fonksiyonunu x=1 civarinda Taylor serisine acip Ln2 degerini 7 terim
icin yaklasik belirleyiniz.
Coziim.9.32: f(x)=Lnx ise f(1)=Ln1=0 ve tlirevlerin degerleri;

£'(x) = i = f(l)=1=f"(x) = —iz = f'(1)=-1
X

£7(x) = % =f")=2=F (x)=—

X X
f (x)—ﬁ:f ()=24=f (x)= 120 = (1)=-120
X x’
seklinde bulunur.Bu degerler;
" (n) _a)\"
f(x) = f(a) + f'(a)(x —a) + %(x —a)? L (a)("‘ A
! n!
a=1 aliarak Taylor serisinde yerine yazilirsa;
" () "
Lnx;f(l)+f’(1)(x—1)+%(x—l)2+ ........... +M+ .......
! n!
(n) n
~ e i 2o Sy s B k) g D=
Lnxz0+(x—-1) 2!(X 1) +3!(X 1) 4!(X I + 3 x-1) +..+ ol + e
gerekli sadelestirmeler yapilarak;
1 D’ D’ ’ D
2 — pa— — —
Lnxz(x-1)—-—(x-1) +(X ) _&x=D +(X ) +...+g+ .......
2 3 4 5 n

olarak bulunur. Bu son ifadede x=2 yazilirsa ilk 7 terim i¢in Ln2 degeri yaklasik olarak;

L2z @11 (2 D (231) (2;1) +(2—51) _(2—61) (2—71)

Ln2=1- 1 + l 1 + 1.1 + % =0.759524 bulunur ki bu deger Ln2=0.693147 degeri ile

2 3 4 5 6

karsilastirildiginda 1yi bir yaklagim olmaz. Daha yaklasik degerler bulmak i¢in daha fazla

terim hesaba katilmalidir.
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9.11.1.Kalanh Taylor Serisi Ornekleri:

Bir seride sonsuz terim vardir.Yakinsaklik araligindaki bir noktanin f fonksiyonu altindaki
goriintiisiinil seri yardimiyla bulmak istedigimizde sonsuz terimi toplamamiz gerekiyor.Bu
nedenle serinin ancak sonlu tane terimi yardimiyla bu goriintii bulunur.Tabii ki bu deger
gercek deger degil belli oranda hatali degerdir.Bu hataya kesme hatast denir.f fonksiyonunun

xo civarindaki Taylor serisi;

f(x) =1(Xy) + ' (X)X —=X) + e +%(X_Xo)n—l+ ......
n tane terim alalim
f(x)=f(x,) + /(X)X =Xy) +errerrenn. +%(X_Xo)n—l +§5

R;:kalan terim ya da atilan terim
Gergek f(x) degeri=Hesaplanan deger+R,
Buna gore R, bulunursa kesme hatas1 bulunmug demektir.
R, =X =X Ee(x0.x)
n!
f™(€)<M olacak sekilde bir M sayis1 vardir.

M. (X_Xo)

|Rn|£ n!

O halde taylor serisinde ilk n terimin toplami f(x) olarak alindiginda yapilan maksimum
kesme hatas: ;

(x—x,)"

n!

‘M olur.

n

Ornek.9.32: e* =1+ X +......... + X

' serisinde e sayisint milyonda birden kiiciik bir hatayla
n!

hesaplamak i¢in kag terim hesaba katilmalidir.

Coziim.9.32:e=1+1+ % F e + l' ilk n terimi aldigimda yapilan hata nedir?
! n!
1| x=1
|Rn <M.—= (0,1) de M=3 olur.
nl| x=0
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Burada R,,’in milyonda birden kii¢iik kalmasi i¢in kacinci terime kadar islem yapilir.

ML 3.1
n! n!

<

R

<0,000001 = <0,000001

n

n!>3.10° =n=10 alabilir. 10!=3.628.880

O halde ¢” serisinin 10 terimini alarak e’yi milyonda 1 hata ile hesaplariz.

3 5 7
Ornek.9.33: sinx =x —— 4+~ X 4 xe[—ﬁ,ﬁ}
3r 57

Serisinde maksimum hatanin milyonda 5’den kiigiik kalmasi i¢in kaginci terime kadar islem

yapilmalidir?

n
X
<

M-

Coziim.9.33: [R

n

n!

f(x)=sinx’in max. degeri 1’dir.
|Rn| <0,000005 kalmasi igin;

n n

<5.10° =>M=1 ve <5.10°° vyazanz.x=1,5708 alinir.

n!

X
M-
n!

9
n=11 almaliy1z.Yani ilk 11 tane terime kadar agmaliy1z.Bu da % ’de biter.

x> x> x' X’

SiNX =X ——+———+—

3579l
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10. BOLUM

10. TUREVIN UYGULAMALARI

10.1. Hiz ve ivme

Daha 6nceki boliimlerde degindigimiz hiz ve ivme kavramlarini, bu béliimde, yiiksek
mertebeden tlirevlerin anlagilmasi agisindan genisleterek ele alalim.
Ornek 10.1: Bir yolcu treni fren yaparak bir istasyona yaklasiyor. Trenin fren yaptig1 andan
itibaren kat ettigi mesafe s=120t-t* ile veriliyor. Burada t, 0 ile 60 sn. arasinda degisiyor.
Buna gore;

1) Baglangi¢ ve bitis hizlarin1 bulunuz.

i1) Baslangi¢ ve bitig ivmeyi bulunuz
Coziim 10.1: i)Hiz, kat edilen mesafenin (yol) zamana gore birinci tiirevine esittir. Yani;

v=s =% _10-2t
dt

Buna gore, basglangic hizi t=0 sn. anindaki hizdir;
v=120-2.(0)=120 m/sn

Bitis hiz1 ise t=60 sn. esnasindaki hizidir.Yani;
v=120-2.(60)=0 m/sn .Boylece, tren 60 sn.'de durur.

ii) Ivme hizin birinci tiirevine esittir. Yani;

a:v':d—vz—z m/ sn
dt

Burada ivme degeri sabit oldugundan baslangi¢ ve bitig ivmesi aynidir.

10.2.Yiiksek Mertebeden Tiirevler:Yukaridaki orneklerde anlagilacagi gibi ivme yolun

zamana gore ikinci tiirevine esittir. Bu su sekilde ifade edilebilir:

2
P zd(dS) _d’s
dt\dt/ dt2

Genellestirecek olursak; y=f(x)fonksiyonu verildiginde y 'in tiirevinin tiirevine y=f(x)

fonksiyonun ikinci mertebeden tiirevi denir ve;

d2
y'=1"0)=ve dx%’- D&Y

sembolleri ile gosterilir.
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Benzer olarak iigiincli mertebeden tiirev;

q3 Cl
y"=f"(x)= ve 72/ , D3 ysembollerl ile gosterilir.
dx
Ayn1 mantikla n. mertebeden tiirev;

n

y"=f(x)= ve d y’ piy  sembolleri ile gosterilir.
dx"

24018 formiilleriyle

Ornek 10.2: Bir gark 0 agis1 yaparak doniiyor ve bu doniis 6 = 0.004t
veriliyor.Burada, t saniye cinsinden zamandir. Buna gore;
1) t=4 sn .'deki w acisal hizin1 bulunuz.

i1) t=4 sn .'deki a agisal ivmesini bulunuz.

Coziim 10.2: Agisal hiz 0 agisal sapmanin tiirevidir.

Yani;w=0'= % =0.1t%% + 0.2t = t = 4 sn'deki; w = 0.1(4)>"? +0.2(4) = 1.6 rad/sn.

a acisal ivmesi, w agisal hizinin tiirevine veya 0 'nin ikinci tlirevine esittir.

_dw_d%

=0.15t"2 +02 = t=4sn'de; a=0.15(4)"> +0.2=0.5 rad/sn>

Ornek 10.3:Bir cisim verilen bir paraboliin bir bélimiinde x=t , y=9-t* parametrik
denklemleri ile hareket ediyor. t=1 sn. 'deki hiz bilesenlerini ve bileske hizi bulunuz.

(Sekil.10.1)

y
0.9
(-1.8) (1,8)\8(1 V.,
V}’
(-2.5) 2.5

} [ [ } l (3’0)

(-3,0)

Sekil 10.1. y=9-t* parabolii

Coziim 10.3: x dogrultusundaki vektor bileseni Vy ve; vV, = dx

dt

y dogrultusundaki bileseni Vy ve; Vy = % olur.
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d
Buna gore;V, = j—)t( =1lveV, = d—i’ = -2t bulunur.

t=1 sn. 'deki degerler ise; V=1 m/sn ve V, egri boyunca sabittir. V,=-2(1)=-2 m/sn
t=1 sn. 'deki bileske hiz; V bileske hizinin biiyiikliigii (siddeti) Pisagor Teoreminden;

V= V2 v2 =P+ (D) =5 =22m/sn

0 negatif agisinin degeri ise ; 6= Arc tan = Arc tan@ —_634° olarak bulunur.

10.3. Maksimum, Minimum ve Biikiim Noktalari

Bir onceki boliimde tiirevin geometrik anlamini, egrinin herhangi bir noktasindaki egim i¢in
bir formiil olarak tanimlamistik. Birinci tiirev veya egim pozitif iken egri artan bir grafik
cizerken, negatif durumda egri azalan bir grafik cizer. Eger egri bir yerel maksimum veya
yerel minimum noktada dondiigiinde, bu noktalarda teget yatay bir dogru ve birinci tiirev veya
egim; Yy'=/(x)=0’dir. Bu noktalar basit olarak maksimum veya minimum noktalar olarak
adlandirilirlar. y'=0 olan noktalar kritik noktalar olarak adlandirilirlar.

Ikinci tiirev ise egimin degisim oranmidir ve egrinin biikiimliiliigii hakkinda bilgi verir. Ikinci
tiirev pozitif iken, tiirev fonksiyonu (egim) azalan ve egri asagi dogru biikiimliidiir. Egrinin

biikiildiigii ve biikiimliiliigiin degistigi noktada biikiilme sifir ve bu noktada ikinci tiirev

y" = f”(x)=0 'dir. Bu nokta matematikte biikiim noktasi olarak bilinir.

Egrilerin temel 6zelliklerini agiklamasi agisindan asagidaki 6rnegi irdeleyelim.
Ornek 10.4: y=f(x) =x>—6x>+9x+3 fonksiyonu verilsin.

a) Bu fonksiyonun maksimum ve minimum noktalarini bulunuz.

b) Fonksiyonun belirttigi egrinin biikiim noktasini bulunuz ve grafigini ¢iziniz.
Coziim 10.4: Bir maksimum veya minimum noktada birinci tiirev 0'a esittir.

Yani;y'=f'(x)=3x>-12x+9=0 olur.Bu denklem x'e gore ¢oziiliirse;

3x%-12x+9=0 = x*4x+3=0 = (x-1)(x-3)=0 = x=3 ve x=1 elde edilir.

x=1, x=3 noktalarinda y'= 0 'dir. Bu nedenle bu noktalar sabit noktalardir. Bu
noktalardan hangisinin minimum, hangisinin maksimum oldugunu belirlemek i¢in agagidaki

gibi bir tablo diizenleyip y ve y' degerleri arastirilir.
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3 + o0

<
O —

_<{>++ + + +

> //7\\\//

maksimum mlnlmum

-+ oo

Tablodan da goriildiigli gibi x=1 noktas1 maksimum noktadir. Ciinkii, fonksiyon x=1
noktasinin solunda artar iken x=1 noktasinin saginda azalan bir grafik cizer. Bu, x=1

noktasinin maksimum nokta oldugunu gosterir.
10.3.1. I Tiirev Testi:

Eger birinci tiirev bir sabit noktada pozitiften negatife isaret degistirirse bu nokta yerel
maksimum noktadir. Sabit noktada birinci tiirev negatiften pozitife isaret degistirirse bu nokta

yerel minimum noktadir.

;' t+ %0-- - - :/' %0+++
o //0\\\ y \\&//
maksimum minimum

Bir biikiim noktasinda y” = f "(x) = 0 dir. y”=6x-1=0 =6x-12=0 = x=2

x=2 noktasinda egimin degisim orani sifirdir. Yani biikiilme sifirdir. x=2 noktasmnin biikiim
noktasini belirlemek icin biikiimliiliigiin degisip degismedigini kontrol etmek gerekir. Bunu

asagidaki gibi basit bir tablo ile gorelim;

x | | 2 3 y"(1)=6.(1)-12=-6

y" ‘ -6 ‘% 6 y"(3)=6.(3)-12=6

Gortildiigl gibi x=2 noktasinda y" isaret degistirmektedir. Bu x=2 noktasinin biikiim noktasi

oldugunu gosterir.(Sekil-10.2)
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(1,7) maksimum
| — y'=0

¥ 0
Y.D.B
£2.,5)
le= 0

@7

(0,3)

(3,3)

minimum

Sekil.10.2. Y = f(X) =X —6X* +9X + 3 fonksiyonunun grafidi

10.3.2. ILTiirev Testi: Eger xo gibi kritik bir noktada y" negatif ise egri asagi dogru
biikiimliidiir ve x¢ bir yerel maksimum noktadir.  Eger xo gibi kritik bir noktada y" pozitif
ise egri yukar1 dogru biikiimliidiir ve x¢ bir yerel minimum noktadir. Eger y" bir kritik noktada

isaret degistirirse bu nokta bir biikiim noktasidir. Tablo ile ifade edecek olursak;

X —00 X0 0 X — 0 X0 0

v ++ + % - - R R % + + +

y |YukariDogru Yo AsagiDogru y [AsagiDogru Yo Y ukariDogru
BUkUmIi  BijkiimNoktas BUkimld BUkUmIU  BjkiimNoktas) BUkimld

seklinde gosterebiliriz.
10.4. Ekstremumlar (Maksimum veya Minimum Noktalar)

10.4.1. Maksimum ve Minimum ile ilgili C6ziimlii Ornekler

Df:IR->IR f(x)= X2_3 fonksiyonunun ekstremumlarini inceleyiniz.

X +7

_ X +7-(2x)x=3) _ X2 +7-2x° +6x _ —x* +6x+7
(x2 +7)2 (x2 +7)2 (x2 +7)2

f'(x)=0 = —x>+6x+7=0

Coziim: f'(x)

(x+1) (x=7)=0 olur ve buradan x=-1 ve x=7 bulunur.
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X —o0

y' - - - ; +++%>___
y 0\;21 /#\0

minimum maksimum

~ (—2x+6)(x2 +7)2 —(— x? +6x+7X2(x2 +7))2x

f ﬂ(X) _
(x2 + 7)4
_(C2x46)x% +7)= (- X2 +6x+7)2x _ —6x* —28x+42
(x2 +7)3 (x2+7)3
f"(-1)= 1 >0 ve f"(7)= -1 < 0 x = -1 minimum nokta x = 7 maksimum nokta
1
2) f(x)=x.e* fonksiyonunun ekstremumlarini inceleyiniz.

1

Coziim: f(x)=xe* = T.A=IR-{0}=(-x,0) J(0,)

1 1 1
Fx)=0 = fTX)=LeX—J;eﬂx=0 = fo):e{}‘%)=0
X

1 x 1
ex A = =0 = x=1 ise (1,e)minimum noktadir.
X
X —oo 0 1 + o0
Y |+ +||- __+-+ + +
y \ e /
.
2x-1 .
3)f(X)=In 5 fonksiyonunun varsa extremumlarini bulunuz.
X —_

!

= afe2)-(x-1)] (x-2)
(ZX_‘S):O f(x){ (-2 }@x—l):"

oy 2X=A=2x4 1 (x=2) _ -ix-2) N B
Feo= (x-2) '(2x—1)_Olse ® (x=2) (2x-1) 0=1TK (x=2)(2x-1) 0

f'(X) V X igin negatiftir. Extremum yoktur.

Cozium: ¢ '(X) =
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4)y = X" ‘in varsa extremumlarini inceleyiniz.
Coziim:Iny = In x*
' = y=ylnx+1
Iny=xInx = L:Inx+l.x Y Y( )
y X = y=x"(nx+1)=0

1
x* #0 = Inx+1=01ise Inx=-1=x=¢l=-—

€
1
X — € + o
y'| --- 1P + ++
y +00\1[_1] + o0
- &
3
minimum

5)y =e”.cosx fonksiyonunun sabit noktalarini inceleyiniz.
Coziim: y' =e”.cosXx —sinxe* =0
X .
e .(cosx —sin x) =0
x ) : . /4
e #0=(cosx—sinx)=0 ise cosx=sinx = X :(2k+1)z

2— . . . .
6)y=¢" 2 fonksiyonun ekstremum noktalarini inceleyiniz.

Coziim: y' =(2x—2)e" > =0

e’ #) = 2x-2=0=x=1 olur.

X — © 1 + o0
v'| o--- 7+ ++
y +oo\ l/+oo
e
minimum

7)y =x*.Inx fonksiyonun ekstremum noktalarii inceleyiniz.
Coziim:

y = 2x.lnx+l.x2 =x.2Inx+1)=0
X

x=0 ve 2lnx=-1 ise lnx=—l = X=e¢? = X=L
2 Je
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X 0 % + o0

y ' -=-- 17T + + +

y —m\_i/—o—oo
minzilimm

8)y =x’+3x* +3x—2 fonksiyonunun ekstremum noktalarin1 bulunuz.

Coziim:y' =3x> +6x+3=0—> X’ +2x+1=0 = X, =X,=-1

X — 00 . | + o0

y'|o+H++ TS

y—oo/5/+oo

ekstremumyoktur.

9)y=x+ J X* —12x fonksiyonunun ekstremumlarini bulunuz.

Coziim: y' =3x*> +9x-12=0

x> +3x—4=0 ise (x—1)(x+4)=0 ve buradan x, =1 X, =—4 bulunur.

X |- 4 1 + 0
y' + + + %’-- - - --%H—%— + + +
— 56 0
y T 7 OO N N
maksimum nokta mmﬂm%n nokta

(—4,56) maksimum nokta [1 ,— gj minimum nokta

Bagka bir deyisle ;y"=6Xx+9
y'(-4)=-15<0 = (-4,56) maksimum nokta

y'(1)=15>0 = (1,—%) minimum nokta

2
10)y = X Z2x+2 fonksiyonunun ekstremumlarini inceleyiniz.

(2x—2)(x =1)—1(x> —2x + 2)
(x—1)
y,:2(x—1)2—x2+2x—2:0 ;2% —Ax42-xP 42X -2

(x—1) - (x—1)
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X |- 0 1 +o0

y' + + + %’-- - - --%++ + + +

y _w/ / 2 \ \ \ 2 / / +o
maksimum nokta minimum nokta

(O ,— Z)maksimum (2 , 2) minimum veya;

o (2x=2)x 1) —2(x~1)(x* — 2x)
(x=1)°

y"(0)=-2<0 = (0,-2) maksimum

y'2)=2>0 = (2,2) minimum nokta olarak bulunur.
11)y =x* —2x*> +3 fonksiyonunun ekstremumlarini 2.Tiirev yardimiyla bulunuz.
Coziim: y' = 4%° —4x =0 —4x(x> =1)=0 —x, =0 X, =1 X, =1
y =12x> —4=y"(0)=12.0°-4=-4<0 = (0,3)  maksimum nokta
y'Hh=8>0 = (1,2) minimum nokta
y'(-1)=8>0 = (-1,2) minimum nokta
12) Neptiin Osinografi Enstitlisii’'nde bir grup deniz biyologu soyu tiikkenmekte olan korunan

baz1 balina tiirlerinin 6l¢iimiinde gelecek on yillarda daha dikkatli olunmasini 6nerdiler.

Koruma altina alindiktan sonra yapilan dl¢iimler, bu tiiriin beklenen popiilasyonu
N(t) =3t + 2% —10t + 600 (0<t<10)

N(t), t y1l sonundaki popiilasyonun durumu olmak iizere, t=2 ve t=6 oldugunda balina
poplilasyonunun artig hizin1 bulunuz. Yapilan dl¢iimlere gore balina popiilasyonu 8 yil sonra
ne biiyiikliige erisecektir?

Coziim:Balina popiilasyonunun herhangi bir t zamanindaki artis1 soyle verilir
N'(t) =9t% +4t—10

Ozel olarak t=2 ve t=6 oldugunda balina popiilasyonunun artis hizi;

N’(2) =9(2)*+ 4(2) + 10 =34

N'(6) = 9(6)> + 4(6) —10 = 338 olarak elde edilir

206



Buna gore, balina popiilasyonu her iki yilda 34, her 6 yilda da 338 artis gosterecektir. Balina

popiilasyonu sekiz y1l sonunda N(8) = 3(8)3 + 2(8)2 —10(8) + 600 = 2184 balina olacaktir.

N(t) fonksiyonunun grafigi Sekil .10.3’de verilmistir.

Py

4000+
3000+
2000

1000 T B

Sekil.10.3. N(t) ile verilen t yil sonraki balina popiilasyonu.
13)Bir roketin yiiksekligi (feet olarak) t saniyede ugusu ile verilir
s=f(t)=-t> +96t> +195t+5 (t=0)
Roketin herhangi bir t anindaki v hizin1 bulun.
b. Roketin hizin1 t=0, 30, 50, 65, ve 70 oldugunda bulun. Sonuglariniz1 agiklayn.
c. b’deki sonuglar kullanarak ve roketin yoriingesinde hizin sifir oldugu noktay1

diistinerek roketin en biiyiik yiiksekligini bulunuz.
Coziim:a)Roketin bir t anindaki hiz1 s6yle verilir
v="f'"(t)=-3t2 +192t +195
b)Roketin hiz1 t=0, 30, 50, 65 ve 70 oldugunda;

£1(0) = —3(0)? +192(0) + 195 = 195

£'(30) = —3(30)% +192(30) + 195 = 3255

£1(50) = —3(50)2 +192(50) + 195 = 2295

£1(65) = —3(65)% +192(65) +195 = 0

£(70) = =3(70)% +192(70) + 195 = —1065
veya 195, 3255, 2295, 0 ve —1065 fit saniye (ft/sec).Buna gore, roket t=0 da 195 ft/s ilk hiza
sahiptir ve t=30’daki hiz1 3255 ft/s’dir. Ugusun 50. saniyesinde roketin hizi t=30’daki hizdan
daha diisiik olan 2295 ft/s’dir. Bunun anlami roketin hizinin daha sonra 6grenecegimiz gibi en
yiiksek hizina ulastiktan sonra giderek azalmasidir.
Yavaslama siirer: t=65’te hiz 0’dir ve t=70’te —1065ft/s’dir. Bu say1 bize roketin ugusun 70.
saniyesinde diinyaya saniyede 1065 fit hizla ¢arptigini soyler.
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¢) (b)’deki sonuglar roketin hizinin t=65 iken sifir oldugunu gosterir. Bu anda roketin

yiiksekligi maksimum olup; s = f(65) = -(65)° + 96(65)* + 195(65) + 5= 143,655 fit

F
150,000 1 -
o
£ 1"'., & =f(r)

100,000 + / \
."I ;I

."r I

so000 4+  / \
¢ !

kA
b

} } } } } : ¥
20 40 o0 B0 100
Sekil.10.4.t saniye ugusta f(t) ile verilen roketin yiiksekligi

14)Milyonlarca dolar satis1 yapilan bir DVD film satisinin yayinlandiktan sonraki t yilda satig
orani ;S(t) = 5t/(t* + 1) ile veriliyor.Buna gére;

a) Bir t zamaninda degisen satis oranini bulunuz.

d t
t2 +1 >

b) t=0 iken DVD satislar1 ne hizda degisir. Yayinlandiktan iki y1l sonra ne hizda degisir?
(t* +1)(1)-t(2t)
= —_— 2 = 5
dt t°+1

Coziim:a)t zamaninda degisen satiglarin oran1 S’(t) ile verilir. Carpim tiirevini kullanarak ;
S'(t) = 4 t

dt

elde ederiz

12t 5(1-t%)
(t* +1)° (t* +1)°

- (t2 + 1)2
b)Yayinlandiktan sonra bir zamandaki DVD satiglarinin degisim orani sdyle verilir

s34 __3

L =—2=-06
(4+1) 5
gosterilmistir.

Bu oran yilda 600,000 $’lik bir azalis1 gosterir. S fonksiyonunun grafigi Sekil ..10.5’de

&5 ()
."'F.\‘-
e ,l'll \\
! Y
! T
4 S
| S
: : t t : >
2 4 6 k) 10
Sekil .10.5. DVD satiglariin degisim orant
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10.4.2. Biikiimliiliik ile ilgili C6ziimlii Ornekler

Hy= é(x3 —6X2 +5x+ 6) artan ,azalan oldugu araliklar1 , varsa maksimum ve

minimum noktalar1 bulup biikiimliiliigiinii inceleyiniz?

Coziim: '(x) =y = %(3)(2 ~12x+9)= %(x2 —4x+3)

f"(X)= y" =%(2X—4)=X—2

f(x)=0 = %(x2 —4x + 3)= 0 ise (x—3)x—1)=0 ve buradan x=1 ; x=3 bulunur.

X |-x 1 3 +

y' + + + %‘-- - - ——+++ + + +

y _OO// 1\\\ 1 / /+°°
maksimum nokta minimum nokta

(~,0) ve (3,0) araliklarinda fonksiyon artan iken (1,3)  arahginda

fonksiyon azalir veya 2. tlirev testinden ;

f ”(l) =—-1<0 Yerel Maksimum ve f "(3) =1>0 Yerel Minimum bulunur.

X — © 2 + 00
y " - - - < + + +
y AsagiDogru 0 Y ukariDogru
Bukamit Bukumld
Bukim
Noktas|
2) f:IR—>IR ,f (x) =x’.e™ fonksiyonunun biikiimliiliigiinii inceleyiniz?

Coziim: f'(x) = 2xe ™ —x* e = ¢ (2x - x?)
£"(x)=(2-2x)e™ - (2x - x* e
—2e —2xe " —2xe +x%e " = (2— 4x +x7 e
e * >0 oldugundan f"(x)=0 olmasi igin ;x*>—4x+2=0"dan;

x1=2+\/§ ve X2=2-\/§ bulunur
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<« |-oo 242 2+42

+ o0
y" + + + % - - - + + + +
y Y ukariDogru f(2 —~+/2) AsagiDodru f(2 ++/2) YukariDogru
Bukuamla BUkumlG o BUkGmIG
Bukim Bukum
Noktasi Noktasi

(— 00,2 — \/5) ve (2 + \/5, oo)Yukarl Dogru iken (2 - \/E, 2+ \/5) Asag1 Dogru Biikiimliidiir.

3)f:IR >R ,f(x)=1In(x*+1) bikiimliliginii inceleyiniz?

(}(2+1)Z - (){2+1)Z :(X2+1)Z

f'(x)=0 = x*-1=0 ise x=FI

2 e ()= 2(x? +1)-2x2x _ 2x7 +2-4x>  —2x>+2

Céoziim: f'(x) = 2 s

X — o0 -1 1 + oo
y" + + + + - - - + + + +
y Y ukariDogru 2 AsagiDogru Im2
BUKGMIG o BOKGrG
akumlt Biikim Bukimia o
Noktasi Noktas!

(~oo,~1)ve (1,00) Yukari Dogru Biikiimlii iken (-1,1) Asagi Dogru Biikiimliidiir.

4)y=x"-6x"+12x* —8x+1  fonksiyonunun biikiimliiliigiinii inceleyiniz?
Coziim: y' =4x> —18x> +24x — 8
y' =12x"-36x+24=0

x*=3x+2=01ise (x-1)(x-2)=0 ve x, =1;x, =2 bulunur.

X — o0 1 2 + o0
'+ + + ‘% - - - ‘% + + +
y Y ukariDogru 0 AsagiDogru 1 Y ukariDogru
Bukamla Bikim BuUkimia Biikiim Bukamla
Noktas! Noktas|

(—oo,l) araliginda fonksiyon yukari dogru biikiimliidiir.
(1 ,2) araliginda fonksiyon agagi dogru biikiimliidiir.
(2,0) araliginda fonksiyon yukari dogru biikiimliidiir.

(1,0) ve (2,1) noktalar1 biikkiim noktalaridir.
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10.5. Asimptotlar

10.5.1. Tanimlar:

limf(x) =Foo ise x =a Diisey Asimptot

X—a

lim f(x)=a isey=a Yatay Asimptot

X—>Foo

lim f(x) =0 = Egik Asimptot olabilir.

X—>Fo

f(x)

lim—— = o = Egik Asimptot yok.
X4 X

. f(x) . .. .
lim—=a= hm[f(x) - a.x] =b= y=ax+b Egik asimptot
X—>0 X X—>0

10.5.2. Asimptotlar ile ilgili Coziimlii Ornekler:

?-3x+2 . :
Dy= % fonksiyonunun asimptotlarin1 bulunuz.

Coziim:x* +1 V xigin#0 dir. Yani diisey asimptot yoktur.

2
. - 2 . o
){g{lo = % =1 = y =1 yatay asimptot. Egik asimptot yoktur.
2x* -2 ) . . ..
2) y= X—;(H fonksiyonunun asimptotlarini inceleyiniz.
X+
Coziim: X+3=0 = x=-3

C2x2=2x+3
llm—

=Fo© X =-3 dogrusu diisey asimptot.
>3 X+3

Payin derecesi paydanin derecesinden 1 biiylik oldugunda egik asimptot olabilir. Bunu

bulmak i¢in ;

1.Yol :
2 2

lim 00 _ ji [ 22X ] gy 2 Z2XES
X—00 X X—>00 X + 3 X300 X + 3

2 2
lim[f(x)-2.x]= 1imw ~7x% = lim 2% —2x+3-2x{x +3)
X X® X+3 X—> X +3
= lim — o J; 3 -8  Oyleyse, y=2x-8 egik asimptottur.

X—>00 X +
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2.Yol : Pay paydaya boliintirse ;

X2 —2x43 |23
2x -8
—2x> F6X
—-8x+3 y=2x-8 egik asimptottur
—8XF 24
27
x® +2
Jy= NER fonksiyonunun asimptotlarint bulunuz.
Cozim:x* —1=0 = x=+1 ;x=-1
X=+I

| dogrular1 diisey asimptottur.
X=-

Yatay asimptot yoktur. Payin derecesi paydadan biiyiik oldugu igin;

2
2 !
X
X’ —x y=x dogrusu egik asimptottur.
X+2
x-2) + . .
4y = e fonksiyonunun asimptotlarini bulunuz.
X

1
Coziim: limo(x_zj.ex =—we®=-0 = x=0 dogrusu diisey asimptot.
X—

1
) x—=2 0 =1 5 1

X = = =1 d tay tottur.
lim [ J.e le 1 y ogrusu yatay asimptottur

2

5)y = 11{2"—_4

] fonksiyonunun tanim araliklarini, asimptotlarini, ekstremumlarini
x“—-3x—-4

bulunuz.

x2 -4

Coziim: Tanim Araligi=In >
x“-3x-4

} >0 T.A= (-0,-2) U (-1,2) U(4, )

!

, 2 2
y=Inu :>y'=l idi . Buradan ;y' = 2X 4 2X 4 =0
u x“-3x-4 x“-3x-4
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,:I2x(x 3x-d)(x-3)x2 - 4)|.(x2—3x—4)

=0
2

2 ~3x - 4)2 [x*-4)
,_2X3—6X —8x—2x° —8x+3x°-12 _0
Y (x -3x - 4Xx —4)
) St V- _0_)—3x2—12=o
SRR (S R ST
x2=—4ise xelR yoktur. Extremum yoktur.

X |—® -2 -1 2 4 +00

<2 _4 -|-+-|-<%——— ——-J)-I--I--I- + + +

7

++ +

++ +

++ +

2
lim ln(x—4j =Inl1=0—-y=0 dogrusu yatay asimptot.

¥ | x? —3x -4

Xll)m2 f(X)=00 = X=-2 Diisey asimptot.
Xhﬁm1 f(X)= = X=-1 Diisey asimptot.
£l£121 f(X)= = X=2 Diisey asimptot.
lim f (X) =00 = X=4 Diigey asimptot.

X—>4

10.6. Belirsiz Sekiller

10.6.1.Tanim:
xl—l>mx0 f(x)= Xli>mX0g(x):oo
Xli)mXOk(x):O XI_I)n;(oI(x)zo

lim j(x)=1 olsun.Bu durumda;
X=X,

1>Xgrg1(0[f<x)—g<x>]= [oo ]
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2) Xg)mxo[ f(x)k(x)]=[00

]



3) lim k(x) {9} 4) lim 1) {2}
X=X 1(x) 0 X=Xy g(x) o0
Ustel Belirsizlikler:

5) Xg)mxo f(x)K¥) = [ooOJ 6) Xgmxok(x)l(x) - [00]

. f(x) [0
7 i i) =[]
olarak tanimlanir.(3) ve (4) nolu belirsizliklerde L hospital Teoremi uygulanir.

Teorem.10.1:. f ve g, (a,b) araliginda siirekli tiirevlere sahip iki fonksiyon olsun.

X E(a,b) noktasinda f(x,) =g(x,) =0 vef " ve g' fonksiyonhrida x ; noktasinda

f'(x
siirekliiken g (x() F0olsun.Budurumda; L1m f(X) ( 0)

———olupyine
XX g(x)  g'(x)

(0]
[9} Veya[&l belirsizlk devamedersebu kuralsonugalinanakadar tekarlanir.

10.6.2.Belirsiz Sekiller ile ilgili Céziimlii Ornekler

1) Ilim bt limitini hesaplayiniz?
ol logx  x—1

Coziim: lim{ L :|=(oo—oo)

x—l logx x-1
lim X=1-logx = 0 (Payda Esitlesek)
x=1| (X —1).log X 0
0] 3 . . )
{6 olduguna gore L’hospital kuralina gore;
x—1
_ ' 1-1 5 _
m XZIlogX)' e T B ~ lim X ~ lim— =t |9
X—)l((X—l) logx)" x llogx-i-x 1 x->lxlogx+(x-1) x->lxlogx+x-1 |0
X X
(x -1 - fim—1 =1

Yine L’hospital uygularsak; lim
X

—l1 [(X_1)+X_10gx]' x—>llogx+1+1 2
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k
2) lim (1+x) A limitini hesaplayiniz.
x—0
k
Coziim: lim (1+x) % - 1
x—0

k
lim_In(1+ x) A = lim E.ln(1+x) =0.0
x—0 x—0x

= lim Inl+x) = 0 (L’hospital uygulanirsa)
x—0 X 0
k
L
= gim A FEO) g, Lex
x—0 X x>0 1
() k

lim In(i+x)% =k = Tim (1+x)%% =ck
x—0 x—0

n=b = a=e’ ozelliginden faydalandik.

X
. 2 e
3) X%%(;* 1) limitini hesaplayiniz.

X
Coziim: Xli_r)noo(g+lj =1%

X

2\ 2
= ln(—+1) = lim x.ln[—+1J:(O.oo)
X X—>0 X

= lim 2 x* =lim 2x :[2} (Yine L’Hospital)

X
= im 2 im2o2= im n(2/+1f =2 = im [241] =2
X—%0 (X+2) x>0 | X—>00 X X—0\ x
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. Inx—e) ,. ...
4) X1£>ne(ln x) limitini hesaplayiniz.

.o In(x—e) _ ;o0
Coziim: Xlgle(ln X) =1

In(x—e)

=y :(ln x) = Iny :ln(x

—e¢).In(Inx)
= Xli_n)qe Iny= Xli_n)qe In(x —e).In(lnx)=

0.00)

= Xliilge ln(xl— e) = {%} (L’Hospital Uygulanirsa)
ln(ln X)
! 1 2
~  lim [ln(x —e)]! C lim —X=€  _ im - x.Inx.In (lnx) _ {9}
x—)e{ 1 } X—e 1 X—e€ X—¢ 0
PR In x
n(l _ X.nx
n(inx) In? (Inx)

Yine L’Hospital Uygulanirsa)

i lnx.lnz(lnx)+lnz(lnx)+2.lnx.ln(lnx)
x| T 1

0(x)

— lim6(x)=0 = limlny=0 = limy=¢’ = lim (Inx)"* =0 =1
X—>€ X—>¢€ X—>¢ X—>¢

1 X
5) lim eé +l limitini hesaplayimiz.
X—>00 X

Coziim: lim(e% +l) = (1)0O

X—00 X

y=£e% +lj = Iny= x.ln(e% +lj

X X

X—00 X—>0

1
= limlny=Ilimx. ln(e X+ 1] = (0.0)
X

In(e% + 1}
N X {0} (L Hospital Uygulanirsa)
1 0

=1lim

X—0

X
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—iz.el z{ /+1) |
X X lime* +1=2

=lim————~

X—00 X—0o0 X—0
T2 %2
X

1 X
= limeA+1:2 = limlhy=2 = limy:e2:> lim(e%+—j =e’

X—>0 X—00 X—00 X—»00

1
6) lim (ln2 X)l—lnx limitini hesaplayiniz.
X—€

1
.o 2 - _ (1
Coziim: Xlgl)le(ln x)l Inx - (1 )

1

y = lim (ln2 x) I-lnx Iny = lim ln(ln2 x)
X—>€ X—>¢C 1-— ln X
. s 2 ) _
= )l(l_lgln y= %l—rgl—lnx .ln(ln X)— (0.0)
2In x.l
2 x = /ln X
2
= lim ln(ln X):{Q} L’Hospital Uygulanirsa; = lim _In"x _ lim — =X
x—€ | 1nX X—>¢C B 1 X—>¢C I/X
X
= lim — /I/X: im — .i— -——=-2
X—>€¢ x.Inx X—>€¢ x.Inx 1 X—¢ Inx
| 1
= lny=-2 = y=e “= lim (ln X)l—lnx =5
€
) X—a e
7) lim ——  limitini hesaplayiniz.
X—>asmnx—sina
X—a 0 , . . 1 1
Coziim: lim —— =| — | (L’hospital Uygulanirsa)= lim = =seca
x—a sin X — sin a 0 Xx—>acosX cosa
8) lim ) —— limitini hesaplayniz.
X—> X
Coziim: linolx s31nx [ } (L’hospital Uygulanirsa)
X—>! X
limm = lim 1-cosx _ [ }(L hospital Uygulanirsa)
X—0 (X3) X—0 3)(2
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! !

. (1-cosx) sinx |0 _(sinx) .. cosx 1
=lim~— =1lim =|—| = lim = lim —
X—=0 (3)( ) x>0 6X |0 X—0 (6X) x>0 6 6
9) lng1 CSSX limitini hesaplayiniz.
X—> X
- . 1-cosx
Coziim: hm—2 (L hospital Uygulanirsa)
X—0 X
= 1 (I_COS,X) = lim SmX _ 0 (L’hospital Uygulanirsa)
X—0 ( 2) x—0 2X 0]
= 1 (I_COS,X) = lim smX_ 0 (L’hospital Uygulanirsa)
x—0 ( 2) x—0 2X 0]
B (sm X)’ B cosx 1
x—0 (2X), x>0 2 2
10) lim 345" itini hesaplayiniz
X—® 2x + x° + 3x* Py
4
Coziim: lim & [S} (L’hospital Uygulanirsa)
x>o 2x+ x> +3x* oo
4\ 3
= lim (3+5X ) = hmZO—x [2} (L’hospital Uygulanirsa)
X—>%0 x>012x> +3x>+2 [

2X+X° +3X )

2
= lim m—X:{SJ = lim 120x [ }(L’hospital Uygulanirsa)
o0

X—>0 36)( + 6X o0 x—0 72X+ 6
_im120_5
x—>w 48 3
XZ
11) lim[ } limitini hesaplayimiz.
X —>0| X_

Coziim: lim [—1 X+ 1} [oo - oo]

X—0
2 3 2
lim (x+1)-x*(x - ):[S} RTINS Sk St S S 2x
X0 (X2 _1) o0 X—0 XZ _1 X—00 X2 _
:llmﬂ:{f} =lim—=2
x—0 DX o0 x—0 )




x> +x—-30

12) Iim——— limitini hesaplayiniz.
) lim D) play
x? +x—30 {0}
ozim: lIlm——= | — L’hospital uygulanirsa...
¢ ==z |0 (L’hospital uyg )
2 '
P 0CHx=30) L axel 11,
x—>5( X_1_2)' X—5 1 l
2Ux-1 4
e*(1-¢)

13) lim

=0 (1+x) log(l - x)

Coziim: lim

X—>

e*(1-e*)

limitini hesaplayiniz.

0 (1+x) log(l—x)

[g} (L’hospital uygulanirsa...)

i E0=e) L raeen-e) -1
o0 [(1+x) log(1-x)] ' 0 log(1 - X) - 1+x) -1
1-x)
oIX _ 73X
14) lim - limitini hesaplayiniz.
x—0  sin2x

Coziim: [jm
x—0

lim
x—0

3x

€ —€

e _e—3x

sin 2x

(sin 2x)

= [9} (L’hospital uygulanirsa...)
0

3e3X -3x

+ 3e

_ qim 25 ¥ 776,
2

x—0 2cos 2x

X
. 3) ..
15) Xh_r)noo[l —;j limitini hesaplayiniz.

Coziim: lim

X—>00

limlny =lim.1

Iny =

X—0

lim
X—>00

[

1-=

o

1-=

3) =(1°°)ise y:(l—ij = lny:.ln(l—ij
X X

1_ij ~(00)

3

X
1

X

X

X

)

|
:[O} — L’ hospital Uygulanirsa ny=lim [X
0

X —>00 (1
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X—>0 — X—>0 -1 X—>© 1
— -3x* _ -3x _ {00:|
= lim = lim = |—
X—>00 X(X — 3) X—>®0 x 3 o0
— L’ hospital Uygulanirsa ; = limix), = lim_—3 = -3

X—>0 (X _ 3) x—w |

= Iny=-3 :>y:e‘3 :>1imy=%:> 1im(1_§j :%

X—0 e X—>0

16) lim_(¢X —1).cotx="2
x—0F

. . e*=1 10 ) e* 1
Coziim: 1im(eX —1).cotx=(().oo) ise lim ={—} =lim =-=1
x—0" x=>0" tan X 1

17) 1im(L— X ]:?

-\ Inx x-1
1 X . [ x=1-XInX 0
son lim | —— — — (o — = lim|———| = |2
Coziim: Xinﬁ(lnx x—lj (o0 =0) x—>1*( (x—1)Inx j {0}

. 0 1-1 1
=1m11ﬁ=H = lim — X~
U x+ -1 x+1 2

. X _o
18) Xlgno(logx) !

Coziim: lirrol(log X)* = [ooo] ise y = lim (log x)"

Iny =limIn (log x ) = hi% X.ln(log x) = (0.00): lim ln(l(i’g x) - {f}

x50 x—>0 1 o0
X
1 / Inx !
= lim X = [jjy— XInX — iy —i={f} L’ hospital Uygulanirsa ;
x>0 1 x>0 1 x—>0 Inx |
XZ XZ

Iny= lim -x=0 ise y=60=1
x—0
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19) lim xSI0X —9
x—07t

Coziim:  lim _xS1% =|0]
x—0*

Iny = sinx . In x=[o.00] =lny = 12X _ [f}

CSCX o0
1 b
X 0 x> - 0
= - | — = :O ==
Iny T {J:ﬂny 3 cos X ise y=1=e
sin? X sin’ X

20) 1im xX limitini bulunuz.
X—> 00

1

1 1
Coziim: lim xX =
X—>00

ooo] =Iny= lim InxX
X—»00

1 Inx |oo
Iny= Xli_r)nOO —.Inx = [0.00]:>1n y= Xlg)nOO 'S | | 1€

1
=0= y= lim x* =e¢"=1

10.7. Diferansiyel

Tamm: % semboliinde goriilen dx ve dy biyiikliklerini agiklayalim: y = f(x) olmak
X

€,

izere; dx biyikligine “x” bagimsiz degiskeninin diferansiyeli denir. dy biyiikliga
dy = f'(x).dx olarak tanimlanip “y “ bagimli degiskeninin diferansiyeli denir. Esitlikte de
gorildiigi gibi dy diferansiyeli “x”’in ve dy ‘nin fonksiyonudur.
Teorem: f ve g tiirevlenebilen fonksiyonlar ise;

i) d(f F¥g)=df ¥dg

ii) d(f.g)=gdf +fdg

i) d(E] _gdf oM (g.0)

g g’
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10.7.1. Diferansiyelin Geometrik Yorumu

y= f(X) fonksiyonu X = X, ‘da tiirevlenebilen bir fonksiyon olup, X,’in civarinda grafigi asagidak

sekilde olsun.

[PH|=Ax ve |QH|=Ay Q
, y =f(x)

IRH| = f'(x,, )|PH]

R
|RH| = f'(x, )AX Ay
IRH| = f'(x, )dx = Ax =dx Y, P \Az o

, IRH]
tano = f (XO ) = m o |
< >

VXigin |RH| = f'(x).dx =dy Sekil 10.2. Diferansiyelin geometrik yorumu

|RH| =dy oldugundan |RH| f 'nin x,’ daki diferansiyeldir.% orani i¢in dyle bir € - 0

- . A .
sayis1 segelim ki; AX — 0 iken € — 0 olsun. Buna gore =Y (xo)+¢ dir

=>Ay=f '(XO ).AX + £ Ax = Ay = dy olur. Bunu birkag 6rnekle agiklayalim.

Ornek: Bir ¢emberin yarigapt 6cm’den  6,25cm’ye degistirilirse ¢emberin yarigapindaki
artis miktar1 ne kadar olur?

Coziim:

C=2nr—>C'=2n= i—c =21 = dC = 2m.dr = 27(0,25) = 0,5n
r

Ornek: Bir dairenin yarigapt 8,4m’den 5Sm’ye degistirilirse dairenin alanindaki azalma
miktar1 ne kadar olur?

Coziim:

A=nr’ > A'=2mr = ‘;—A = 2nr = dA = 2mrdr = 21.5(3,4) = 34n
r

Ornek: Bir kiirenin yarigapt 2,5cm’den 3,8cm’ye degistirilirse kiirenin hacmindeki artis ne
kadar olur?

Coziim:

V= §nr2 —>V'= §n3R2 = ‘L—V = 4nr® = dV = 4nr’dr = 41.47(1,3) = 83,2
I
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11. BOLUM

11.GRAFIK CiziMi VE COZUMLU ORNEKLER

11.1.Giris: Maksimum,minimum ve biikiimliiliigiin incelenmesi,asimptotlarin arastirilmasi ve
varsa belirsizliklerin giderilmesi gibi grafik cizimi i¢in gerekli olan konular bir onceki
boliimde anlatildigindan bu boliimde verilmeyecektir. Bu boliimde, grafik ¢iziminin temel

adimlart ile ¢esitli fonksiyonlarin grafikleri ¢oziimlii 6rneklerle ele alinacaktir.
11.2. Grafik Cizimi Temel Adimlar:
y=f (X) fonksiyonunun grafigini ¢izmek i¢in asagidaki adimlar uygulanir.

i-)  Tanim aralig1 bulunur.

1i-) Tanim araliginin u¢ noktalarinda limitler arastirilir.(Asimptotlar varsa bulunur.)
1ii-) Grafigin eksenleri kestigi noktalar varsa bulunur.

iv-) x =0 i¢in y varsa bulunur ve y = 0 i¢in varsa x bulunur.

v-) Maksimum,minimum ve biikiimliiliik incelenir.

vi-) Biitlin bu bilgiler genel bir tabloda toplanir.

vii-) Grafik ¢izilir.

11.3. Coziimlii Ornekler
10

1) f(x) = N fonksiyonunun grafigini ¢iziniz?

Coziim: i-) T.A=IR=(-o0,)

. . 10 . : )
ii-) lim =0 ve lim———=0 ise y=0 yatay asimptot.

X”_°°X2+1 x—o X 4]

iii-) X=0 i¢in Yy =10 ve y =0igin =0 = 1020 = x-eksenini kesmez.

x? +1

' 2 _ 2 ' —
QOCHD=CHDI0_ o 220X fiy) = 20x=0 = x=0

00 = 41 )

223



v)Tablo: vi)Grafik

10

X
In x . e
2) f (x) = — fonksiyonunun grafigini ¢iziniz.
X
Coziim:i-) T.A=IR" =(0,)
1
ii-) lim Inx = —00 limln—x = {E} = lim*= liml =0ise y=0 dogrusu yatay
x—0" X X=X o0 x—0 | xoo X
asimptot.x = 0°da sagdan diisey asimptot vardir.
1
—X—=InXx 1—1Inx
iy f'x)=%*——=—5-=0 = 1-Inx=0 = Inx=1 = x=e
X X
_L x* =2x(1-1nx)
£7(x) = —X : jf,,(x):—3x+%x.lnx N f,,(e):—3e+fe.lne
X X e
" —e 1 : 1 .
= f'(e)=—=-—5<0 ise (e,-) maksimum noktadir.
€ € €
v)Tablo: vi)Grafik
A
X | 0 1 e 0
y'| + + 0o - - L
c i
y o Yo AL T 0 e g
[§]
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2
3)f(x)= L‘fxzﬁ fonksiyonunun grafigini ¢iziniz.

Céziim: i-) T. A= IR—{2}=(-,2) J(2,%)

2 2
i) lim X3 Ve lim X _ o Egik asimptot olabilir.
X—>—00 X—=2 X—>o0 X—=2

1.Yol:

x2—d4x+3 [ 2

X—2

Fx®£2x y=x—2 Egik asimptot.

-2x+3

+2xF3

0
2
2.Yol: limw = limu =1
Xow X X— X(X — 2)
2
lim[ f (x)—1.x] = lim{ﬂ - x}
X—>0 X—>0 X—=2
2 2
lim X ZAXH3 - X +2X = lim 2x+3 =-2 ise y=x-2egik asimptot.
X—>0 X—=2 X0 X —12
2 2 2
lim X" —4X+3 :lim(z £ —42-¢)+3 timE 1 oo
x>2 X =2 e->0 2-¢-12 o0 —g x = 2’de diigsey asimptot
2 2 2 vardir.

lim X" —4x+3 :hm(2+g) 42+¢&)+3 _limé 1 —
x>2" X—2 &0 2+e-2 o0 g

iii) X =0 i¢in y:—% ve y=0igin X’ —4x+3=0 ise (X—-1)(x-3)=0=>x =1 x,=3

(X2 —4AX+3)(x=2)— (X —2)".(X* —4x+3) _

iv) y'= 0
)y 2
— — — 2 —
y' = (2x = 4)(X ( 2) 2)(2)( 4x+3) =0 = Yy =x’—-4x+5=0=>Ekstremum yoktur.
X —
v)Tablo
X |—® 1 2 3 o0
vy |t + o+ + o+ o+
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vi)Grafik

_y=x-2 Egik
/" Asimptot

1 >
2 - s
x=2 Diisey
Asimptot
x> —
4) f(x) = 1 fonksiyonunun grafigini c¢iziniz.

Coziim:i-) T.A= IR = (- 0,00)

ii)x*> +1#0 oldugundan , f fonksiyonu her x € R icin siirekli ve tiirevi olan bir

fonksiyondur.

(—x)’-1_x*-1_ £(x)

xelR i¢in f(-x)= = =
sin 1(X) (=x)*+1 x*+1

oldugundan , f¢ift fonksiyondur. Bu nedenle , fonksiyonun grafigi Oy- eksenine gore

simetriktir.
2 2
ey g X0 =1 . X7 =1
iii) lim ——=1 ve lim——=1
x>—e X7 +1 xom X7 +1

oldugundan y=1 dogrusu yatay asimptottur.

2x(x* +D=2x(* -1)  4x  _
(X2 +1)2 C(C+1)?

iv) f'(x) =

x=0 igin f'(X)=0 dir.x<0 icin f'(X)<0 vex>0 icin f'(X)>0
oldugundan x =0 noktasinda (yerel) minimum vardir. min f(x)= f(0)=-1 dir.

4(x° +1)* —4x2(x* +1).2x _ —12x> +4

Feo = 0 +1)° T 41

1 1

S f(——
5 (\/3)

f"(x)=0 dan —12+4=0 x2=% , X = :—% olur.

1 1
— —— f(—
NN
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v)Tablo vi)Grafik

x | —®© -1 0 1 o0 YA

y', - - - 0o*r * 7 :

y |1 \ 0 \ 1 /V 0 /1 \ /
-3 143
X —® —1/\/§ 1/\/3 + 0 >

-1 1
frl o--- %+++%-—-

f Konkav -1/2 Konveks ~1/2 Konkav N
BN. BN. 1
5f:IR>IR , f(x)=x>+3x>-9x—11 fonksiyonunun grafigini ¢iziniz.
Coziim:
HT.A = (o0, o)

ii) im x* +3x> =9x—11=—-o0 limXx’ +3x>* =9x—11=o

i) F(x)=3x+6x-9=3(x>+2x-3) f(x)=0 = x*+2x-3=0>
X, =-3,% =1 ve f(-3)=16>0=f(1)=-16<0 olur.

iv) f"(x)=6x+6 ve 6x+6=0 = x=-1 BN f(-1)=0
v)x=0 igin f(0)=-11

y=0 icin x*+3x>=9x—11=0i¢in X, =—1,X, =—1-23/3, X, =—1+2+/3

vi)Tablo
X |- —1-23 3 -1 0 1 —1+243  +o
y |+ + ++J>---—-—---%++ + +
y' | -=-=] -==-]-==-04+ 4+ | ++ | ++ | + +
y |-« 0 16 0 -11 -16 0 +00
/ / MaX\BN\ \Mm/ /
T.N : TN
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vii) Grafik

16

N
—1+2y3 7

2
6)f:IR—{2) > IR , f(x):L;XS grafigini ciziniz.
X_

Coziim:i) T.A. = IR-{2}
3 . =2X7+7x-8
1) lim—— =
X—>—00 X_2
f(x) ~2x> +7X -8 _

lim —=Ilim —F =2 m=-2
o= X o= X(x=2)

Egik Asimptot olabilir.

2
lim (f (x) - mx) = 1im(L;X_8—(— 2).xJ = lim 3X_28 =3 n=3
X—>—0 X—>—00! X —

ise y=-2x+3Egik Asimptottur.

2
limZX;;X8 =—0=Yy=-2X+3=Egk Asimptot
X—0 X —
2 2
lim 2 +7x8 =—o0 ve lim 27X =+ ise X=2 Diisey Asimptottur.
X—2" X—=2 x—2* X—=2

i) £ (—4x+7)(x=2)—(-2x* +7x—-8) —2x* +8x—6

(x—2) (x-2f
f(x)=0 , —2x*+8x-6=0 dx=1 , x=3
iv)x=0 icin f(0)=4
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X -0 0 1 2 3 + 00

- - - %+++ +++%-——

fol+road a3 TE O SN T

vi) Grafik

1
7) f(X) = xe* fonksiyonunun grafigini ¢iziniz.
Coziim:i) T.A. = (—oo , O)U (O , oo)
1

ii) lim xe* =—o Egik Asimptot Olabilir.

X—>—00

f(x)

1
xex

lim = lim =1 = m=1
X—>—0 X Xx—>-o X
1 -
L R L
lim (f(x)—m.x)= 1im£x.ex —xj = lim X—1=1 n=1 Y =X+l egik asimptottur
X
1 1 4

. " . < . € .
limxe* =0 = lim xe* = lim — = =» x =0’da sagdan Diisey Asimptot vardir.

x—0" x—0" x—0" y
X

lim x.e% =o = y=X+1 Egik Asimptottur.

X—>0
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iii)f’(x):e%—x—xz.e%=e%(1—lj=(x;j.e% ise x-1=0 = x=1 = f(1)

X

1
iv) 1‘"(X):—i2.e%(1—lj+L ex =L.e% =0 Kok Yok.

X x) x* X’
v)Tablo
X — o0 0 1 + oo
f’ + + + - - - J>—|— + +
for - - - + + +  + + +
‘ — o0 0 +o e. + 00
Asag1 Dogru Min
Konkav
vi) Grafik
A
Yy
—» y=x+1 Egik
€ = Asimptot
/ e "
an
8) f(x) —e¥ fonksiyonunun grafigini ¢iziniz.

Coziim:i) T.A = (0, ©)

ii)x e IR igin f(-x)=e ™ = = f(x) oldugundan f ¢ift fonksiyondur.

f'nin grafigi -Oy eksenine gore simetriktir.

iii) lime™ =0 lime™ =0 ise y=0 dogrusu yatay asimptottur.
iv) f'(x)=—2xe ¥ olup eX >0 = —2x=0 = x=0 (Sabit Nokta)

V) £(X) =267 +(=2X).(-2x)e ¥ =(4x>-2)e "

f"=-2<0 yerel maksimum. f(0)=1 mutlak maksimum.
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)
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2
1 1 1 _1
fl-——=|=e 2 => — Konveks = | ——,e ? |Bukiim Noktasi
() o) (e emsss |-Gy

f"(x)=0= 4" —2=0=x2

1 - 11 1 -
fl =|=e? =» | -——,— | Konkav =»| —,e ? |Biikiim Noktas1
(\/_ ] ( 2 \/Ej [\/5 ]
vi)Tablo
X — 0 0 + 00
f’ + + + - - -
¢ 10 1 0
/ Max \
vii)Grafik

\J

12 172 X

Coziim:i) T.A = (0,)

1/ X
i1) lim x? lnX—hmln—le / = lim ! =0
x—0" x—0" X~ x—0" — 2x_3 x—0" — 2x_2

2

x”.In X
lim x*.Inx=o Egik Asimptot Olabilir. hm = lim X.In X = o Egik Asimptot yok.

X—>00 X X—>00

iii) f’(x):zx.lnx+x2.%:2x.lnx+x= x(2lnx+1):0

1 1
1 = 1
21nx+1:0:>1nx=—5 = x=-e 2 ise y=e 2(_1):_L
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3
iv)f"(x)=(2lnx+1)+x.%=21nx+3=0 = x=eg 2

v) x=0 i¢iny tammmsizve y=0 i¢in x*Inx=0=Inx=0=>x=1

Vi)
X |- 0 e ¥? e 2 1 +00
7
y - - - --- 9+ + 4+ +F++
y” - - - + + + + + + + + +
y B.N L 0 + 00
) 2e
\ \Yerel Max / /
vii)Grafik
A
-3
=
> =L
@ ° 2 >
-3e
2
-€
2
X* —4 . S
10) y=——— fonksiyonunun grafigini ¢iziniz.
X" +2x-3

Coziim: ) T.A = IR — {-3,1} = (~0,-3)U(-3,1)U(1,0)

. x4
ii) Xl_lglw Ziox 3 =1 y=1 yatay Asimptottur.
: X’ —4 . X’ —4 :
i)  lim ————=+0 ve Ilim —————=-0=x=-3 Diigey Asimptottur.
x>-3" X7 +2X-3 x>3" X7 +2X -3
. x> —4 . X’ —4 .
lim +00 ve lim———=-0= x=1 Diisey Asimptottur.

x> X2 +2x—3 x> X2 +2x =3

v) x=0 i¢in y=§:>y=0igin x=F2
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(2x)(x> +2x = 3)— (2x+2)(x* — 4)

V) Y = b =0 ise Y =2X"+2x+8=0 A<0
(x2+2x—3)
vi)Tablo
X — 0 -3 -2 0 1 2 + o0
Yo+ 4+ + ++ 4+ o+ + + 4+ +

0 4/3 + 00 — 0 1

S R S = S

vii) Grafik

4/3
»*
y=1 Yatay Asimptot

\/

x= -3 Diigsey Asimptot x= 1 Diisey Asimptot

11) f(x)=x>-3x>-9x+2 fonksiyonunun degisimini inceleyin ve grafigini ¢iziniz.

Coziim: i)T.A = IR = (—o0,00)

ii) lim x> =3x* =9Xx+2=—0 ve  limX’ -3X*-9X+2=00

1) x=0i¢in y=2iken y=0ic¢in x=?
X =3%X —9X+2=(X+2)(X* =5x+1)=0

—_ 2_ _
X oSx+1=0 = x,=> ¥ 4Ll x1=5+‘m;4.25 X, =2 21 s
: 2.1 2 2
x+2=0 ise X, =2
iv) y'=3x>-6x-9=0 veya Y'=6X-6
3(x* —2x-3)=0 Y'(-)=6.(-1)-6=-12<0=>x=-1 max
X, =-1 x,=3 y'(3)=63-6=12>0=>x=3 min
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v) Tablo

vi)Grafik

-25

12) f(x)= Ln( X2— 21] fonksiyonunun grafigini ¢iziniz.
X —

X—2

X2

Coziim:i) T.A=

>0 = T.A=(-1L)U(2,»)

- : X
i1) lim 111[ X-2 j=+oo x=-1"de sagdan ve lim ln(

! ] =400 = x=+1’de soldan
X—1 X _1

diisey asimptottur.
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ini kesmez.

?—X+1=0=>A=1"-4.1.1=-3 <0 x-yoktur.Grafik x-eksen
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13) f(X)=In(4-x?) fonksiyonunun grafigini ciziniz

Coziim:i) TA=4-x>>0 olmahdir. T.A=(-2,2)

e

hnzl* ln(4 -x? )= —©o  =x=2’de soldan diisey asimptot var.
X—>

X
4-x

|
|
i) lim Infa—x)

iii) x=0 igin y=In4 ve y=0 igin In(4—x*)=0

=4-x"=¢’ = 4-x"=1 = x*=3 :>x1:+\/§ x2:—\/§

. (4—x2) 2X —2X
1\ "= =— =0 —=0 = '=2x=0 => x=0
) Y 4-x* 4-x? 4-x? y

y=In4 (0,In4) Ekstremum noktadir.

V)
NER NE)
%
+++%——— /
0 Ind 0
/ \_OO _

vi) Grafik
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-1
14) f(x) = ¢ fonksiyonunun grafigini ¢iziniz.

x2-1

lime* ™ =o
Coziim:i)T.A = IR =(— o0, ) iy 77 E.A.O
lime* ' =

X—>0

x2-1 x2-1
lim— ) _jim &~ [f} ise lim 2X"i = .00 = o0 Egik Asimptot Yok

x—0 X x—0 X 00 X—>0
e . . — . . 2_ . .
iii)  x=0 icin y=e"' vey=0 icin e* ' =0 = x-eksenini kesmez.

iv)y=2xe¥"=0=e""'=0 =2x=0=>x=0

v)Tablo

X (0]

y' - - - Jf + + +
vi)Grafik

X+1 ) P
15) (0= ln(ﬁj fonksiyonunun grafigini ¢iziniz.

Coziim: 1) T.AZX—+1 >0 olmalidir.
X j—




iii)

T.A=(-o0,~1)U (1,0)

tim 1n[ X220 ve tim Inf 2] 20 2920 dog -
i (VRPN ve w—1) =y=0 dogrusu yatay asimptottur.
X+1
lim 1 [—j =- =>x=-1’de soldan
xxxxx x—1
. X+1 )
lim 1H(—] =+ =x=+1’de sagdan diisey asimptot var.
x—1* x—1
x=0 i¢in y=In(-1) y-eksenini kesmez.

X+1
y=0 igin 111[—) =0= x+l_ e’ = Xx+1=x-1 =1#-1 x-eksenini kesmez.

x—1 Xx—1

iv)y’:(XHj /[XHJ:Oise 1.(x—1)—1.(x+1).(x—1):0
=1/ Ax-l (+D?(x+ 1)

Vi)

—2 =0 = Tirev her yerde negatiftir. Ekstremum yoktur.
(X=D(x+1)
X —© 1 1 + o0
yl
0 -0 +00 0
y
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1

16) f(x)= eX2 -1 fonksiyonunun grafigini ¢iziniz.

Coziim: i) T.A=IR-{-1,1}=(—oco,~1)U(=1,1)U(1,0)

1
i) lim eX~' =1 = y=1 yatay asimptottur.

X—>—00

1 1
lime¥'1=1 = limeX!'=w

X—>00 X—>-1"

1
lim eX!' =0 = x=-1 ve x=+1 dogrular1 diisey asimptottur.

x—>—1*
L L
lime¥"' =0 = lime* =
x—1" x—1*
1 L
iii) x=0 icin y=e' == =y=0 i¢in e*! %0 = x-eksenini kesmez.
e

'
1

- 1 — X o
iv)  y=e’! = y':( - j.exz—l =0 > ———e'=0
X" =1 (xz—l)

1

= eX" #0 oldugundan

—2X
(e —1f

X 0

y' +++% - - -
S A

NOT: x=-1"in saginda ve x=+1"in solundaki limitlerin 0 ¢iktigina dikkat ediniz

v)

=0 olmak zorundadir. Buradan;y' = -2x=0 = x=0
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vi)Grafik

y
A
y=1 Yatay
1/e Asimptot
> X
x=-1 Diisey x= 1 Diisey
Asimptot Asimptot
2

17) f(x)= Léﬁ fonksiyonunun grafigini ¢iziniz.

X i
Coziim:

) TA=IR -{x2=0}=IR— {2} =(-0,2)U(2,)
2
i)  lim LX;S - oo Egik Asimptot olabilir.
X—>—00 X —_
. X>—6X+5
lIm——=w
X—»00 X — 2
2 2
LYol : limA 0 _ji X =OXF3 ) [y i X ZOX¥5
Xx—>o X X—>00 X—2 X—00 X(X — 2)
2 2
lim £ (x) = 1.x = lim X=X T3y g X ZOXEI =X (X =) =4XHS
X—% X— X =2 X—>0 X—=2 x>0 X —2

y=x-4 Egik Asimptottur.

2.Yol
x> —6x+5 x=2
x—4
Fx*+4x
-4x+5 —=y=x-4 Egik Asimptottur.
+4xF8
-3
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X —6X+5

lim —2 =400 = x=2’de sagdan ve soldan diisey asimptot var.
X—2" X —
. X2 —6X+5
lim—— = ——
x—2* X—=2
2
)  x=0 i¢in y= —% ve y=0 icin X —6X+5 =0

X=2
x> —6x+5=0ise(x-1)x-5)=0 = x, =1 x,=5

o (2x—6)x—2)—-(x* —6x+5)
w)y' = (X—2)2 =0

,2XT—4X—6X+12— x> +6X—5
(x-2)

Y =X"-4x+7=0 = A=4"-471=-12<0

0

Tiirev her yerde ayni isarete sahiptir.Ekstremum yoktur.
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18) f(x) = 1 fonksiyonunun grafigini ¢iziniz.
X

Coziim: i) T.A= IR - {0} = (-0,0)(_J(0,0)

i) lim 1 =0 ve liml =0 = y= 0 dogrusu yatay asimptot

X—>—0 X X—0 X

.1 .1 .
lim—=0 ve lim —=0 =x=0 dogrusu diigey asimptot
x>0 X x—>0 X

1i1)x = 0 i¢in y — yoktur y — eksenini grafik kesmez.
y =0 i¢in 1 = 0= 1+ 0 x — eksenini grafik kesmez.
X

!

)y = (lj = —LZ <0 (Vxigin) Tirev fonksiyonu her zaman negatiftir.
X X

: 1 " :
y=0= = =0=-1#0 Reelkdk yok yani extremum yoktur.

v)Tablo
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y - - - - - -
y 0 \ I \ 0
v)Grafik

x=0 Diisey
Asimptot
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19) f(x)= ln(lj fonksiyonunun grafigini ¢iziniz.
X

Cozim: i) T.A= 1 >0 = (0,0)
X

i1) lim ln(lj = lir% ln[O ! J =00 =X = 0 noktasinda sagdan diisey asimptot vardir.
x—0" £—> +&

X
i ln(lJ
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).,

- /=
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20) fIR—> 1R, f(x)= fonksiyonunun grafigini ¢iziniz.

X" +1

Coziim: i) x2 1120 oldugundan f,V x € IR i¢in tanimhidir. T.A. = (—o0,+0)

2

i) lim X2_1=1 i) x=0icin y=-1
o ;(2 +: } y=1 yatay asimptot ~y=0igin X’ -1=0=Xx"=1=X, =1
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iv) f'(X)=————=0 = x=0 (0,-1
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21) f: IR-{2} > IR, f(x)= szg fonksiyonunun grafigini ¢izin.
Coziim: i) T.A = (-»,2)|_J(2,)
i) limf(x)=+00  x=2’de soldan diisey asimptot

= x=2"de sagdan diisey asimptot
lim f (X) =—o0
x—=2*

lim £ (x) =+ oldugundan egik asimptot vardir.
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22)f:IR-> IR, f(x)= e fonksiyonunun grafigini ¢iziniz.
Cﬁzﬁm; |) T.A = (—OO,+OO)
iyx=0 igin y=1
y=0 icin x— yoktur. x — eksenini kesmez.

ii)lime™ =0  limf(x)=0
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V)
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vi)Grafik
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23) y=e"" egrisini ¢iziniz.

Coziim: ) T.A = IR—{0} = (—0,0) J (0,+)

X—>+oo

1
i) lim eA =1=y=+1Yatay asimptot. lim /" =40 = x =0 Diisey asimptot.
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1

1
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iv) Tablo
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1 y=1 Yatay Asimptot
x=0 Diisey Asimptot
X=3 . PP
24) y=Ilog fonksiyonunun grafigini ¢iziniz.
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25) y = x>-3x fonksiyonunun grafigini ¢iziniz.

Coziim: i) T.A.=IR=(-00,00) ii) lim (x* —3X) = —o0 lim (x* —3X) =+

X—>+00

1)) x=01i¢ciny=0ve y=0icin x>-3x = 0 ise x1=0; x,= 3 ; X3= V3

iv) y'=3x*-3=0 2 x,=-1 xo=1 (Sabit Nokta)

v)Tablo
X |- -3 -1 0 1 V3 +00
y + + + % - - - % + + +

v)  Grafik
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12.BOLUM
12. MATEMATIKTE MATLAB iLE ISLEMLER

MATLAB; (MATrix LABoratory); ilk defa 1985°de C.B Moler tarafindan matematik ve
Ozellikle de matris esasli matematik ortaminda kullanilmak iizere gelistirilmis yiiksek
performansh bir teknik programlama dilidir.Ilk siiriimleri FORTRAN diliyle hazirlanmus
olmakla beraber son siiriimleri (2002 y1il1 itibariyle 6.5 dir) C dilinde hazirlanmistir.

MATLAB, sayisal analiz, matris ve dizi islemleri, sinyal igleme, algoritma gelistirme, C,
C++, Java ve Internet ile ilisik programlama ve grafiksel kullanici ara yiizii (Graphical User
Interface -GUI) formlu program yazma gibi sayisal islemleri, kullanimi kolay bir grafik ara
yiizii iizerinden, diger programlama dillerindeki geleneksel kodlamaya karsin matematiksel

denklem yazma kolayligini da saglamaktadir.

MATLAB farkli sahalardaki kisilerden gelen taleplerle kendini gelistirmis ve su an
500.000’nin tzerindeki endiistri, devlet ve akademik kurumlarda kullanilmaktadir.Yurt
disinda {iniversitelerde lineer cebir, niimerik analiz gibi temel derslerden, devre analizi,

otomatik kontrol gibi boliim derslerine ve arastirma alanlarina kadar yayilmstir.

Is sahalarinda MATLAB programlama dili, arastirma ve miihendislik alanlarinda karsilasilan
problemlere pratik ve ¢abuk sonuglar sunmaktadir MATLAB’1 kullanan firmalarin basinda,
Boeing, DaimlerChrysler, Motorola, NASA, Texas Instruments, Toyota, Quantum ve Saab
gelmektedir.

Ayrica MATLAB, “Ara¢ Kutusu” (“Toolbox” ) olarak nitelendirilen 6zellikler icerir. Bu
Ozellikler, program yazmaya gerek kalmadan igerdigi hazir fonksiyon dosyalariyla; dig
aygitlarla gercek zamanh ¢alisma, M-Dosya isleme ve derleme, iletisim kurma ve igleme, veri
taban1 olusturma, denetleme ve besleme, arama-6l¢gme, dijital sinyal isleme, Excel baglantisi
kurma, finansal zaman serilerini agma, goriintii isleme, aygit denetleme, rapor olusturma, gii¢
sistemleri modelleme, lineer olan ve olmayan kontrol sistemleri dizayni, robot kontrolii,
dinamik sistem simiilasyonu, sistem tanimlama, yapay sinir aglari modelleme, bulanik mantik

ve daha fazlasi durumlar da inceler ve ¢dziim iiretimi saglar (M. Uzunoglu, A. Kizl, O.

Caglar Onar, 2002).

250



12.1. MATLAB’da Karmasik Sayilar ve Karmasik Say1 Islemleri

Karmagsik sayilarla ilk kez, ikinci veya daha yiiksek dereceden tek degiskenli denklemlerin
¢oziimlerinde karsilagilmistir. Genel sekli ax® + bx + ¢ =0 tipinde olan denklemlerin kokleri

A (diskriminant) yontemi ile bulunur.

Negatif bir saymin kare kokii reel sayilarla tanimlanamaz. Negatif sayilarin kare koklerinin
bulunabilmesi ve bdylece denklem koklerinin hesabina devam edilebilmesi i¢in Karmasik
sayilar bulunmustur.
Karmasik say1 operatorii J-1 , 1 harfi ile gosterildigi gibi, bilhassa elektrik miihendisliginde
kullanilan akim sembolii ile karismamasi i¢in, j harfi ile de gosterilebilir.
Ornek:
>> a= 3+4i
a=

3.0000 + 4.0000i
Karmasik degiskenleri olusturmanin diger bir yolu da, “complex” fonksiyonu kullanmaktir.
>>a=3;
>> b=4;
>> c=complex (a,b)
c=

3.0000 + 4.0000i

12.2. MATLAB’da Trigonometrik Fonksiyonlar:Asagidaki tabloda MATLAB’da

kullanilan belli bash trigonometrik fonksiyonlara ve iglevlerine yer verilmistir.(Tablo.12.1)

Tablo 12.1: MATLAB’da kullanilan belli basl trigonometrik fonksiyonlar

Fonksiyon Islevi

sin (X) X agisinin siniisiinii verir.

sinh (x) X acisinin siniis-hiperboligini verir.
asin(x) siniisii x olan ag1y1 verir.

asinh (x) siniis-hiperboligi x olan ag1y1 verir.
cos (x) x agisinin kosiniisiinii verir.

cosh (x) x agisinin kosiniis-hiperboligini verir.
acos (x) kosiniisii X olan ag1y1 verir.

acosh (x) kosiniis -hiperboligi x olan ag1y1 verir.
tan (x) X agisinin tanjantini verir.

tanh (x) X agisinin tanjant-hiperboligini verir.
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atan (x) tanjanti x olan ag1y1 verir.

atanh (x) tanjant-hiperboligi x olan ag1y1 verir.

atan (x,y) tanjant1 x/y olan agmin dordiincii bolgedeki esdegerini verir.
sec (X) x acisinin sekantini verir. (1/ cos (X))

sech (x) x acisinin sekant-hiperboligini verir. (1/ cosh (x))
asec (X) sekant1 x olan ag1y1 verir.

asech (x) sekant-hiperboligi x olan ag1y1 verir.

csc (x) x agisinin kosekantini verir. (1/ sin(x))

csch (x) x agisinin kosekant-hiperboligini verir. (1/ sinh (x))
acsc (x) kosekanti x olan agiy1 verir.

acsch (x) kosekant-hiperboligi x olan ag1y1 verir.

cot (x) x acisinin kotanjantini verir.

coth (x) x agisinin kotanjant-hiperboligini verir.

acot (x) kotanjant1 x olan ag1y1 verir.

acoth (x) kotanjant-hiperboligi x olan ag1y1 verir.

MATLAB’da tanimhi tiim bu fonksiyonlar i¢in girilecek aci degerleri raydan cinsinden

olmalidir.

Ornek: 60" nin kosiniisiinii hesaplayacak olursak,
>> a=cos (pi/3)
a=
0.5000 degeri bulunur.
Derece-radyan doniisiimiinii asagidaki ornekte oldugu gibi fonksiyonu girerken de yapmak
miimkiindiir.
>> a=cos (60*pi/180)

a=

0.5000
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12.3. MATLAB’da Ustel ve Logaritmik Fonksiyonlar

Asagidaki tabloda, MATLAB’da tanimlanmis iistel ve logaritmik fonksiyonlara yer

verilmistir.
Tablo .12.2. MATLAB’da tanimlanmis iistel ve logaritmik fonksiyonlar
Fonksiyon Islevi
Exp (x) Logaritmik e sayisinin (2.71828) x. Kuvvetini hesaplar.
Log (x) X sayisinin e tabanindaki dogal logaritmasini hesaplar.
Logl0 (x) x sayisinin 10 tabanindaki logaritmasini hesaplar.
Log?2 (x) x sayisinin 2 tabanindaki logaritmasini hesaplar.
Sqrt (x) x sayisinin karekokiinii alir.
xy x sayisinin y. Kuvvetini hesaplar.

MATLAB’da logaritmik islemlerde taban olarak sadece e (dogal logaritma tabani), 2 ve 10

sayilar1 kullanilabilir. Farkli bir sayimin taban olarak kullanilabilmesi miimkiin degildir.Bu tip

hesaplamalar1 yaparken logaritmik dontistimlerden yararlanilir.

In(a)
(b)

Ornek: log, a sayisi, log10(a)
In(b

log10(b)

seklinde ya da seklinde ifade edilir.Bu doniisiimleri

kullanarak, istenilen say1y1 taban olarak belirlemek miimkiindiir.
12.4. MATLAB’da Dizi ve Matrislere Ait Islem Ve Fonksiyonlar
12.4.1. Basit Matrislerin Girilmesi

MATLAB’da matris girisinin en basit yolu, matris elemanlarni tam liste halinde girmektir.
Matris elemanlari, olusturulan bir degisken isminden sonra esittir (=) isareti konularak
girilirler. Tim matris elemanlari, koseli parantezler ([ ]) arasinda girilirler. Ayni satirda
bulunan elemanlar, aralarina bosluk veya virgiil (,) konularak birbirinden ayrilirlar.bir satira
ait elemanlarin girisi bitip, bir alt satirdaki elemanlarin girisine baglamak icinse, noktali virgiil

(;) kullanilir. Asagida gecerli bir matris girigi verilmistir.

>>X=[147;258;369]

X =
1 4 7
2 5 8
3 6 9
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Matris elemanlarin1 komut penceresinde girerken, bir satir bittikten sonra “enter” tusuna

basilirsa , bir alt satira ait elemanlarin girilmesine baglanir.

>> A=[123
456
789]
A:
1 2 3
4 5 6
7 8 9

Burada dikkat edilmesi gereken nokta, en son satira ait elemanlar1 da girdikten sonra kdseli
parantezin kapatilmas1 gerektigidir.Matris elemanlari, herhangi bir iistel, trigonometrik,

Karmasitk MATLAB ifadesinden yararlanilarak yapilan bazi islemlerin sonuglarindan

olusabilir.
>> 7=[log(-5) sqrt(9) exp(sin(pi/6))]
/7 =
1.6094 + 3.1416i 3.0000 1.6487

Girilen matrisin elemanlari, parantez igine yazilacak konumlari ile ifade edilirler.
Ornek: bu matriste Z(2) eleman1 3.0000°dir. Bu yontemi kullanarak gesitli degisken atamalari
yapilabilir ve bu yolla matrisler genisletilebilir.
>>7/(5)=real(Z(1))
7 =

1.6094 +3.14161 3.0000 1.6487 0 1.6094
Yukaridaki giris, matrisin besinci elemanini, birinci elemaninin reel kismi olarak
tanimlamistir. Boylece matris 1x3 boyutundan 1x5 boyutuna otomatik olarak genigletilmistir.
Matrisin dordiincii elemanina iliskin bir giris yapilmadigt i¢cin, MATLAB bu elemana 0
degerini atamistir.
Genis matrisleri iki nokta {ist tiste (:) kullanarak daraltmak miimkiindiir. Asagidaki érnekte
once dort satirlt bir matris tanimlanmis ve bu matrisin ilk {i¢ satirindan olusan diger bir matris
yapilandirilmstir.
>>A=[123;456;789;1011 12]
A=
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7 8 9

10 11 12
>> A=A(1:3,:)
A =

1 2 3

4 5 6

7 8 9

Aslinda, “:”,matrislerin satir veya stitunlarina erismek i¢in kullanilir. Yukaridaki érnekte de

A matrisinin 1’den 3’e kadar olan siitunlar1 goriintiilenmistir. Asagida ise bir matrisin

[T L)

herhangi bir satir ya da siitununa erigim i¢in kullanilan “:” islemcisine ait 6rnekler verilmistir.
Herhangi bir satira ulagmak i¢in satir numarasinin ardindan “:” girilir. Bir siituna ulasmak
.. -

icinse, “:”” den sonra ilgili slitun numaras girilir.

>>a=[111;356;956];a(l,:)

ans =
I 1 1
>>a(:,3)
ans =
1
6
6

12.4.2. Bir Matrisin Transpozesi

Lineer cebir uygulamalarinda sik¢a kullanilan transpoze (Devrik) islemi, MATLAB’da
kesme isareti (') ile (Shift+2) tanimlanmistir. Transpoze ile matrisin satirlari, eleman
siralamalar1 korunacak sekilde siitunlarina doniistiiriiliirler. Benzer sekilde satir vektorleri

stitun vektorlerine ve siitun vektorleri de satir vektorlerine ¢evrilirler.

Karmagsik elemanlari bulunan matrislerin transpozeleri almirken MATLAB’da  bu

elemanlarin esleniklerini alir.
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Ornek:
>>a=[246];
>>b=a'
b=

2

4

6

12.4.3.Bir Matrisin Tersi (Inversi)

A, n x n boyutunda bir kare matris ve I birim matris olmak iizere, A*B = B*A=1 esitligini
saglayan B matrisine A matrisinin tersi denir ve A" ile gosterilir.Sadece kare matrislerin tersi
almabilir. Tekil matrislerin tersleri yoktur. MATLAB’da bir A matrisinin tersini almak i¢in

inv (A) veya A™ komutlar isletilir.

Ornek:
>>A=[133;143;134];
>>1inv (A)
ans =

7 -3 -3

-1 1 0

-1 0 1

Matrisin dogrulugunu kontrol amaciyla matris soldan ve sagdan tersi ile ¢arptirilir.

Sonug birim matris olmalidir.

>> A*AN-1
ans =
1 0 O
0 1 0
0 0 1
>>inv (A)*A
ans =
1 0 O
0 1 0
0 0 1
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12.4.4. Bir Matrisin Determinanti

MATLAB’da bir A matrisinin determinantin1 bulmak i¢in, det (A) komutu girilir.
Determinantlari, matris boyutlar1 arttikca ¢cozmek zorlasir.Bu gibi durumlarda MATLAB’da
tek bir komut kullanarak bu islemi yapmak miimkiindiir.Sadece kare matrislerin tanimh

oldugu unutulmamalidir.

Ornek:

>> A=[133:143:13 4];
>> det (A)
ans =

1
12.4.5. Bir Matrisin Ranki

Bir matriste, r x r boyutundaki kare mindrlerin en az bir tanesi sifirdan farkli, fakat (r+1) x
(r+1) boyutundaki kare mindrlerin tamamu sifir ise bu matrisin ranki r’dir.
MATLAB’da matrislerin ranklarinin hesaplanabilmesi i¢in tanimlanmis ve genel kullanimi

“rank (matris ad1)” seklinde olan 6zel bir hazir fonksiyon tanimidir.
Ornek:

>>a=[123;456;789];
>> det (a)
ans =
0
>> size (a)
ans =
3 3
>>rank (a)
ans =
2
Ranki bulunmak istenen genis matrisler, elemanter satir islemler kullanilarak oncelik satirca
indirgenmis forma getirilirler. MATLAB’da bir matrisi bu forma getirmek i¢in, “rref”

fonksiyonu kullanilir.
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12.4.6. Matrislerde Dort islem

12.4.6.1.Matrislerde Toplama ve Cikarma Islemi

Boyutlar esit iki matris, “+” ve “-” sembollerini kullanarak MATLAB’da toplanabilir veya
cikarilabilir.Boyutlar1 farkli iki matris i¢in bu islemler yapilamaz.

Ornek:

>>a=[123;456];

>>b=[246;810 12];

>> c=a+tb
C:
3 6 9
12 15 18

12.4.6.2.Matrislerde Carpma islemi

MATLAB’da ¢arpma islemi, “*” sembolii ile gosterilir. Lineer cebir kurallarina gére A*B
isleminin tanimli olabilmesi i¢in, A matrisinin siitun sayisinin B matrisinin satir sayisina esit

olmasi gerekir. Bu kurala uymayan matrisler i¢in ¢arpma islemi tanimli degildir.

Ornek:
>> A=[12;34;89];
>>B=[23 4: 67 8];

>> C=A*B
C=

14 17 20
30 37 44
70 87 104

Boyutlart ayni iki matrisi A.*B seklinde de ¢arpabilmek miimkiindiir. Bu durumda matrisler
eleman elemana c¢arpilacaktir.
Ornek:
>> A=[12; 3 4],
>>B=[22;22];
>>D=A.*B
D=
2 4
6 8

258



12.4.6.3.Matrislerde Bolme islemi
MATLAB’da matrislerin bdliinmesi i¢in “/” (sagdan bolme) ve “\” (Soldan bdlme)

islemcileri kullanilir.

Ornek:>> a=3; b=6;
>> a/b,b/a
ans =
0.5000
ans =
2
Es boyutlu matrisleri eleman elemana bolmek i¢in, bu islemcileri “./”” ve “.\” seklinde noktali
olarak kullanmak gerekir.
Ornek:
>>x=[2 4,6 8];
>>x/2==x./2
ans =

1 1
1 1
12.4.7. Bir Matrisin n. Kuvveti

Bir A matrisi icin yiiriitilecek A.”n islemi, n bir skaler olmak {izere, A matrisindeki her bir
elemanin tek tek n. Kuvvetini alacaktir. Nokta iis (*) kullanilmadig: takdirde A matrisinin n.

kuvveti alinir.Bu durum i¢in A matrisinin kare matris olmas1 gerekir.

MATLAB’da matrisler aras1 C=A.”B islemi her iki matris ayn1 boyutlu olmak sartiyla
tanimlidir.

Ornek:

>>A=[123;257;321];

>>B=[111;222;333];

>>(C=A."B
C =
1 2 3
4 25 49
27 8 1

259



12.4.8. Bir Matrisin Ozdegeri

x # 0 ve bir siitun vektorii ve A bir kare matris olmak iizere, Ax=Ax denklemini saglayan A’ya
A matrisinin 6z degeri ve karakteristik degeri denilir. MATLAB’da bir matrise ait 6z

degerlerin bulunmasi igin iki farkl yontem kullanilir.
Herhangi bir A matrisinin 6z degerlerini bulmak i¢in, eig (A) komutu isletilir.
Ornek:

>> A=[3 2; 3 -2];
>>eig (A)
ans =

4

-3

Bir matrise ait karakteristik polinomun kokleri de o matrise ait 6z degerleri verir.
Ornek:

>>a=[32; 3 -2];
>> x=poly (a)
X =

1 -1 -12
>> y=roots (X)
y=

4

-3
Burada “poly (a)” fonksiyonu, a matrisinin karakteristik denklemini ve “roots(x)”
karakteristik denklemin koklerini verirler.A bir kare matris ve A, A’nin bir 6z degeri olmak
lizere, Ax=Ax esitligini saglayan x vektoriine, A 6z degerine karsilik gelen 6z vektor yada
karakteristik vektor denir MATLAB’da 6z vektorleri buldurabilmek igin “eig” fonksiyonu
asagidaki ornekte oldugu gibi iki giris degiskenli olarak kullanilmalidir. Buradaki y

degiskenine, matrise ait 6z vektorler atanacaktir.
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Ornek:

>> [x,y]=eig (a)

X =
0.8944 -0.3162
0.4472 0.9487

12.4.9. Dizi ve Matrisler icin Tamimh Bazi Fonksiyonlar

Herhangi bir MATLAB uygulamasinin temeli dizilerdir. MATLAB’da dizi ve matrislerle

ilgili cok sayida hazir fonksiyon bulunmaktadir.Bunlar;

Tablo.12.3: MATLAB’da dizi ve matrislerle ilgili fonksiyonlar

Fonksiyon Islevi

max (X) x dizisinin en biiyiik elemanin1 bulur.

min (x) x dizisinin en kii¢iik elemanini bulur.

mean (X) x dizisine ait elemanlarin ortalamasini bulur.

Median (x) x dizisinin ortadaki elemanini bulur.

std (x) x dizisine ait standart sapmasini bulur.

sort (X) x dizisinin elemanlarini biiytlikten kii¢iige dogru siralar.

sum (x) x dizisinin elemanlarinin seri toplamini bulur.

prod (x) x dizisinin elemanlarinin seri ¢arpimini bulur.

Cumsum (x) x dizisinin elemanlarinin kiimulatif toplamindan olusan yeni bir dizi yaratir.
diff (x) x dizisinin elemanlarinin farklarindan olusan yeni bir dizi yaratir.

Bu fonksiyonlarin tiimii satir veya siitun vektdrlere uygulandiklarinda beklenen sonuglari

verirler.
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Ornek:

>>a=[13586],
>>max (a)
ans =
8
>>min (a)
ans =
1
>>mean (a)
ans =
4.6000
>> median (a)
ans =
5
>>std (a)
ans =
2.7019
>> sort (a)
ans =
1 3 5 6 8
>>sum (a)
ans =
23
>>prod (a)
ans =
720

>> cumsum (a)

ans =

1 4 9 17 23
>> diff (a)
ans —

2 2 3 2
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12.5. MATLAB’da Polinomlar
12.5.1. Polinomlarin Girilmesi

MATLAB’da satir vektorleri, {ist dereceleri azalan sirada olmak iizere polinom katsayilarini

temsil ederler.
Ornek:x’-2x*2x*+3x*+x+4=0 denkleminin katsayilari,

>>p=[1-22314]
p=
1 2 2 3 1 4
seklinde girilir.
12.5.2. Polinom Koéklerinin Bulunmasi

Polinomun koklerinin bulunmasi igin “roots” komutu girilir.Bir dnceki Ornek koklerini

bulacak olursak;

>>p=[1-22314]
p=
1 2 2 3 1 4

>> cozum=roots (p)
cozum =

1.5336 + 1.4377i

1.5336 - 1.43771

-1.0638

-0.0017 + 0.9225i

-0.0017 - 0.9225i
Boylece, besinci dereceden olan bu polinomun Karmasik ve reel 5 adet kokii bulunmus olur.
MATLAB’da polinomlarin koklerini bulmanin diger bir yolu da “solve” fonksiyonunu
kullanmaktir.Bu fonksiyon, sembolik ifadeler veya esitliklerin karakter dizisi olarak

saklandig1 degiskenlere ait denklemlerin ¢oziimiinde kullanilir.
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Ornek: ax’+bx+c polinomunun kéklerinin bulunmast i¢in,

>> s='a*x2+b*x+c'

g =

a*x2+b*x+c

>> solve (s)

ans =

[ 1/2/a*(-bH(b"2-4*a*c)™(1/2))]

[ 1/2/a*(-b-(b"2-4*a*c)"(1/2))]

s ifadesinde bulunan herhangi bir degiskenin, digerleri cinsinden esit olan ifadeyi benzer bir
yontemle bulmakta miimkiindiir. Bu tip ¢oziimler icin dncelikle sembolik degiskenleri “smys”

komutuyla tanimlamak gerekir.
Ornek:

>> g="a*x"2+b*x+c';

>>gsymsabcx

>> c=solve (s,c)

c=

-a*x"2-b*x

Ayni zamanda “solve” komutunu kullanarak, cok sayida denklemden olusan sistemlerin

koklerini de bulmak mimkindir.

Ornek: 3y+4x=12 ve x+y=3 olan iki bilinmeyenli denklem sisteminin ¢Oziimiiniin
bulunmasi;

>> [x,y]=solve ('3*y+4*x=12",'x+y=3")

X =

3

y=

0

MATLAB’da bir polinomun kokleri bilindigi taktirde, o polinoma ait katsayilar da azalan iist

derecelerine gore buldurulabilirler.
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Ornek: x;=2 ve x,=2 gibi iki katli kkii bulunan bir polinomun katsayilarinin bulunmast;

>>poly ([2;2])
ans =
1 -4 4

S6z konusu polinom, x*-4x+4=0’dur.Herhangi bir degiskenin azalan iis katsayilari ile
olusturulmus bir polinomun, degiskenin herhangi bir degeri i¢in, degerini bulmak i¢in iki girig
degiskenli “polyval(x,y)” fonksiyonu kullanilir.Burada x, s6z konusu polinomu, y ise polinom
degiskeninin degerini ifade eder.
Ornek: P=s’-25°+5s polinomunun s=5 i¢in degeri;
>>P=[1-250];
>> polyval (P,5)
ans =

100

12.5.3. Bir Polinomun Tiirevi

MATLAB’da bir poinomun tlirevinin azalan {is derecelerine gore siralanmis katsayilarini

buldurmak i¢in “polyder” fonksiyonu kullanilir.

Ornek: P=s’-25*+5s polinomunun tiirevinin bulunmast;
>>P=[1-250];

>> turev=polyder (P)

turev =

3 4 5

S6z konusu polinomun tiirevi; dp_ 3%-4s+5°dir.
S

12.5.4. Polinomlarda Carpma ve Rasyonel Polinomlar

Iki polinomun carpimi ile elde edilen bir polinoma ait katsayilar, “conv” fonksiyonu ile

bulunur.
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Ornek: f(x)=x’+2x+3 ve g(x)=4x*+5x+6 polinomlarin carpilmast;

>>f=[123]; g=[4 5 6];
>> h=conv (f,g)
h=
4 13 28 27 18
s6z konusu polinomun sonucu, h(x)=4x"*+13x>+28x*+27x+18"dir.
Iki polinomun carpimi sonucunu, ters komviilasyon islemine tabi tutarak carpan

polinomlarinin katsayilarini “deconv” komutu ile bulabiliriz.
Ornek:

>> s=deconv (h,f)
g =
4 5 6
>> p=deconv (h,g)
p=
1 2 3
Transfer fonksiyonlarinda kullanilan rasyonel polinomlarin pay ve paydalarmin ayri ayri
girilmesi gerekir.Rasyonel polinomlar1 basit kesirlere ayirmak i¢in “residue” fonksiyonu

kullanilir.m pay, n payda olmak iizere iki giris degiskenine sahiptir.
Ornek:

>>m=[1-10 100]; n=[1 10 100 0];
>> [x,y,z]=residue (m,n)
X =
0.0000 + 1.1547i
0.0000 - 1.15471
1.0000
y =
-5.0000 + 8.6603i
-5.0000 - 8.66031
0
7=

[]
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m(x) 1.1547i —1.1547i 1, .. -
= -+ -+—"dir. Eger pay,
n(x) x+5-8,6601 Xx+5+8,6601 X

S6z konusu polinomun sonucu;

paydadan biiyiik olsaydi, cevaba z polinomu da eklenecekti.Bir 6lgiim sonucu elde edilen
verilere iligkin bir egri uydurulmasi isteniyorsa, “polyfit” komutu kullanilarak istenilen

derecede bir polinom, s6z konusu verilerin bir fonksiyonu olarak hesaplatilabilir.
Ornek:

>>x=[123467];
>>y=[1726 124 225 316];
>> c=polyfit (x,y,2)
c=

6.4286 2.5714 -16.5714
>> polyval (c,4)

ans =
96.5714
12.6. MATLAB’da Lineer Denklem Sistemleri

Lineer denklem sistemlerinde tiim bilinmeyenler birinci derecendendir.Lineer denklem

sistemlerinin ¢ézlimiinde kullanilan baz1 yontemleri ele alacak olursak;
12.6.1. Katsayilar Matrisinin Tersi Yardimiyla Co6ziim

Lineer denklem sistemlerinin ¢6ziimiinde, bu yolu kullanabilmek i¢in, katsayilar matrisinin

determinanti sifirdan farkli olmalidir.

Diger bir sart da, katsayilar matrisinin kare matris olmasi gerekir. Ax=B seklinde genel bigimi
belirtilen bu denklemin ¢dziimiin i¢in, esitligin her iki tarafi soldan A™' (inv (A)) ile ¢arpilir.
Sol tarafta bilinmeyenler vektorii yalmiz birakilmis olur, sag tarafta ise bilinmeyenler

vektoriine esiti olarak A™'*B kalir.Denklemin ¢6ziimiinii bu ifade verir.
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Ornek: Asagidaki denklem sisteminin ¢oziimii;

X1+3x2+X3=2
2X1-X21+3x3=1
X1 1T2X2-X3 =3

>>A=[131;2-13;12-1]

A:

1 3 1

2 -1 3

1 2 -1
>>B=[2; 1; 3]
B:

2

1

3

>>x=inv (A)*B
X =
1.6667
0.3333
-0.6667
Burada x; =1,6667, x, =0,3333, x3 =-0,6667"dir.
Bu denklem sistemi i¢in, diger bir ¢6ziim metodu da A\B komutunu kullanmaktir.
>>x= A\B
X =
1.6667
0.3333
-0.6667
Bu denklemin ¢6ziimii, x=B/A islemi ile buldurulamaz. MATLAB, matris boyutlarinin
uyumsuzlugu ile ilgili bir hata verir.Asagidaki hata iletimi ekranda goriiliir.
>> B/A

??7? Error using ==>/

Matrix dimensions must agree.
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12.6.2 Genisletilmis Matris Yontemi fle C6ziim (Gauss Eliminasyon Yontemi)

Bu yontemi kullanabilmek i¢in, katsayilar matrisinin, kare matris olmasi sart1 yoktur.
Genisletilmis matris yonteminde katsayilar matrisine son siitun olarak esitligin sag
tarafindakiler ilave edilir.Genisletilmis katsayilar matrisinin ranki, katsayilar matrisinin

rankina esit ise sistem ¢oziilebilir.
Ornek:

X1 +Hx+2x5=1

2x1+7x3=4

3x1+3x2+6x3=3
>>A=[112;207;336];
>>B=[1; 4; 3];

>> C=[A B]
C=
1 1 2 1
2 0 7 4
3 3 6 3
>> y=rref (C)
y=

1.0000 0 3.5000 2.0000
0 1.0000 -1.5000 -1.0000
0 0 0 0

>>x=y (:,end)

Bu ornekte olusturulan C matrisi, arttirilmis katsayilar matrisidir. Bu matrise “rref”
fonksiyonu uygulanarak satirca indirgenmis formu Gauss-eliminasyon yontemi ile
hesaplatilmistir.Satirca  indirgenmis formun rankinin denklem sayisina esit oldugu

sistemlerde, bir tek ¢6zlim vardir. Asagidaki denklem sistemi buna bir érnektir.
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X1 +H4x,-x3=7

2X11t3x,-2%x3=9

X1 +X2+X3=4

3x1+12x21x3=21
>>A=[14-1;23-2;111;3121];
>>B=[7;9; 4; 21];

>> C=[A B];

>> y=rref (C)

y=
1 0 0 3
0 1 0 1
0 0 1 0
0 0 0 O

>>x=y (:,end)
X =
3
1
0
0
Bu denklem sisteminde, x; =3, x, =1, x3 =0’dir.Sistemin kare matris olmamasindan dolay1
katsayilar matrisinin inversi yontemini ¢éziimde kullanamayiz. Bu durumda matris inversine

alternatif olacak 3x4 boyutunda bir 6ninvers buldurma yoluna gidilebilir. MATLAB’da bu

oninvers “pinv” fonksiyonu ile buldurulur.
Ornek: Yukaridaki 6rnegin bu yontemle ¢oziimii;
>>A=[14-1;23-2;111;3121];
>>B=[7;9; 4; 21];
>> x=pinv (A)*B
X =
3.0000
1.0000

-0.0000
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12.6.3.Cramer Yontemiyle Coziim

AX=B seklindeki lineer denklem sistemlerinde katsayilar matrisi A, nxn boyutunda bir kare
matris ve bu matrisin determinant1 0’dan farkli ise denklem sisteminin tek bir ¢oziimii vardir

ve bu ¢oziim yontemi de cramer yontemidir.
Ornek:

x+2y+z=5
2x+2y+27=6
x+2y+3z=9
>>C=[1; 2; 1]; D=[2; 2; 2]; E=[1; 1; 3];
>> A=[C,D,E];
>>B=[5; 6, 9];
>> x=det ([B,D,E])/det (A)
X =

1
>> y=det ([C,B,E])/det (A)
y=

1
>> z=det ([C,D,B])/det (A)
7=

2
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Ek.1.Cesitli Ornekler

1-tan’0

2

1) cos’ 0—sin’ 0 =
l+tan” 0

oldugunu gosteriniz.

(Coziim:Bu tiir sorularda esitligin bir tarafindan hareketle diger tarafi elde edilir.

sin?®  cos’0—sin’ O

I—tan’ 0 = ooq? 2 cos’ 0 —sin’ ) cos’O .
— = 6952 0 _ 2COS 9 = ( 5 ). =cos’ 0 —sin’ @ olur.
l1+tan” 0 1_i_sm O cos"O+sin“0 cos” 0
cos’ 0 cos’ 0

sin@  1-cos0O
1+cosO sin 0

oldugunu gosteriniz.

Coziim:
sin@  sin0.(1-cos0) sinO(1-cosO) 1-cosO olur
1+ cos6 1—cos” 0 sin” 0 sin O
(1-cos0)
3)xe (g,nj I¢in cosX = —?3 ise Sinx, Tanx,Cotanx,Secx,Cosecx nedir.

Coziim: x € (g,n] demek x, 2. bolge a¢1 demektir. cosx = —% veriliyor.

V22

NG

Burada uzunluk s6z konusu oldugundan (-) alinmaz.

22 1 1 5
sinx = ——(2.bdlgede+) > cosecx =——= =

5 s sinx 422 422

5

tanx—SinX—@/S——g—)secx— S S

coSX —\/5/5 3 cosSX \/§ ﬁ

5

cotx =

11 _ /i
tan X 22 22
\ 3

273



4) Sekildeki x uzunlugunu bulunuz.

A D

8

5

7 X
C

3

7
B E
Coziim:

A A
ABC ’de Cosiniis Teoremi DCE ’de Cosiniis Teoremi

x> =82 +7% —2.87.cosC

7> =32 £5% ~23.5.c0sC 1
x? =82 +7* —2.8.7.(—§]

15= —30.c0s6 = cosé = —l
2 x>’ =64+49+56=169 = x =13

5)Asagidaki tiggende x uzunlugu nedir?

Coziim:
A
2 2 2 2 ~
D A3 x"=3"4+3"-233.cosC
cosC=— ise
5 3 5 x1=32432-233. 05 x2 =0 =8
5 5 V5
B 3 C

6) cotx = —/3 denklemini ¢Ozelim.

Coziim:
COS X \/5/2 — cos30
T bis CotXx =— = -
- T—— D sin x 1/2 = sin30
6 6
5m 5w
- T cotx =cot— = x =km+—
+ TE+E 27I—g - 6 6
= k=0 i¢in x;=51/6 = k=1 i¢in x,=117/6

11w

I1n
veya; cotx = cot— => x =2kn +
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7) tan(3x + gj =— tan(x - %j denklemini ¢oziiniiz.

Coziim: tanf(x) = tang(x) = f(x) = k + g(x) kok formiilii uygulanirsa;

T T T T
tan| 3x+— [=tan| — x+— [=3x+—=kn+| - x+—
( 8) ( 12) 8 ( 12)

:>4x=kn—£:>(;= X]x=ﬁ—£,kez
24 4 96

8) cos(2x + g] =— cos{x — gj denklemini ¢ozelim.

Coziim: cos(Zx + gj = cos(x — g + nj olur. (- igeri alinirken cosintislii ifadelerde & eklenir.)

cosf(x) =cosg(x) = f(x) = 2kn ¥ g(x) olur.

2x+£=2kn$ X—£+n
3 3
2x + L = 2kn ¥ X+2—7t
3 3
2x+§:2kn’+ x+2?n —>x=2kn+E
2% + = = 2kn— x—i—z—7T —))12&—E
3 3 3

C:{X|x:2kn+£Vx:&—£,keZ}
3 3 3

9) 2cos’x=1+sinx denklemini ¢ozelim.

Coziim:Bu tip denklemlerde her iki taraf ayni fonksiyon cinsinden yazilir.Burada cos’x=1-

sin’x yazilabilir.

2(1-sin’x)=1+sinx = 2sin’ x +sinx —1=0  sinx=t dersek.

2t +t-1=0=>Q2t-D(t+)=0=2t=1=1t, =%:>t+1=0:>t2 =-1

sinf(x) =sing(x) = f(x) = 2kn + g(x)
sinf(x) =sing(x) = f(x) = 2kn + (n — g(x))

sinxz%:Cl :{X|X=2kn+%VX:2kn+5—n,keZ}

3 C=C1uCs
sinx =-1=C, ={X|X=2kﬂ?+7ﬂ:,kEZ}
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10)Secx = 4Cosx denklemini ¢Ozliniiz.

Coziim:

1 _1
secx =4cosx = =4cosx:>1=4cos2x:>coszx=Z:>cosx=+E

COSX

cosle:(;1 ={X|X:£+2anx=5—n+2kn,keZ}
2 3 3
cosx=—%:>(;2 ={X]x=é—n+2anx=4?ﬂ+2kn,keZ}

11) 2cos*x —3cosx +1=0 denklemini ¢oziiniiz.

Coziim:cosx=t dersek.

2t —3t+1=0 1

=t =—=t6=1
2t-DH(t-1)=0 2

cosx:%:x:ﬂ(nig:(}l ={X|X=2kn+§\/x:2kn+5?n}

cosx=1=x=2kn=C, ={x|x =2knk e z}
12) sin 6x + 2sin4x +sin 2x = 0 denklemini ¢6ziiniiz.

Coziim:

sin 6x +sin2x = 2.sin( ox + ij . cos( bx —2x

) = 2sin4x.cos2x
2sin4x.co0s2X + 2sin4x = 2sin4x(cos2x +1) =0

2sin4x =0 =sin4x =0 = sin4x =sinkn => 4x =kn = x :ka

cos2x:—1:>cos2x:cosn:>2x:2kn$715:>x:k71:$E
kr _T
C=x|x=—Vx=kn¥+—,keZ
4 2

bulunur.
14) sinx ++/3.cosx =1 denklemini ¢6ziiniiz.
Coziim:

cosx+asinx=b

veya seklindeki denklemlerde a=tan@ yazilir.

acosx+sinx=>b

Bu érnekte; +/3 = tan 60° yazilir.
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sinx +tan60°.cosx =1

. sin 60
= sinXx +

-cosX =1 = sin x.cos 60 + cos X.sin 60 = cos 60 = sin(x + 60) = 1
cos 60 2

X +60 = 2kn+% — sin(x + 60) :sin%

X = 2kn—g = sin(x + 60) =sin5—7t
X+60:2kn+9?n:>x:2kn+g(;={x|x=2kn—%Vx:2kn+g,keZ}

15) V3 cos2x +sin2x =2 denklemini ¢ozelim.
Coziim:
V3= tang = tang‘cos2x +sin2x =2

.
Sin —

) . T T . T
-COS2X +8In2x =2 = sin—-Co0S2X + CoS—-SIin2X = 2¢c0S—
o 3 3 3
CcOoS —

3

sin 2X+E =2-l:>sin 2X+E =]1=sin 2X+E =sir1E
3 2 3 3 2

T s
2x+—=2kn+——

3 ¢

T s
2x+—=2kn+n-——

3 5 ¢,

C=C1UC2={X|x=kn+%,keZ}

16) cosec’x —cot* x = cosec’x +cotan’x oldugunu gosterelim.

Coziim:
1 cos*x 1-cos*x (1-cos’x)(1+cos’x) sin’x.(1+cos” x)
sin*x  sin*x sin* x sin* x sin* x
1+ cos’ x 1 cos’ x s s
=—0 =t =cosec X +cotan”x
sin” x sin“x  sin” x
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17) 6 ¢ (0,%) olmak iizere tan 0 = % ise sin26="? Cos26=?
Coziim:

sin9=£:>cos9=

3
m TR

52 sin 20 =sin(0 + 0) = sin 0.cosO + cos 0.sin O = 2sin B.cos O

- 0 52 33042

sin20 =2.sin0.cosO0 =2 . =
J59 V59 59

0820 = cos(0 + 0) = cos0.cos 0 —sin 0.sin O = cos* O —sin’ O

2 2
00529=c0529—sin29=[iJ - ﬂ =_ﬂ
J59 J59 59

18) 2sinx —secx = 0 denklemini ¢oziiniiz.
Coziim:

=0 = 2sinxcosx—1=0

2sin X —
COSX

:>sin2x—1=0:>sin2x=1:>sin2x=sing:>2x=2kn+g

:>2X:2kn+n—gzx=kn+§—>C={x|X:kn+%,keZ}

sin X P
19) cotx + =2 denklemini ¢0ziiniiz.
1+cosx
Coziim:
COS X sin X (1+cosx)cosx + sin X.sin X
—+ =2= _ =2
sinx l+cosx sin x(1 + cos x)

= c0s’> X + cos X +sin” x = 2sin X + 2sin X cos X
2 . 2 . .
= COS” X+SsIin” X +CcosxX =2sin X + 2sin X Cos X

1+ cosx

2=

. 1
- = —— =2=>sInxX =—
sin x(1+ cosx) sin X 2

sinX:l:C: x|x:2k7t+£Vx:2kn+n—E
2 6 6
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20) Sekildeki devrenin toplam direnci R = [R T HR, +RY)T! " olarak veriliyor.

Buna gore R’ yi sadelestiriniz.

R,
|
R, R,
| | I
Coziim:
1 1 1
R =1 ve R = =

|_R171 +(R, +R3)71J i+ 1 R, +R, +R;
Rl RZ +R3 RI(RZ +R3)

boylece;

R, (R, +R
R= R FRY) o orak elde edilir.

R, +R, +R;
21)Sekildeki devrede V sabit gerilim kaynagi, R direng ve C kondansatordiir. Anahtar

kapatildiktan sonra devreden gecen akim;

—t
[=1,.e*¢ denklemi ile bulunur.Burada I ilk akimdir ve I, = % ile bulunur.V=100V;
R=5.10°Q ve C=200uF (0,2.107F) olarak verildigine gore, devreden gegen akimn t=0 ile t=5
sn araliginda degisimini ¢iziniz.
Coziim:I i¢in verilen esitlik;

vV =~ 100

I= E.CE = 5103 ~U5.10%50,2.10%) = 287% =2e™"
A
2
1.5
1
0.5
0 -
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22)|z +1| = |z - 2i| esitliginin dogruluk kiimesi nedir?
Coziim:

|x +iy+1| =[x +iy - 2i

(x+1) +iy| =[x +i(y - 2)|

\/(X +1)2+y’ = \/X2 +(y-2)

hitka— (x+1)°+y° =x"+(y-2)°

S X H2x+1+y =x7+y’ —4y+4
2x +4y -3 =0 dogrusudur.

23) f(x)=3x"—2x°+5x° —x* +3=f(i)="?

4.2 6 4

=il1i=-1=>1 =1
T T

S

v T 54,
Coziim:1 =—1=1 =1 1=1

L{=

£(i) =331)" -23G)° +531)° —=i* +3=-3i+2+5i-1+3=2i+4
24) z=x+iy olmak tizere |z-(2-1)|=3 noktalarini analitik diizlemde gosteriniz.
Coziim:
z-@2-1)|=3=|x+iy-(2-1)|=3

=[x —2+iy+i|=3

A\

2,-D

=|x-2)+i(y+1)|=3 (
= J(x=2)% +(y+1)> =3
=x-2)+(y+1)*=9

M(2,-1) olan ve r=3 olan ¢emberdir.

25) z=x+iy i¢in |Z — i| = |Z + 3| diizlemde ne belirtir?
Coziim:

|Z—i|:|z+3|:>|x+iy—i|:|x+iy+3|

|X+i(y—1)|=|(x+3)+iy|:>\/x2 +(y-1’ =\/(x+3)2 by’

2 2 2 2 2 2 2 2
X +(y-1) =(x+3) +y =x +y —-2y+l=x +6x+9+y
6x+2y+8=0=3x+y+4=0

dogru belirtir.
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26) sin(2Arctg7) =?

Coziim:
sin(2Arctg7) = sin 2x
Arcg7 = x sin 2xX = 2sin X cos X J50
7 1
tg(Arctg7) = tgx =>sin2x =2+ — - —=
; V50 +/50 7
=1gx 7
sin(2Arctg7) = Y I IRTAN

27) A= sin(Arc sin% + arccos%j =>A=?

Coziim: sin(X +y) = sin X.cosy + cos X.sin y
sinArcsinE:sinx cosArccosﬁzcosy sin(x+y):§~i 415
17 517 517

= =

E—sinx i—cos sin(x + )—24_'_60—ﬁ
7 R TRET

5 17

4 15
H x H Y
3 8

28) y = x"— 2x — 8 parabolii veriliyor .Buna gére;
a) Egim formiiliinii bulunuz.
b) Paraboliin kdse noktalarin1 bulup grafigini ¢iziniz.
¢) x = -1 noktasindaki teget ve normal denklemini ¢iziniz.
Cozim: a) y' =2x-2
b) yy=0 =2x-2=0
x = 1 (Tepe noktasi apsisi)
y=1?—-2.1 — 8 =-9 (Tepe noktas1 ordinatr)
T(1, -9) olur.
x=0i¢ciny =-8 = (0, -8)
y=0i¢cin x-2x—-8=0
x-4)(x+2)=0
Xx1=-2, X=4 = (-2, 0) ve (4, 0)
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y y=x —2x—8

A\

) y — Yo =m(X - Xo)
T.D. = y—1f(x) =f'(X0)(x — Xo) idi. y—f(-1)=f'(-1)(x+1)
f(-1)=(-12-2(-1)-8=-5 y+5=-4(x+1)T.D.
f'-1)=2(-1)-2=-4 y+5=025x+1) N.D

29) y=f(x)=2x"—3x*+ 5x -2 fonksiyonunun x = -0.5 noktasindaki teget ve normal

denklemini bulunuz.

Coziim :

4 2

f(—l):z.[_—lj —3[_—1j +ﬂ—2:—ﬂ

2 2 2 8

3

f'(x)=8x"-6x+5= f'(_—l):8 -1 —@+5=7
2 2 2

-1 -1 1

—f(—)=f'"(—)(x+—= T.D.
y-1)=1=)x+2)

41 1 41 -1, 1
+—=7(X+=) T.D veya —=—(X+= N.D
y+g =7x+2) ya  yro=—(x+o)

3, 5 7

30) f(X)=TX +gx_§ fonksiyonunun tiirevini tlirevin tanimini kullanarak bulunuz.
Coziim :
F1(x) = Limﬂz f(x+AX) = f(x)
Ax—0 AX AX
3 , 5 7 3, 5 7
—— (X+AX)" +—(X+AX) —— = (—— X7+ —X——
T T L LA A ST L
Ax—0 AX AX
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A Exz—EXAX+E(AX)2+§)<+§Ax—z+éxz—§x+z
Lim=Y -4 2 4 6 6 8 4 6 8
Ax—0 Ax AX

M =2 x-2axe>
. Ay 2 4 6
lim —=
Ax—0 AX AX
-3_5
f'(X)=—x+=
) =— p

31) f(x)= —g X +% fonksiyonunun tiirevini tiirevin tanimini kullanarak bulunuz.

Coziim :
F1(x) = lim ﬂ: f(X+ AX)— f(X)
Ax—0 AX AX
£ = lim Ay fTx+A0)- (%)
Ax—0 AX AX
A _5(X+AX)+471_(_5X+47J
£(x) = lim &Y -8 8
Ax—>0 AX AX
A _—Sx+_—AX+—+—5x—Z ;SAX s
f)=lim—=>--8 8 4 8 4 4, 8 79
Ax—0 AX AX Ax—0  AX 8
32)y=3" = y=2
Coziim:
y=3"" = y=(2xp3**" In3
33) y = (cos x)Xz = y'=?
Ciziim: In y = In(cos x)* (h.i.tla.)
Iny = x* In(cos x) (L.6.k)
Y _ox In(cos x) — x°. Sin X (h.i.t.t.a.)
y cos X

y' = y(2x.In(cos x) - X*.tan x) ise y' = (cos x)(xz)[zx. In(cos )— x* tan x|
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34) y=cos’x—e” +x*-3x = %:?
y

Coziim: % =-2cosX.sinXx—2e”* +2x -3
X

o1 !
dy dy —2cosx.sinx—2e”+2x-3
dx
t 2 dy
35) x=1-+/tve y=2 —Inlt” +5] =>-2=2
dx
Coziim:
dy _dy . dx
dx dt =~ dt
ﬂ:zt.lnz— 22t 2M1n2 — 2t
dt t°+5 N dy _ t2+5
&x___1 o 1
dt 24t 24t
x=1-4t = Jt=1-x
= t=(1-x)
205 - 2I=X)
dy (1-x)" +5

36)y:(x2—3x)i = y' =2

Coziim: Iny = In(x* —3x):
Iny =§.ln(x2 -3x)
% _ _%m(x2 —Wﬂ%}'%
o

y’:(x2—3x)(l/x)[—iln(x2—3x)+ 2X=3 }

x? xix2 —3xi
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37) X2+ Y 43Xy —4xX’Y’ +5=0 =y =?
Coziim:
2X+2yy' +3y +3xy’ —8xy’ —12x2.y*.y' =0

2X+3y —8xy’ + y'(2y +3x—12x’y*) =0
Y'(2y +3x—-12x7y?) =8xy’ —2x -3y

. 8xy’ —2x-3y
2y +3x—12x%y?

veya ;

d F (2x+3y—8xy3) _8xy’ —2x-3y

d F 2y +3x—12x2y2 2y +3x—12x7y>

X y

F, =8—F:2x+3y—8xy3
OX
a*

F, =—=2y+3x-12x"y’
Ty

38) cosy+x’e’ —e'y+y’ x> +3xy=0 = y'=?

Coziim:
—siny.y' +2xe¥ + x’e’.y —e*y—e .y +3y’y =3x* +3y +3xy' =0
2xeY —e*y +3y—3x* + y'(xzey —siny —e* +3y? +3x):0

. e'y=3y+3x’ —2xe’
x*e¥ —siny—e* +3y* +3x

y
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Ek.2.Denklemlerin Yaklasik Coziim Yontemleri
Ek. 2.1. Koklerin Varhgi ve Tekligi:

Bu boliimde bir bilinmeyenli denklemlerin yaklasik ¢6ziim metotlar1 verilecektir. Bu
metotlara gecmeden Once yapilmasi gereken sey koklerin varligi, bulunduklar araliklarin
tespiti ve bu araliklarin miimkiin oldugu kadar daraltilmasidir. f ( x ) cebirsel veya transandant

fonksiyon olmak iizere bir bilinmeyenli bir denklem her zaman;

seklinde yazilir. Boyle bir denklemi ¢6zmek i¢in su iki hususa dikkat edilmelidir.

i) (1) denkleminin koklerinin varligini, tekligini ve bu koklerin bulunduklar1 araliklar
belirlemek i¢in bir kritere ihtiyag vardir. f(x) fonksiyonu [a, b] arali§inda siirekli ve

f(a) . f(b) <0 ise f(x) = 0 denkleminin [a, b]’ye ait en az bir kokii vardir.

Geometrik Anlam : Siirekli bir fonksiyonun grafiginin bir pargasina ait u¢ noktalar1 Ox-

eksenini en az bir noktada keser.

£ (b)
a /_\ :
8 b
f(a)
Sekil.Ek.2..1
ii) Fazla olarak f(x) fonksiyonu [a, b]’de monoton ise, [a, b]’de f(x) = 0’1n tek kokii vardir.
ORI
a
i b a
f(a) £ by
Sekil.Ek.2..2.a Sekil.Ek.2..2.b

f(a) . f(b) <O, fsiirekli ve f monoton ise X, € [a, b] tektir.
Buna gore, (1) denkleminin reel koklerinin tespiti i¢in f(x)’in monoton oldugu araliklari

tespit etmek yeterlidir.
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Ornegin 5 x; ve x; (x;<x;) i¢in f'(x)=0 olsun. Bdylece, tespit edilen (o0, x1],

[X1, X2], [X2, +00) araliklarinda f(x) siirekli ve bu araliklarin u¢ noktalarinda f(x) zit isaretli

deger aliyorsa (1) denkleminin gbz 6niine alinan araliklarda reel kokleri mevcuttur. Sayet, f(x)

fonksiyonu [a, b] aralig1 boyunca siirekli, monoton fakat bu araligin uclarinda ayni isarete

sahip ise (1) denkleminin [a, b]’de hig¢bir reel kokii mevcut degildir.

Daha onceden de bilindigi gibi goz Oniine alinan bir [a, b] araliginda f '(x) > 0 ise f(x)

monoton artan, f '(x) < 0 ise f(x) monoton azalandir. Ayrica su hususu da ithmal etmemek

gerekir. f(x)’in [a, b] araligi boyunca isaret degistirmedigini fakat bu araligin belli bir

xonoktasinda f ¢ (x,) = 0 oldugunu farz edelim.

£ (a) £ (k)

mh-——mm - e - - =

Sekil.Ek.2..3.2

f'(z) =0 b f'(zy ok
Sekil.Ek.2..3.b

Asikardir ki boyle bir durumda f'( x,) mevcut degildir.Bazen, f'(x) = 0 denklemi

f (x) = 0 denkleminden daha basit olur ve kokleri ayirma problemiyle daha basit ¢oziilebilir.

Eger (1) denklemi cebirsel ise f'(x)’de cebirseldir ama derecesi bir azalir.(Sekil.3.a.b)

Ornek.Ek.2.1: x’ —x — | = 0 denkleminin koklerinin bulunduklari araliklari ayiriniz

Cozim.Ek.2.1:f (x) =x’ —x—lise f'(x)=3x>—-1 = siireklidir. Simdide monoton

araliklar1 bulalim.

-1 RS
‘Lo 5 7
' + + + % - - - «% + + +
f(-—) f(42)
f® Monoton Artan V3 Monoton Azalan V3 MonotonArtan
= [\/5/3, oo ) arasinda bir tek kok vardir.

f(1)=-1<0 ve f(2)=5>0 Tek reel kok [1, 2] araligindadir.

y =f(x) fonksiyonunun kolayca ¢izilebildigi hallerde f (x) = 0 denkleminin kokleri egrinin

Ox-eksenini kestigi noktalar bulunarak elde edilir.

287



Ornek.Ek.2..2: Cos x — x* = 0 denkleminin koklerinin bulundugu araliklar1 bulalim.
Coziim.Ek.2..2: y=Cos x ve y=x" fonksiyonlarmin grafigi ¢izildiginde bu iki egrinin
kesistigi x; ve x, noktalar1 ki bu noktalar denklemin kdkleri olup asagida verilen aralikta

bulunurlar(Sekil.4).

I
TeEel

Sekil.Ek.2..4

Ek.2.2. Bir Denklemin Kokiiniin Yaklasik Degerinin Hesaba:
f (x) = 0 denkleminin [a, b] araliginda x, gibi bir kokiiniin oldugunu kabul edelim. x, kokii
yerine [a, b] aralifinda bulunan herhangi bir ¢ degerini yaklasik kok alabiliriz. Miihim olan,
neticedeki X,— ¢ hatasinin goz Oniine almman problem icin miisaade edilen hatay1
asmamasidir.x, kokiiniin degeri bilinmediginden x,— ¢ hatasi da hesaplanamaz.
Bu nedenle, hatanin mutlak degeri i¢in bir st sinir belirleyecegiz. Yani kokiin verilen
yaklagik bir degerinin, mutlak hatasini inceleyecegiz.

A(c)>[xo—c| 2)
Xo, [2, b] araliginda olacagindan ;a <x,<b yazilir. 3)
Buna gore, (2) ve (3) ‘den c, [a, b]’nin neresinde olursa olsun;

A(c)=b-a 4)
alabiliriz.Eger, a veya b, ¢’nin yaklasik degeri olarak alinirsa ( bir alt tahmin ) x,= b [b - a]
olur. Sayet, ¢ [a, b] araliginin bir noktas1 olarak alinirsa x, kokiiniin altinda mu, iistiinde mi

oldugunu anlamak miimkiin degildir.Bu nedenle;

a+b
c= 5
5 (5)
.. (b—a)
orta nokta olarak alinirsa (3) geregince; A(c) =——= (6) dir.

2
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Ek.2.3: Koklerin Bulundugu Araligin Miimkiin Oldugu Kadar Daraltilmasi

Bu kisimda, bir denklemin yaklasik kokiiniin daha iyi bir degerini bulmaya calisacagiz.

A (¢) = b — a formiilii gosteriyor ki [a, b] aralifinda bulunan x, kokii i¢in ¢ degerinin
se¢ilmesinden meydana gelen hata [A (c) =b - a], b - a uzunlugu kiigiiliirken azalir.

Eger [a, b] aralig1 x, kokiinii ihtiva ediyorsa, bu aralik icinde bulunan ve x,’1 ihtiva eden daha
kii¢iik bir [a;, b;]’de bulunabilir.

(a<a;<x,<b;<b; bj-aj<b-a)

Bu sekilde, [a;, bi] aralig1 kok i¢in daha iyi bir yaklagim belirtir.c # x, olmak {izere [a, b]
araliginda alinan bir ¢ noktasi ile, X, kokiinii ihtiva eden [a, c] veya [c, b] araliklarindan biri

[a;, b;] olarak alinir. ¢ noktasinin se¢imi i¢in gesitli metotlar kullanilir. Bu metotlar sunlardir.
Ek.2.3.1. Deneme Metodu :

Bu metotta, [a, b] araliginda gelisigiizel bir ¢ noktas1 se¢ilir. f (x) fonksiyonu [a, b] ve [c, b]
araliklarinda hangisinin u¢ noktalarinda ters isarete sahip olursa, o aralik [a;, b;] olarak

almir. Metodun basarisi ¢ noktasinin se¢cimindeki isabete bagldir.

Ek.2.3.2. ikiye b6lme Metodu :

Bu metodun degisik bir sekli araligin ikiye ayrilmasidir. Burada c, [a, b] araliginin orta

(a+hb)
2

noktast ¢ = olarak alinir.

Ornek.Ek.2.3 : ikiye bolme metodunu uygulayarak x* — x —1 = 0 denkleminin [1, 2] arahg
icindeki kokiinii gelistiriniz.

1+2)
5 =1,5

Coziim.Ek.2.3:f (x)=x’—x-1,a=1,b=2,¢c=

f(l)=-1<0, £(1,5=0,875>0,f(2)=5>0 dur.
f (x) fonksiyonu [1, 1,5] araliginda isaret degistirdiginden bu aralik [a;, b;] aralig1 olarak

alimir.(a;j=a=1;b;=c=1,5)
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Ornek.Ek.2.4 : Tkiye bolme metodunu uygulayarak x sin x-1=0 denkleminin kokiinii [0,2]’

de %o0,0 1 hata ile hesaplayiniz.

Coziim.Ek.2.4:
ax b Ck F(cy) [saretleri
flc) |fay) | fby)

0 0 2 1 -0,15852901 - - +
1 1 2 1,5 0,496242479 + - +
2 1 1,5 1,25 0,186230774 + - +
3 1 1,25 1,125 0,015051043 + - +
4 1 1,125 1,0625 -0,07182663 - - +
5 1,0625 1,125 1,09375 -0,02836172 - - +
6 1,09375 1,125 1,109375 0,00664277486 |- - +
7 1,109375 1,125 1,1171875 0,004208034 + - +
8 1,109375 1,1171875 1,11328125 |-0,00121649 - - +
9 1,11328125 |1,1171875 1,115234375 {0,001496 + - +
10 |1,11328125 |1,115234375|1,114257813 {0,0001398 + - +

Deneme metodunda c noktast f (x) fonksiyonunun oOzelliklerinden bagimsiz olarak

secilmektedir. Sayet f (x) fonksiyonunun 6zellikleri géz Oniine alinacak olursa yaklagim daha

sthhatli olur.
Ek.2.3.3. Kirisler (Degisken Kesen)Metodu:

¢ noktasinin se¢imi olarak sekil.Ek.2..5.a.b.c.d’ de goriildiigii gibi y = f (x) egrisinin [a, b]

araliginda kalan parcasina ait girigin Ox- eksenini kestigi nokta aliabilir.

A E

F) < 0 () = 0

Sekil.Ek.2..5.a Sekil.Ek.2..5.b
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4 b
£') > 0 EB By <0
Sekil.5.c Sekil.5.d
A [a, f(a)] ve BJ[b, f(b)] noktasindaki gecen dogrunun denklemi;
- f(a X—a
Y @) X=a %
f(by—f(a) b-a
seklinde olup bunun Ox- eksenini kestigi nokta;
cca—— P73 g HO-bI@ )
f(b)-f(a) f(b)-f(a)
Buna gére, c,[a, b]’nin i¢indedir. Bir egrinin egriligi;
f"(x
PR LA T
[1-f(0)°]?

ne kadar kiigiik ise, egri parg¢asinin uglarini birlestiren kirisin Ox- eksenini kestigi nokta esas
koke o nispette yakin olur. Yani, [a, b] aralifinda f '(x)‘in degeri biiyiik ve f "(x) degeri
kiiciik ise ¢ yaklasik degeri x, kokiine yakin olur.f (x) ve f"'(x) farkli isaretli ise ¢ noktas1

[a, b] araliginin bitim notasina daha yakin, f(x)ile f''(x) ayni isaretli ise c noktasi [a, b]

araligina bas tarafina daha yakindir.

Ornek.Ek.2.5 : Kirisler metodunu kullanarak x* — x —1 = 0 denkleminin [1, 2] aralig

icindeki kokiinii gelistiriniz.

Cozim.Ek.2.5:f(x)=x —x—1 , f'(x)=3x>-1 , f"(x)=6x = (2) de
f'x)>0 , f(1)<0 , f(2)>0 buna gore ¢ noktasi [a;, b;] araliginin solundadir.

(c<xo<b,a;=c,b;=D)

Bu nedenle, ¢ yaklagik degeri bir alt tahmindir. Boylece [a;, b;] =[1, 1.2 ] olarak alinabilir.
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Ornek.Ek.2.6 : Degisken Kesen: ag=0 , by=2 , f(0)=-1, f(2)=0,81859485

‘. - 3,f(0,) =byf(a)) _ OF)=2f(0) . 2 | oo0scns
f(b,)—f(a,) £(2)-f(0)  1,81859485

Coziim.EK.2.6: f(c,) = —0,02001921
[a,,b,]=[1.09975017,2] =¢,=1.12124074 = f(c,)=0.00983461
[a,,b,]=[1.09975017.1.12124074] = ¢,=1.11416120 =  f(c,)=0.00000563

[a;,b,]=[1.09975017.1.11416120] = ¢;=1.11415714 =  £(3)=0,0000000

k ax Ck bk f(cy) Isaretleri
flc) |f@) | f(bo)
0 0 1.09975017 2 -0,02001921 |- - +
1 1.09975017 |1.12124074 2 0,00983461 |+ - +
2 1.09975017 |1.11416120 1.12124074 |0,00000563 |+ - +
3 1.09975017 |1.11415714 1.11416120 | 0000000 + - +

Ek.2.3.4. Tegetler (Newton-Raphson) Metodu :[a, b] araliginin ucglarindan birini z ile

gosterelim. [z, f (z)] koordinatli noktadan gegen dogrular demetinin denklemi,
y — f(z) =k (x-z) olur.
k=1'(z) ise y=1f(x) egrisinin [z, f (z)] noktasindaki tegeti elde edilir. Tegetin

Ox- eksenini kestigi noktanin apsisi;

[a, b] fonksiyonunun egriligi kiiglikse ¢ noktasi x, kokiine o Ol¢lide yakindir.z=a ve z=Db
olmasma gore (9) denklemi degisik ¢ degerleri verir. ¢ noktasi
bulunabilir. (Sekil.Ek.2..6)

A

[a, b] araligimin disinda

B
Sekil.Ek.2..6
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Halbuki teget B den c¢izilmis olsaydi ¢ noktasi [a, b] araliginda bulunurdu. Burada 6nemli olan
¢’nin [a, b] aralif1 icine diismesidir. Ikinci olarak, araligin uglarindan hangisinin almacagi

hakkinda asagidaki sekiller fikir verir. (Sekil.Ek.2..7.(a)(b)(c)(d)).

A B

b
EI’L C\\ Ho > &) »
=) = 0 B ') <0
(a) (b)
A B
£'(x) < 0 5 ﬁi £'(z) > 0
(c) (d)

Sekil.Ek.2..7.(a)(b)(c)(d).

f (z) ve £''(z) isaretinin ayn1 oldugu noktadan ¢izilen tegetin Ox- eksenini kestigi ¢ noktasi
[a, b] araliginin i¢inde bulunur. Ayni zamanda ¢ noktasi X, ile z arasindadir.
Ornek.Ek.2.7: Newton-Raphson metoduyla x> — x —1 = 0 denkleminin [1, 2] aralig1 i¢indeki
kokiinii gelistiriniz.
Coziim.Ek.2.7: f (x) =x’ —x -1 ise f'(x)=3x*—1 ve f"(x)=6x olur.
Buna gore, [1, 2] araliginda;
f'x)>0 , £f2)>0 , £f(2)>0
oldugundan teget aralig1 bitim noktasindan ¢izilmelidir.
x=z=2olarak f'(2)=11ve (1 - 7)’ den

5
sz_ﬁzlﬁ bulunur.

¢ > X, dir. O halde, yeni aralik [1, 1.6] alinir.
Eger koke iki ugtan birden yaklasilirsa daha ¢abuk ve sihhatli ¢oziime gidilir. Bu da her iki

metodun birden uygulanmasi ile olur.
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Ornek.Ek.2.8: Newton-Raphson metoduyla f(x)=x.sinx-1 denkleminin [0, 2] aralig1 i¢indeki
kokiini gelistiriniz.
Coziim.Ek.2.8:1(0)<0 f"1)>0
f2>0 f"(2)<0
/1 secelim. f'(x) =sinx + cos x

f"(x) =2cosx —xsinx

£(Z,) £(1) 0,15852901
COZZOZI—ZI— ; =1+
£(z,) (1) 084147098450.540302305
0,15852901
Cy = +—
1,381773209

f(c1)=-0,007937328 f(1)<0, f(2)>0

c=-0,07937328 (1,114728675,-2]

Z;

=1.114728675

o =7 £Z) _ | 114728675 F(L114728675)
f'(Z,) £'(1,14728675)

0,007937328

1,388741345

= 1,114728675 + 0,005715483325

c, =1.120444158

=1,114728675 +

f(¢1)=0,008729>0 f(a1)<0 x0=1,114728675[%08]

1,114728675;1.120444158]

Z,
Ek.2.3.5. Teget — Kiris Metodu

Farkli iki metodun birden uygulanmasi 6zelligidir. Bu metot verilen denklemin sol tarafinin
ikinci tiirevinin ayni kalmasi halinde uygulanir. Bu durumda her iki yandan da koke
yaklagildig1 garanti edilebilir. Teget, Ox- eksenini y = f (x) egrisinin konveks tarafinda

keserken, kiris konkav tarafinda keser.
Ornek.Ek.2.9 : Teget - Kiris metoduyla x’ — x —1 = 0 denkleminin [1, 2] aralig1 i¢indeki
kokiinii gelistiriniz.
Coziim.Ek.2.9:f (x) =x’—x-1 , f(1)=-1<0, f2)=5>0
f'x)=3x"-1, f"x)=6x, f"(x)>0 dir

Daha onceki hesaplamalarla  [a;, b;]=[1.1, 1.6] bulunur.
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Ornek.Ek.2.10 : f(x)=Inx-5+x denkleminin kokiinii tegetler, kirisler ve ikiye bolme
metoduyla ¢oziinliz?

Coziim.Ek.2.10:

i) ikiye bolme metodu;

f(x)= Inx-5+x

kK |a br Cr fax) f(by) fck)
E 4 3,5 -0,90138 | 0,38629 |-0,24723
2. 13,5 4 3,75 -0,24723  |0,38629 | 0,07175
3. (3,5 3,75 3,625 2024723 |0,07175 |-0,08714
4. 13,625 3,75 3,6875 -0,08714 |0,07175 |-0,00755
5. |3,6875 3,75 3,71875 -0,00755 |0,07175 | 0,03213
6. |3,6875 3,71875 |3,703125  |-0,00755 |0,03213 | 0,01230

3,6875 3,703125 |3,6953125 |-0,00755 |0,01230 | 0,00237
8. [3,6875 3,6953125 |3,69140625 |-0,00755 |0,00237 |-0,00258
9. |3,69140625 |3,6953125 |3,693359375 |-0,00237 |0,00237 |-0,0001

9. adimda onbinde 1 hatayla yani %0,01 hatayla bulundu, kok 3,693359375 dir.
ii) Tegetler metodu;
f(x)= Inx-5+x

=X ) X, =3 alalm. f’(x)=l+1
X

X
n+l n f’(Xn)
f(x,) _ 5 —090138

=Xy = =3,67603
£(x,) 1,33333

g, = x, —%a) 367603 Z002213 _ 5 34
f(x,) 1,27203
£ - 2

%, = x, X2 _ 36347 Z0.00002_ 5 5055
£(x,) 1,27075

L= X, _foa) _ 3,60343 - 200001 _ 5 (9343

£(x,) 1,27075

x3 koktiir yiizbinde bir (% 0,001) hata ile bulunmustur. x3;=3,69343
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iii) Kirigler yontemi; f(x)= Inx-5+x

k |ax |bg Ck f(ay) f(bx) f(cy)

1. |3 |4 3,70000 [-0,90138 [0,38629 |0,00833

2. (3 3,7 3,69358 [-0,90138 |0,00833 |0,00017

3. 13 |3,69358 |3,69343 |-0,90138 |0,00017 |-0,00001

3. adimda ylizbinde bir (%0,001) hatayla k¢ck bulunmustur. Kok= 3,69343

Ornek.Ek.2.11 : f(x)=¢*-2-x denkleminin kokiinii tegetler, kirisler ve ikiye bolme metoduyla

¢Oziiniiz?

Cozim.Ek.2.11:

i) ikiye bolme metodu;

f(x)=e"-2-x
kK |a by o flay) f(by) fle)
1. |1 2 1,5 -0,28171 |3,38905 | 0,98168
2. 11 1,5 1,25 -0,28171 10,98168 | 0,24034
3. 11 1,25 1,125 -0,28171 10,24034 |-0,04478
4. 11,125 1,25 1,1875 -0,04478 |0,24034 | 0,09137
5. | L1125 1,1875 1,15625 -0,04478 10,09137 | 0,02174
6. (1,125 1,15625 1,140625 -0,4478 10,02174 |-0,01199
1,140625 1,15625 1,1484375 -0,01190 |0,02174 | 0,00482
8. | 1,140625 1,1484375 1,14453125 |[-0,01190 |0,00482 |-0,00356
9. [1,14453125 |1,1484375 1,146484375 (-0,00356 |0,00482 | 0,00062
10. | 1,14453125 |1,146484375 | 1,14551875 |-0,00356 |0,00062 |-0,00144
I1. [ 1,14551875 |1,146484375 |1,146001563 |-0,00144 |0,00062 |-0,00041
12. | 1,146001563 | 1,146484375 |1,146242969 |-0,00041 |0,00062 | 0,0001

12. adimda koke sagdan onbinde 1 (%0,001) hassasiyetle yaklasildi.
Buna gore, kok 1,146242969 dur.
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ii) Tegetler metodu;
f(x)=e"-2-x

=X _f0) X, =1 alalm. f'(x)=¢"-1

X
n+l n f’(Xn)

__fxy) _,_—028171

=X, - = =1,16394
£'(x,) 1,71828

%, = x, 1) _ 6394 203858
f'(x,) 2,20252

=1,14642

CE09) 14640 - Q00048 610
f'(x,) 2,14690

X3 =X,

f(x3)=-0,000006
x3 koktiir % 0,0006 hassasiyetle hesaplandi.

iii) Kirisler yontemi;

f(x)=e"-2-x

kK ax b o fa) b)) |fcy)

1. |1 2 1,07674 |-0,28171 |0,38905 |-0,14164

2. |1,07674 |2 1,11377 |-0,14164 |0,38905 |-0,06795
1,11377 |2 1,13118 |-0,06795 |0,38905 |-0,03186

4. |1,13118 |2 1,13926 |-0,03186 |0,38905 |-0,01480

5. |1,13926 |2 1,14299 |-0,01480 |0,38905 |-0,00685

6. |1,14299 (2 1,14549 |-0,00685 |0,38905 |-0,00150

7. 11,14549 |2 1,14586 |-0,00150 |0,38905 |-0,00071

8. 11,14603 |2 1,14603 |-0,00071 |0,38905 |-0,00035

9. |1,14611 |2 1,14611 |-0,00035 [0,38905 |[-0,00017

9. adimda onbinde bir (%0,01) hassasiyetle koke yaklagilmistir. Kok=1,14611
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Ek.2.4. Denklemlerin Yaklasik Coziimlerinde iterasyon Metotlar:

Bir denklemin kokii koklerin gelistirilmesi metotlari ile belirlendikten sonra kokiin belirli bir

hassatiyetle yaklasik degeri bulunmus olur. [a,, b,] ilk aralik iken koklerin gelistirilmesi

metotlarindan birini kullanarak daha kiic¢iik [a;, b;] belirlenir. En son [ag, bx] (k=0, 1, ....)

bulunur.

a0 SaISazﬁ ................... SakS ............ <Xo < Sbk

Bu araligin ([ag, bk]) uglart x, kokiiniin yaklasik birer ¢oziimleri olur. ( Burada x, ~ ax degeri

X, ‘1n bir alt yaklasimi x, =~ by degeri de x, ‘mn bir {ist yaklagimidir.Bu koklere yaklagim

istenilen hassasiyete gelene kadar devam edilir. Bu tiir metotlara iteratif (ardisik) metot denir.

a — X, veya byx— X, ise iteratif metot yakinsaktir denir.

Ek.2.5.Newton’un Karekok Algoritmasi:f(x)=x"- A =0 denkleminin kokleri;

_(N-D.Pe-1+A/RY
N

Pk

(k=1,2,....)
A’nin n. kokiinii verir. Py 6grenci tarafindan segilir.

Ornek.Ek.2.12: x*-5=0 denkleminin yaklagik ¢oziimii nedir?

Coziim.Ek.2.12: N=2 ; A=5

Py=2 alalim. P = 2+5/2 =2,25
p, = 22345/225 ) 3611
- 2,23611111+25/2,23611111 2236037978
p, = 2236067978 + 25/2,236067978 2236067978

Ek.2.6.Newton-Raphson Metodu:Asagidaki sekli géz oniine alirsak;

m=f'(x,)= % olur. h= % ve X,=Xi-h ise;
Xy

f(x,)

e £(x,)
f'(x,)

bof'(x)
edilir(Sekil.Ek.2..8).
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A
f(x)
y=f (x)
T
f(x,)
f(x))
a. b pX
PN h
V- >
<« —a—» |
-«—x,—»
‘ X

Sekil.Ek.2..8. Newton-Raphson Metodunun grafik gésterimi

Ornek.Ek.2.13: x>-300=0 denkleminin kokiinii milyarda bir hassasiyetle ¢oziiniiz.

Coziim.EKk.2.13:A=300; Po=3; N=5; N-1=4

300
4.P, + e 43 +@
P = o) 34 314074074
N 5
A
4P + o 12.56296296 + “403704?0744
P, = 5 L= 5( i ) =3,129220106
A
4P, toa 12,51688042 + ; 129?2’(2)2106 ;
A
! 5 5
A
4P, t o 12,51653858 + f)004
P, = ‘= (P,) =3,129134646
: 5 5
A
P, = 5= (P;) =3,129134644
¥ 5 5
12,51653858 + ;OO4
P, = 5 (Py) =3,129134646

F(P_) =300.0000007 = F(P ) = 299.9999997 = P = 3,129134645 bulunur.
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EK.3.BILGISAYAR SAYI SISTEMLERI

Temel olarak bilgisayarlar1 anlamamiz icin bilgisayarlarda kullanilan say1 sistemleri ve
temel lojik fonksiyonlar1 anlamamiz gerekir.Bu boliimde say1 sistemleri anlatilmaktadir.
Hepimiz biliyoruz ki Ondalik say1 sistemi her giin kullandigimiz say1 sistemidir,fakat
bilgisayar diinyas ikili say1 sistemini kullanmaktadur.

Biitiin bilgiler bilgisayarin iginde Ikili olarak saklanmakta ve kullamlmaktadir.Bu
bilgisayarin i¢indeki bilgilerin O ve 1 ile kodlanarak kisaltildigi anlamina gelmektedir.Bu,
1 ve 0’larin depolandig1 lojik kisimlara register(kaydedici) yada memory (hafiza)
denmektedir.Register yada memory yerlerinin biyiikliikleri ¢esitli  bilgisayar
kullanimlarina ¢esitli uygunluklar saglamaktadir.

Mikrobilgisayarlar her boliimde 8 yada 16 ikili bit depolarlar.Biiyiik bilgisayarlar ise her
béliimde 125 ikili bit depolayabilirler.

Bilgisayara bilgi girislerini ikiliden farkl1 birkag say1 sistemi ile yapariz ¢iinkii Ikili say1
sistemi ile bilgi girisi uzun siiriip bazi hatalar olugabilmektedir.Ciinkii ¢ok fazla 1 ve 0
oldugundan bu tip sorunlar olusabilmektedir.

Veriler bilgisayara Ondalik,Sekizlik,Onaltilik say1 sistemlerinde de girilmektedir.Sekizlik
ve Onaltilik say1 sistemleri,ikili say1 sisteminden daha agik kullanis kolayligindan dolay1
daha sik kullanilmaktadir.Say1 sistemlerini ve birbirleriyle olan iligkilerini anlamak bizim

i¢in ¢ok Onemlidir.
Ek.3.1.1kili(Binary) Say1 Sistemi

Ikili say1 sisteminde 1 ve 0 olmak iizere 2 rakam bulunur.1’den biiyiik sayilar elde olarak
bir sonraki basamaga gecer . Her basamak ana degerlerini temsil etmektedir.Temel
olarak, Ondalik say1 sistemine baktigimizda birler basamagimnin basamak degeri 10°,
onlar basamaginin basamak degeri 10" , yiizler basamaginin basamak degeri 10? olur ve
diger basamak degerleri ayn1 sekilde devam eder.Ikili say1 sisteminde basamak degerleri
ayni ondalikdaki gibidir.Ondalik say1 sistemi i¢in birler basamaginin say1r degeri 2° ,
onlar basamaginin say1 degeri 2' olarak gosterilir ve boyle devam eder.

Asagidaki sekilde birler basamagi en diisiik degerlikli bit (LSB-Least Size Bit) ve en
yiiksek degerlikli bit(MSB- Least Size Bit) ye kadar olan bit degerleri gosterilmektedir.

300



Ek.3.2 ikiliden Ondahga Cevirme

Ikili say1 sisteminden Ondalik say1 sistemine ¢evrim basittir.Eger basamakta 1 varsa bu
basamagi isleme tabi tutar ve toplariz eger 0 varsa bu basamakta islem yapilmaz yani

yoplamaya dahil edilmez. 11010 sayisini ele alalim!
Ornek Ek.3.1:(11010) 2 =(?)

Coziim.Ek.3.1:( 1x2% ) + ( 1x23) + ( 0x22) + (1x2) +( 0x2°) =16+ 8 + 0 + 2 + 0 =26
Ikili say1 sisteminde 1 ve 0 bulunur , bundan dolay1 basamakta 0 varsa basamak degeri 0 ¢
a esit olur. 2*ya da 16 agirlikli bitte 1 oldugundan ¢evrimdeki basamak degeri 16 “dir.
23 ya da 8 agirlikli bitte 1 oldugundan ¢evrimdeki basamak degeri 8 © dir.
22 ya da 4 agirlikli bitte 0 oldugundan ¢evrimdeki basamak degeri 4 * diir.
2! ya da 2 agirlikli bitte 1 oldugundan ¢evrimdeki basamak degeri 2 * dir.
2° yada 1 agirlikli bitte 0 oldugundan ¢evrimdeki basamak degeri 0 © dir.
Basamak degerlerini birlikte topladigimizda 26 Ondalik sayisini elde ederiz.
Simdi ise Ondalik saymin Ikili sistemde karsilik geldigi degerini bulalim.

Ornek.Ek.3.2:167 * yi Ikiliye ceviriniz.

Coziim.Ek.3.2: 167 icinde 2 ° nin en biiyiik kat1 olan 128 ° dir. Yani, 128 e
ihtiyactmiz var . Bdylece Ikili saymmzi en bilyiik degerlikli bitten baslayarak
yazabiliriz.En biiyiik degerlikli bit 1 olur.Bir sonraki biit belirlerken 64 i kullaniriz ,
eger 64 agirlikli bite 1 kayarsak saymin toplami 128 + 64 > 167 olacagindan gegerli
olmaz.Yani sonug¢ olarak bu bitin 0 olmasi1 gerekir.Bunu her bit i¢in devam ettirirsek
devam ettirirsek 32 nin gerekli oldugunu goriiriiz.Boylece 101 i elde etmis oluruz.En
yiiksek degerlikli bitten baslayarak en diisiik degerlikli bite gittigimizi unutmamaliy1z. 16
nin gerekmedigini goriiriiz.Boylece say1 1010 olmus olur.8 in gerekli olmadigini , 4 iin
gerekli oldugunu goriiriiz ve say1 101001 olur.2 ve 1 sayilar1 da gerekli oldugu goriiliince

Ikili saytmizin 10100111 oldugu ortaya ¢ikar.

Bu yolla her Ondalik say1 Ikili sayiya ¢evrilebilmektedir.Eger pratik yapilirsa bu yolun

diger cevrim yolundan daha hizli bir sekilde uygulandig: goriiliir.
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Ek.3.3: Sekizlik Say1 Sistemi

Sekizlik yada 8 © 1i say1 sistemi Onemli bir say1 sistemidir.Bu sistemde 8 rakam
(0,1,2,3,4,5,6,7) bulunmaktadir.En agirlikli rakam ise 7 dir.Sirayla saydigimizdan 0’ dan
7’ ye sayariz .Sonraki sayimda ise tekrar 0 a yani baslangi¢ bitine doneriz fakat
elimizde.Elimizde bir elde biti vardir.Sonugta say1 10 ve bir — sifir olarak okunur.Bu say1
Ondalik 8’e esittir.Bu yontemle devam ettigimizde 0 dan 7 ye ve tekrar sira 0’ a gelir.

Say1 7’yi her geciste yani her 0’a doniiste elde bir artar .
Ek.3.3.1. Sekizlikten Ondahga Cevirme

1025 Sekizlik sayisim1 Ornek aldigimizda , bu sayiyr bin yirmi bes seklinde
okumamaliy1z.Say1 bir-sifir-iki-bes olarak okunmalidir.say1y1 Ondaliga cevirirsek ;
(1025) g = (1x8%)+(0x8%)+(2x8")+(5x8°) = (533) 10
(1025) g =512+0+16+5=533.

Ek.3.4.0Onaltihk(Hexadecimal) Say:1 Sistemi

Bu sistemde 16 rakam (dijit) bulunmaktadir.En agirlikli dijit ise 15 tir.Onaltilik say1
sisteminde 16 farkli sembol kullanilmaktadir.ilk on sembol 0-9 arasi1 rakamlardir diger 6
sembol ise a-f arasi harflerdir.(0,1,2,3,4,5,6,7,8,9,A,B,C,D,E,F)
Ek.3.4.1.0naltihiktan Ondahga Cevirme

3AC2 Onaltilik sayisinin Ondaliga ¢evrimi

(3x4096 = 12288 + 10x256 = 2560 + 12x16 = 192 + 2x1=2) = 15042 (10)
Ondalik sayilarin Onaltilik sayilara ¢evrimi ile diger say1 sistemlerine ¢evrimi arasinda

fark vardir. Bu fark, Onaltilik say1 sisteminde 9 dan biiyiik sayilar i¢in A-F arasi harfler

kullanilmasindan kaynaklanmaktadir.
Ek.3.5.1kiliden Sekizlige ve Onaltihga Cevrimler
Ek.3.5.1. Ikiliden Sekizlige Cevrim

Ikili sayilarin biiyiik miktarda 1 ve 0 kullanilarak temsil edilmesi gerekmektedir.Eger
Ikiliden sekizlige cevrim yaparsak say1 dijitlerinin 3 kat azaldigin1 goriiriiz ¢iinkii her bir
sekizlik dijit 3 bite esit gelmektedir.Biitiin Sekizlik dijitleri , 0 dan 7 ye , 3 bitle

gosterilebilir.
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000=0 010=2 100=4 110=6

001=1 011=3 101=5 111=7
Ornek olarak, 11011110001 Ikili sayis1 Sekizlige 3 bit bir grup olusturacak sekilde
ayrilarak gevrilebilir.ikili sayilar1,3 bitlik gruplara ayirirken sayma en diisiik degerlikli

bitten baslar. Her 6rnekte , her sekizlik dijit i¢in 3 bit kullanilmastir.
Ek.3.5.2. ikiliden Onaltihga Cevrim

Eger ikiliden Onaltilifa cevrim yaparsak , say1 dijitlerinin 4 kat azaldig1 gériiliir, ¢linkii
bir Onaltilik dijit 4 bite esittir.Bu tiim Onaltilik , 0 dan F e 4bitle gosterilebilir.
0000=0 0100=6 1010=A 1100=E
0001=1 0111=7 1011=B 1111=F
Ornek olarak, 110110011011 Ikili sayis1 Onaltiliga 4bitin bir grup olusturacag: bir
bigimde gruplandirilarak cevrilebilir.Bir Onaltilik dijit igin 4 bit 1 grup olusturur.ikili
sayilar1 4 bitlik gruplara ayirirken sayma en diisiik degerlikli bit ile baslar.

Ek.3.6.Toplama
Ek.3.6.1. Sekizlik Sayilarin Toplam

Sekizlik 736 ve 215 sayilarini toplayalim.

En diisiik agirlikli bit ilk 6nce toplanir.6 ve 5 in toplami 11 yapar fakat 8 den biiyiik
oldugu i¢in (11 — 8 = 3) en diislik agirlikli bit 3 olur elde ise 1°dir. Elde (1) , 3 ve 1 in
toplami 5 tir. Yani ikinci siitun toplami 52dir.Son siitunda yada en yiiksek degerlikli
bitlerimizi topladigimizda ; 7 + 2 = 9 olur.Elde 1 olur ve (9 — 8 = 1 ) bu basamaga 1
yazilir.Diger bit elde biti oldugundan direk sonuca aktarilir.Sonug ise 1153(Sekizlik)

olur.
Ek.3.6.2:Onaltilik Sayillarin Toplanmasi

7AF ve 579 Onaltilik sayilarini toplayalim.

En disiik agirlikli bitten toplamaya basladigimizda F+9 = 24 tiir.16 dan biiyiik oldugu
icin elde 1 olur ve toplamin en diisiik agirlikli biti 8 olur. Elde+A+7=18"dir , elde yine 1
olur ve toplama 2 yazilir.En son dijitlerde ise Elde+7+5=D olur ve aynen toplama

yazilir.Islemin sonucu D28 (hex) olur.
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Ek.3.6.3.1kili Sayilarin Toplanmasi

1101 ve 1001 Ikili sayilarin1 toplayalim.

Toplama metodu diger sistemlerle aynidir.1+1=2"dir.Toplam 0(2-2=0) ve elde
I’dir.Diger dijitte elde+0+0=1"dir ve aynen toplama yazilir.Sonraki dijitte 1+0=1 aynen
toplama yazilir.Diger dijitte 1+1=2"dir , elde 1 ve toplama (2-2=1) 1 yazilir.Diger ve son
dijit elde dijiti oldugu i¢in elde aynen toplama yazilir.Sonug ise 10110 (2) olur.

Ek.3.7.Cikarma
Ek.3.7.1.Sekizlik Say1 Sisteminde Cikarma

Yine,512(8) sayisindan 267(8) sayisini ¢ikartalim. 2’den 7 kiiciik oldugu icin 6diing alma
biti gerekmektedir ve bu bit sayesinde burada yeni bir say1 olusmustur ,12 (bir-iki)

olarak okunur ve bu 8+2=10 anlamina gelmektedir.Ciinkii buradaki elde biti 8’e esittir.
Ornek.Ek.3.3: 512(8) sayisindan 267(8) sayisini ¢ikartalim.

Coziim.Ek.3.3: 2-7 = 3 tiir.Ciinkii 2 den 7 yi ¢ikartirken bir sonraki bitten bir 8 ddiing
alinz.2+8-7=3 tiir.Diger basamakta ise 1 dnceki bite ddiing verildigi i¢in degeri 0 oldu.0
dan 6 y1 ¢ikarinca sonug negatif olacagi i¢in diger basamakta yine bir 8 ddiing aliriz ve
sonug 0+8-6=2 olur.Sonraki basamakta 5 ten 16diin¢ aldigimiz i¢in 5 — 1 =4 olur. 4-2 =2

olur ve sonuca yazilir. Sonug 228(Sekizlik) olur.
Ek.3.7.2. Onaltilik Say1 Sisteminde Cikarma

Ornek.Ek.3.4: Sckizlik say1 sistemindeki ayni kurallari uygulayarak Onaltihk C37
sayisinda Onaltilik 85E sayisini ¢ikaralim.

Coziim.Ek.3.4:ilk basamakta bir sonraki basamaktan 1 &diing almamiz
gerekmektedir.Boylece ilk basamaktaki say1 bir-yedi eksi E esittir 9 ya da onluk sistemde
diistintirsek (16+7)-14=9 bulunur.Bir sonraki basamaktaki say1 ilk basamaktaki sayiya 1
odiing verdiginden 2 olmustur, iki besten kiiciik oldugu i¢in bir sonraki basamaktan
I(yani 16) o6diing alinir.16+2-5=13 olur 13 iin karsiligi Onaltilik say1 sisteminde D
olur.Son basamakta ise bir Oonceki basamaga 1 6diing verdiginden say1 B olur.B-8=3

olur..(onluk sistemde diisiiniirsek 11-8 =3)
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Ek.3.7.3.ikili Say: Sisteminde Cikarma

Ikili say1 sisteminde ¢ikarma isleminde uygulanan kurallar diger sistemdeki kurallarla

aymidir.
Ornek Ek.3.5: (10011); ‘den (01101); ‘y i ¢ikaralim.

Coziim.Ek.3.5:ik basamakta 1-1=0 ve ikinci basamakta 1-0=1 sonuca aynen
yazilir.Ugiincii basamakta sifir birden kiiciiktiir ve 4. basamaktan 6diing bir alamadigimiz
(clinkii 4.basamak 0) i¢in 5. basamaktan bir(yani 2’lik) 6diing aldigimizda 4. basamak 1
ve 3. basamak yine 1 olur.3. basamakta 1-1=0 olur ve 4.basamak yine 1-1=0 olur.5.

basamakta 0 kalir ve aynen sonuca aktarilir.Sonug 10(2) olur.
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Ek.4.BOOLEAN CEBRI
Ek.4.1 Mantiksal Degiskenler:

Boolean cebri, mantiksal degiskenlerde kullanilir.Bir degisken, dogru degilse, 0 degisken, yanlis
olmalidir. Tersini diisiinecek olursak eger bir degisken, yanlis degilse, 0 degisken, dogru
olmalhidir. Bu karakteristikten dolay1,Boolean cebri, ideal olarak iki duruma sahip olan
degiskenlere uygundur, dyleyse bu degiskenler, “evet” ve “hayir” veya bir say1 i¢in iki deger, “1”
ve “0” olan sistemlerdir (Ornegin, ikili say1 sistemi). Ornegin; E, Erdem’i temsil eden bir
degisken. E’nin iki degeri var: Eger Erdem varsa, E, “Dogru”; Eger Erdem yoksa, E, “Yanlig”
olmus olur.

Bir anahtar, ideal olarak iki konuma sahiptir. Ciinkii; anahtar sadece a¢ik veya sadece kapalidir.(
Sekil.1) Anahtar kapali oldugu zaman, Erdem vardir (E=Dogru). Anahtar a¢ik oldugunda ise,
Erdem yoktur (E=Yanls).

E = Dogru E = Yanlis
L -.___:_ . . L .
(a) (b)

Sekil.1.Aanahtar: (a) kapal; (b) agik.
Anahtar kapali konumda iken, bunun karsiligi; Dogru, evet, bir (1), HIGH (H), devam et vb...
Anahtar acik konumda ise, bunun karsilig1; Yanlis, hayir, sifir (0), LOW (L), dur vb...gibi olur.

Ek.4.2. MANTIK (LOJIK) ISLEMLER:

Sadece li¢ ¢esit temel mantik islemi vardir:
1- VE (AND); carpma islemi olarakda bilinen bu islem(.) seklinde gosterilir.
2- VEYA (OR); toplama islemi olarakda bilinen bu islem (+) seklinde gosterilir.
3- DEGIL (NOT); tersini alma veya tersleme islemi de diye bilinen bu islem (—) seklinde

gosterilir.
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Ek.4.2.1. Ve (And) Fonksiyonu:

Sekil.2’de gosterilen AND kapisinin dogruluk tablosunda iki giris bulunmaktadir. A ve B, giris
degiskenleridir. A dogru VE B dogru oldugunda fonksiyon dogrudur. Aksi halde, fonksiyon her
zaman yanlis olacaktir. Bir lojik kapmin girisinde ve c¢ikisinda olabilecek biitiin durumlar
dogruluk tablosunda gosterilmistir. iki giris vardir ve her giris i¢in iki durum vardir (Dogru ve
Yanlis). Mevcut olan giris sayisinin ikinin kuvveti olarak yazilir. (x = giris sayis1 olmak tizere; 2*
tane durum vardir). Dogruluk tablosunda dort farkli konumdan sadece bir tanesinde iki giriste

dogrudur. Bu yiizden VE fonksiyonu sadece A ve B dogru oldugu zaman dogrudur.

A
. A*B Durumlar A B A*B
1Y Y Y
D—o 2Y D Y
3D Y Y
- | 4D D D
B

Sekil.2.1ki girisli VE(AND) kapist: a) Lojik sembolii  b) Dogruluk tablosu
VE (AND) kapis1 iki veya dah ¢ok girisli olabilir. Sekil.3’te ii¢ girisli VE kapist ve dogruluk
tablosu verilmistir. Bu fonksiyonun dogru (1) olabilmesi i¢in ii¢ girisininde dogru olmas1 gerekir
(A=Dogru VE B=Dogru VE C=Dogru). Simdi ii¢ degisken girisi i¢in sekiz farkli cikis

olasiigimiz var (2°=8).

A
Durumlar A B C A*B*C

*— 1Y Y Y Y
P 2Y Y D Y
— A'B*C 3Y D Y Y
E e . 8 4Y D D Y
5D Y Y Y
6D Y D Y
*— 7D D Y Y
C 8D D D D

Sekil.3. Ug girisli VE(AND) kapisi:a) Lojik sembolii b) Dogruluk tablosu
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Ornegin; bir basketbol takimi diisiinelim. Bu takimin olusabilmesi igin bes oyuncuya ihtiyaci
vardir. Herhangi bir oyuncu veya birden fazla oyuncunun eksik olmasi demek takimin
olusamamasi demektir. Sadece bir durumda takim olusur bu da bes oyuncununda takimda

olmastyla gerceklesir.

Bir 6rnek daha verecek olursak, bir devrede ti¢ seri anahtar (B,C ve D), bu anahtarlara bagl seri
bir lamba (A) ve bir kaynak vardir. Biliyoruz ki bu lambanin yanmasi i¢in {i¢ anahtarinda kapal

olmasi gerekiyor. Bunu sekil.4’de de gorebiliriz. Sekil.5’de de bu 6rnegin lojik sekli ¢izilmistir.

B C D
- - - B
.—
A=B*CD
= ABCD (50—
=
D

Sekil 4. ii¢ anahtarin sembolize ettigi VE fonksiyonu  Sekil .5.Lojik sembolii
Ek.4.2.2. Veya (Or) Fonksiyonu:
Sekil 10-6’da iki girisli bir VEYA (OR) kapist icin, lojik sembolii ve dogruluk tablosu

gosterilmistir. Bu fonksiyonun dogru olabilmesi i¢in, giris degiskenlerinden en az birinin dogru

olmasi lazim ki ¢ikis dogru olsun. Sadece her iki giriste yanlis oldugunda ¢ikista yanlis oluyor.

A
Durumlar A B A+B
A+B 1Y Y Y
2Y D D
:D—O 3D Y D
4D D D
[
B

Sekil.6 iki girisli VEYA(OR) kapisi: a) Lojik sembolii b) Dogruluk tablosu
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VEYA (OR) kapist iki veya daha fazla girisi olabilir.Sekil.7°de ii¢ girisli VEYA (OR) kapisinin
lojik sembolii ve dogruluk tablosunu goriiyoruz. Degiskenlerin durumlar1 icin Bir(1) ve sifir(0)
kullanilmistir. Ug girisimiz oldugundan girislerin sekiz farkli konumu olabilir.(23=8). “+”
sembolii lojik anlamda VEYA anlamina gelir ve VEY A’nin yerine kullanilir(A+B+C = A VEYA
B VEYA C). Lojik toplamada 1+0=1 ve 1+1=1"e esittir. Bir VEYA(+) bir bu tiir lojik islemlerde

ikiye esit degildir.
Durumlar A B C A+B+C
1 0 0 0 0
A 2 0 0 1 1
- 3 0 1 0 1
A+B+C 4 0 1 1 1
B e ™ - 5 1 0 0 1
1 6 1 0 1 1
7 1 1 0 1
CI 8 1 1 1 1

Sekil .7.Ug girisli VEYA(OR) kapist: a) Lojik sembolii b) Dogruluk tablosu

Ornegin; bu devrede birbirine ii¢ paralel anahtar, bunlara baglh A lambasi ve bir kaynak var.
Biliyoruz ki, bu A lambasinin yanmasi i¢in en az bir anahtarin kapatilmasi gereklidir. Bunu

Sekil.8’de de gorebiliyoruz. Sekil.9’da da bu devrenin lojik sembolii verilmistir.

_.a-"'"-r_
B
A
B
e ) .-
1 C _TN\A=B+C+D
— Ce : .
T — |
D D
Sekil.8 Ug anahtarin sembolize ettigi VEYA fonksiyonu Sekil.9 Lojik sembolii
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Ek.4.2.3. Degil (Not) Fonksiyonu:

Sekil.10°daki devrede anahtar kapatildiginda lamba yanar (dogru). Anahtar agildiginda devre agik
devre olur ve lamba kapanir(Bu devre i¢in anahtar1 agmak™1”, kapatmak”0”dir.). Bir giris i¢in iki
farklt konum vardir(“1” veya “0”). Tabi ki,buna bagli olarak Lamba acik(dogru), lamba
kapali(yanlis) iki farkl ¢ikistir.

Lojik devrelerde DEGIL (NOT) fonksiyonu “tersleyici” diye de bilinir. Bu fonksiyonun sembolii
Sekil.11’de goriilmektedir. Tersleyicinin yaptig1 islem giristeki degiskenin tersini almaktir. Eger
giris degiskeni “A” olarak ifade edilirse, ¢ikis “A>” (A DEGIL) olarak ifade edilir. Bu ifadeleri

zaten dogruluk tablosundan gorebilirsiniz.

(@ .
A%A A A

A1£ﬁ A

Sekil.10.DEGIL fonksiyonunun 6rnek devresi Sekil.11.DEGIL(NOT) kapisi

a)Lojik sembolii b)Dogruluk tablosu
Ek.4.3. Boolean Ozdeslikleri ve Kanunlar

Asagida Boolean cebrinde yapilan islemlerde kullanilan temel 6zdeslikler listelenmistir.

1-A+0=A
2-A+1=1
3_A+A=A
4-A+A =
5-A.0=0
6-A.1= A
T-A.A=A
8—A.A =0
9-A=(A")

Boolean ifadelerinin sadelestirilmesinde bu temel 6zdeslikler disinda bazi kanunlar da kullanilir.

Simdi de bu kanunlar1 inceleyelim.
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1) Yer Degistirme Kanunu: Bir Boolean ifadesindeki degiskenlerin yer alis siralar1 onemli

degildir.
A.B=B.A
A+B=B+A

2) Birlesme Kanunu: Ayni tip islemlerin uygulanig siras1 6nemli degildir.
A.B.C)=(A.B).C
A+B+C)= (A+B)+C
3) Dagilim Kanunu: Parantezin disindaki degisken parantezin i¢indeki terimlere dagilir.
A.(B+C)=A.B+A.C
A+(B.C) = (A+B).(A+0)
4) Gereksizlik Kanunu
A+A.B=A
A.(A+B)=A
5) DeMorgan Kanunu
(A.B.Cy=A"+B+C
(A+B+C)y=A".B.C

Ek.4.4. Boolean ifadelerinin Sadelestirilmesi

Bu boliimde de yukarida goérmiis oldugunuz temel kurallar1 ve kanunlari kullanarak Boolean

ifadelerinin sadelestirilmesini inceleyecegiz.
Ornek.1 : Y = A’BC + A’BC’ + AC ifadesini sadelestiriniz.
Coziim.1:Y = A’BC + A’BC’ + AC

Y=AB(C+C)+AC [(C+C)=1]
Y=A'B+AC
Ornek.2 : Y =[ A’B’ + ( A+B’)’] ‘ifadesini sadelestiriniz.
Cozim.2:Y=[A’'B’+(A+B’ )]
Y:(A,B,)7(A+B)7’
Y=(A+B)(A+B)
Y=A.A+A.BB+A.B+B.B’
Y=A+A.B+A.B+0=Y=A+A.(B+B)=Y=A+A. 1= Y=A
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Ornek.3 : Y=(A’+B’+C’+D’) ifadesini sadelestiriniz.
Coziim.3: Y=(A+B+C+D’)

Y: Ai,.B7’ .C”'D,’
Y=A.B.C.D

Ornek.4 : Y = AB + BC + AC’ ifadesini sadelestiriniz.
Coziim.4:Y = AB + BC + AC’

Y=AB(C+C’)+BC+AC
Y = ABC + ABC’ + BC + AC’
Y = ABC + BC + ABC’ + AC’
Y=BC(A+1)+AC’(B+1)
Y =BC + AC’

Ornek.5: Y = A ( AB + C) ifadesini sadelestiriniz.

Coziim.5:A . (AB+C )= AAB + AC
AAB + AC=AB + AC
AB+AC=A (B+C)

Ornek.6 : Y = (B + AC )’ ifadesini sadelestiriniz.

Cozim.6: (B+AC) =B’.(AC)
B’.(AC)’=B’.(A’+B’)
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Ek.5.Diferansiyel Hesap, integral, Cebir, Diferansiyel Denklemler, Geometri,
Trigonometri, Olasihk ve Istatistik alanlarinda kullanilan temel 6zellikler, bagintilar ve

formiiller.

Kitabimiza ek olarak hazirlanan bu boliimde, gerek kitapta yer alan konular ve gerekse
diger bilim dallarinda yer alan belli bash tanimlar, 6zellikler, 6zet bilgiler ve formiiller
verilmistir. Bu ek boliimde Analiz, Cebir, Geometri, Diferansiyel, Integral, Diferansiyel
Denklemler, Analitik Geometri, Trigonometri, Logaritma, Fonksiyonlar ve benzeri Matematik
dallarindaki temel tanimlar, 6zellikler, 6zet bilgiler ve formiillerin yani1 sira Miihendisligin
her branginda kullanilan temel bilgiler, Olasihk ve Istatistik dallarma ait 546 adet

tanim,0zellik,6zet bilgi ve formiilden olusmustur.

Toplama _
g 1 Degisme a+b=b+a
5 2 Ozelligi Garpma a.b=b.a
=)
& Toplama _ _
= 3 Birlesme a+(b+c)=(@+b)+c=(@a+c)+b
%) Ozelligi
E 4 a.(b.c) = (a.b).c =(a.c).b = a.b.c
w " Garpma
Q Dagilma _
5 Ozelligi a.(b +c) =a.b + a.c
6 Toplama a+(-b)=a-(+b)=a-b
ve
(=]
| 7 Cikarma a+(+by=a-(-by=a+b
-l
-
~ER: (+a)(+b)=(-a)(-b)=ab
3 Carpma
= 9 (+a).(-b)=(-a).(+b)=-(+a).(+b)=-ab
o
& 10 ta_-a_ _-—a_ ta_a
- Bolme +b b __+b __—b b
+a —a —a a
1 b b b
12 Miktar = Temel x Oran
. . Yeni Deger - Esas Deger
13 Yiizde Degisim = - x %100
« Esas Deger
- o
=) " - ni: -
= 14 Yiizde Hata Olgiilen D.e.ger B111nenDeger>< 9100
i BilinenDeger
N A'nin Mikt
a 15 A'nm Yiizde kar1$1m1:Mx%100
KarisimMiktari
. 1kt
16 Yiizde Btki = % 94100
Girisg
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17 En biiyiik n bit ikili sayi 4
0+0=0
18 Toplama (1) i é _ 1
1 + 1 = 0 eldeli toplama
-4
< 0-0=0
i~ 0-1=1 eldeli ckarma
5 19 1-0=1
- Gikarma 1-1=0
=1
X
]
20 A-B=A+(-B)
0x0=0
21 Carpma (1) i é z 8
1x1=1
0 + 0 tanimsiz
" 1+ 0 tanimsiz
22 B6lme 0:1=0
1+1=1
23 [zn —1j—x
n bit x sayisinin
24 birinci tersi Bir sayinin birinci tersi 1’ lerin 0, 0 larin 1 yapilmasiyla elde
(-4 edilir.
< Ters alma
= n
>| 25 (2 —xj
X n bit x sayisinin
231 26 ikinci tersi Bir sayinin ikinci tersi, birinci tersinin alinip bulunan sayiya 1
E ilave edilmesiyle elde edilir
27 Negatif ikili sayilar Eder M pozitif ikili bir sayi ise =M, M sayisinin ikinci tersidir.
28 Tanim al =aaa..... a n adet a carpimi
29 Carpim (Xa).(xb) = Xa+b
a
30 Bolme X—b —xa~b
X
31 Kuvvet (Xa)b Xab = (Xb)a
Us Alma . n n n
E 32 Kurallar CGarpimin kuvveti (xy)" =x".y
17; X n Xn
=D 33 BSliimiin kuvveti [] =X
y yn
34 0. iis x9 =1
_a 1
35 Negatif Us X =
X
36 al/ M _n/y
Kesirli tisler
37 P/ :iljap —Ja)P




38 CGarpimin kok {ab = %/E%/E
o
C Kok e a %a
¥ | 39 kurall Bolumiin koki nf— =
,g urallan b %
40 Kuvvetin kokii Rlad = (%)q
41 Iki kare fark a’—b’>=(a-b)a+b)
o iki I 3,13 2 2
< 42 | imiiter | IKi kip toplami a’+b =(a+b)(a” —ab+b")
= .
B| 43 iki kiip farki a’—b’ =(a—b)a’+ab+b?)
S 44 Carpanlara ayrma | Eger b* —4ac tam kare ise ax” +bx + ¢ carpanlarina
< testi ayrilabilir
(-4
<| 45 Eger a=1 x*+(a+b)x+ab=(x+a)x+b)
& | a6 |Us terimliler | Genel ikinci derece acx” + (ad + be)x + bd = (ax + b)(cx +d)
n<: Ug terimli
| a7 Tam Kare iig a’+2ab+b> =(a+b)’
w
N terimlil
0 | 48 erimiter a’>—2ab+b> =(a—b)’
49 | Gruplayarak ¢arpanlarina ayirma ac+ad+bc+bd=(a+b)(c+d)
. ad a
50 |Sadelestirme —=—
bd b
51 ¢ a ¢ ac
arpma 222
o b d bd
w
B . a ¢ ad a
W | 52 Bolme —t = =—
o b d b c bc
x a,c atfc
53 Ayni paydalar —t—=
Toplama ve b b b
cikarma a,c ad  bc adztbc
54 Farkli Paydalar Rl S St
b d bd bd bd
55 Icler carpimi dislar garpimina esittir ad =bc
56 Dislar kendi arasinda yer degistirebilir d:b=c:a
a:b=c:d
E 57 | orantisinda icler kendi arasinda yer degistirebilir a:c=b:d
g 58 Icler ile diglar yer degistirebilir b:a=d:c
Oranti a:b=b:c
59 | Orta orantih
Geometrik ortalama b =++ac
60 Dogru yax yada y=kx
=
=
ur k= Oranti 1 k
=l 61 Ters yo— vaday = =
"é katsayisi X y X
62 Bilesik y a Xx.w yada y = k.x.w
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LINEER DENKLEM SISTEMLERI

burada
ax+by=c b,c, —b,c a,c, —a,c
1 D I L ve = 419 "4 ab, —a,b, #0
a,x+b,y=c, a,b, — a,b, a,b, —a,b,
_ _ bycsk, +bycyky +byek, —b,cky —bie,k, —bicsk,
Cebirsel X = b b b b b b
Coziim ax+by+cz=k a,0,C5 +a30,¢, +a,0,¢, —a;0,¢, = a,0,¢, —a,0,64
! ! ! ! a,c;k, +a,c,k, +a,c\ky, —asc k, —a,c,k; —a,c;k,
a,x+by+c,z=k,| y=
ax+bytez =k, a,b,cy +abc, +a,bsc, —asb,c, —abyc, —a,bc,
a,b,k, +a;bk, +a,bk, —a,b,k, —a,bk, —a,bk,
z =
a,b,c; +asb,c, +a,b,c, —a,b,c, —a,bsc, —a,b,c,
b a, b
Ikinci 1 1 — albz —a2b1
Derece a
2 2
a, b ¢
Uglincti a b =a,b,c; +asbc, +a,bye, -
& derece 2 2 ™2
%’1 b (a;hy¢, +a,bse, +a,bicy)
fat a, by G
é Determinantta b elemaninin isaretli mindra
2 a b c
£ d f
3 d e f| ise - ]
a . g 1
= g h i
o Mindrler | — . S— —
Bir determinantin degerinin bulmak igin;
1. Herhangi bir satir veya situn secilip isaretli mindri
hesaplanir..
2. Bu satir veya sltundaki her bir eleman ile o elemanin
= isaretli mindri carpilir.
= 3. Bu carpimlar toplanarak determinantin degeri bulunur.
1] o. s . .
£ Herhangi bir degiskenin ¢c6ziimii, paydasi katsayilar determinanti, payi ise
E o degiskenin bulundudu situna sabitler vektorii konularak elde edilen
% determinantin hesaplanmasi ile edilen kesrin degeridir.
(a]
¢, b 4 G
c, b a, ¢
5 x =12 2 ve y= 2 ©
_ % a; by a; b
£ 2 a, b, a, b,
<z =
@
£
©
O k, b ¢ a, k¢ a, b k
k, b, ¢, a, k, ¢, a, b, k,
=
9 x—k3 b, ¢, Clay kyoc Clay by ky
c = Y= z=
g A A A
= a, b, ¢ 0
Burada ; A=la, b, c,|*
a; by c,
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Bir satirin ( veya siitun) biitiin elemanlari 0 ise determinant

bir matrisin garpimi

72 Sifir satir veya siitun degeri 0’ drr.
- 73 E.’c.' it satirlar veya Eder iki satir (veya siitun) esitse determinant dederi 0 dir.
& stitunlar
w = . Eder t | kdsegen altindaki elemanlarin hepsi sifirsa
o = ger temel kdseg p
= 74 g Temel k.o 5e9en determinantin dederi kdsegen lzerindeki elemanlarin
w = altindaki sifirlar .
('7) < garpimina esittir.
7 N Satirlar ile o N .
(7} 75 :0 - Eger satirlarla sttunlan (veya sttunlarla satirlart) yer
s et situnlarin yer o - MR
= c v . . degistirirsek determinantin degeri degismez.
w 2 degistirmesi
X .
Z _E S_a_1t|rlar veya Iki satir (veya siitun) aralarinda yer degistirilirse
w 76 sutunlarin yer . - L a
a E dedistirmesi determinantin isareti degisir.
E 3 . Bir determinantin bir sabitl determinantin bt
w 77 9 Bir sabit ile carpim ir determinantin bir sabitle carpimi o determinantin biittin
Z elemanlarinin o saylyla carpimi demektir.
-l Bir satir veya . . .
- : Bir satir (veya siitunun) elemanlar bir garpanla garpilir ve
sutunun bir katinin Ly - - .
78 e diger satir veya sttunun ayni konumdaki elemanlarina ilave
digerine ilave - . o
edilmesi edilirse determinantin degeri degismez.
79 Degisme Ozelligi A+B=B+A
©
80 5 Birlesme 6zelligi A+(B+C)=(A+B)+C=(A+C)+B
o
L a b w X a+w b+x
81 Toplama ve Cikarma + =
c d) \y z c+y d+z
82 Carpilabilir Matrisler A ve B iki matris olsgr!. AB carpim matrisi gqcak A matrisinin
sutun sayisi B matrisinin satir sayisina esit iken tanimlanir.
. A e AB = BA
83 Degisme Ozellig Matris carpiminda degisme &zelligi yoktur
84 Birlesme Ozelligi A(BC) = (AB)C = ABC
85 Dagilma Ozelligi A(B+C) = AB + AC
§ 86 Carpimin boyutu (mx p)(p x n)=(m x n)
7]
E 87 Bir matrisin ve bir ¢ b _ ka kb
E skalerin garpimi c d ke kd
©
1X2)(2X1 1X1
g_ Bir stitun vektori ve ( X ) ( )
88 ] bir satir vektérinin X
© skaler carpimi (a b)[yj =(ax + by)
Bir satir vektori ve @X1D(AX2) (2X2)
bir siitun
a ax a
89 vektdriinin tensor (b)(x y) = (b by)
garpimi X y
(1X2) (2X3) 1X3)
20 Bir satir vektori ve u v ow
bir matrisin carpmi | (@ b = (au+bx av+by aw+bz)
X y z
(2X2)(2X1) (2X1)
91 Bir sttun vektori ve

R S
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2X3) (3X2) 2X2)
u x
92 iki matrisin carpimi a b c v _(au +bv+cw ax+by+cz
d e f du+ev+fw dx+ey+1z
w Z
Bir matrisin tersi ile A p-1p_
93 capim AA"=A"A=1
Bir matrisin birim CTA_
94 matris ile carpimi AI=IA=A
Bir denklem
95 sistemin matris AX=B
E formu
= 1. Herhangi satirlarin degisimi
2 lE) - Bir matrisin 2. 0 olmayan bir sabit ile bu satirlari garpma
e K} 3. Bir satirin sabit carpiminin diger satira ilave
a g edilmesi
N
] = iki 1
97 o Birim matris metodu AX B formunun h?r.'.k' taEaﬁ A . _|Ie c_;arpllfa_rak X
X bilinmeyenler vektori asagidaki gibi elde edilir.
g Ters matris
98 yontemiyle denklem X=A1B
sistemi ¢6zimi
99 | Genel form ax’ +bx+c=0
100 Kuadratik _—bt Vb* —4ac
form - 7
a
Eder a.b ve c reel Eger b’-4ac>0 gergel iki farkl kok varsa
101 | Diskriminant 9 sé |ise Eder b?-4ac = 0 Iki esit kok varsa
Y Eder b?—4ac < 0 Gercel olmayan kokler
102 n. derece ax"+a,x"" +...+a _x+a
polinom 0 1 n-1 n
Carpan Eder f(x)=0 denkleminin kokii r ise x-r f(x) polinomunun bir
103 pan garpanidir; tersine x-r f(x) polinomunun bir garpani ise r, f(x)=0
teoremi e e
denkleminin bir kokudiir.
= 104 Kesisen iki dogrunun ters agilari esittir.
]
Q —
-g ,E 105 Eger iki paralel dogruyu lglincl bir dogru keserse olusan yondes ve ig ters agilar esittir.
X g
106 Eger iki dogru bircok paralel dogruyla kesilirse karsilikli dogru parcalari orantilidir.
(/)
107 p D Kare Alan=a’
b
108 ’ ’ Dikddrtgen Alan=a.b
ﬁ d
E 109 a Paralelkenar Alan =b.h
X
[} a ” Eskenar _
G | 110 Dértgen Alan = a.h
2 a+b)h
111 E;’l Yamuk Alan = g
112 C} " Cokgen AcilarToplame (n-2).180
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113 Cevre =2.tr =mnd
o 2
114 v Alan = r’ =
S
¢ | 115 Merkez ag¢10(radyan ) = —
. rs r6
G | 116 Kesit alani = — = —
w J - 2 2
& | 117 1 doniis =27 radyan =360 1 =60dak. 1min = 60s
v
<
8 |118 Bir dik tiggende
"' v . . .
119 ,“B Bir cemberin AP tegeti OA yarigapina diktir
120 — ] tegetleri Teget AP = Teget BP
_ B OP APB agisini ortalar
il Kesi
esigen _
121 ‘B Kirisler a.b=cd
122 hacim = a’
Kiip
123 Yiizey Alan1 = 6a’
124 o Hacim = /.w.h
Dikdortgen
125 prizma YiizeyAlan=2(lh+/.w+hw)
Herhangi bir
126 silindir veya Hacim = (taban alani).(ylikseklik)
prizma
127 Dik 5|I||_'1d|r Yanal alan = (Taban gevresi).(ylkseklik)
veya prizma
. 4
128 Hacim = —.r’
Kire 3
129 Yiizey Alam1 = 4.7r’
Herhangi koni . . .
130 55 — veya silindir Hacim=(1/3).(taban alani).(ylkseklik)
~4 !,-" E i% Dik dairesel
131 - * kgglzg\;gﬁa Yanal Alan=(1/2).(Taban gevresi) X (yan yukseklik)
piramit
Herhangi koni h
132 veya diizgiin Hacim = — (A, + A, + /A, 4,)
] piramit 3
! 'c:f::,—}— Dik dairesel
3 1 koni veya _S . _s
133 :LU i diizgtin Yanal alan= 5 (taban gevrelerinin toplami)= 5 (P +P)
" Kesik Koni piramit
134 Kati benzer gekiller veya diizlemin karsilikli boyutlari orantilidir.
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Benzer duizlem veya kati sekillerin alanlari, herhangi iki karsilikli boyutun

135 oraninin karesi ile orantilidir.
Benzer kati sekillerin hacimleri herhangi iki karsilikli boyutun oraninin kiipi
136 ile orantilidir.
1
137 Areas Alan = E.b.h
Hero Formdilii:
138 b Alan:\/s(s—a)(s—b)(s—c) burada s = %(a +b+c)
i acilar _ o
139 toplami A+B+C =180
140 Sintis e .b __c
teoremi sin A4 sin B sinC
Kosinii a’=b>+c’-2bc. cosA
141 t:()sl‘lgll:lj’]si b’ =a’+c’ —2.ac. cosB
¢’ =b’>+b’>-2ab. cosC
142 Dis Agl 0=A+B
143 | Eder bir liggenin iki acisi diger bir licgenin iki acisina esitse,bu iki Giggen benzerdir.
144 | Benzer lggenlerin karsilikli kenarlari orantilidir.
145 A b Pisagor teoremi a’+bh> =c?
) y  Karsi Dik Kenar
146 Siniis sin = —= - -
_ r Hipoteniis
Trigonometric -
Ratios x  Komsu Dik Kenar
147 Kosinis cosf=—= - "
: r Hipotentis
148 Taniant fan 0 = y _ Kars1 Dik Kenar
anjan an x  Komsu Dik Kenar
149 Kotaniant - x _ Komgu Dik Kenar
otaman © y Kargt Dik Kenar
150 Sekant sech-t Hipoteniis
ekan =—= :
x  KomsuDik Kenar
151 Cosekant 0 r Hipoteniis
osekan csch=—= -
y  Kars1 Dik Kenar
. 1
152 Ters Bagintilar (a)sinfd =—— (b) cos@ = (3) tand =
cscld secH cotd
Bir dik {iggende hipoteniise ait yiiksekligin olusturdugu iki Giggenden her biri
153 b digerine ve ilk dik licggene benzerdir.
B (a)sin A =cos B (d)cotA=tan B
154 ,.A: Es fonksiyonlar | (b)cos 4 =sin B (e)sec A =cscB
Ave B aimler apilar (c)tan A = cot B (f)cscA=secB
155 Karsilikh birer kenarlari ve ikiser agilari ayni olan tiggenler estir. (A.K.A) (A.A.K)
T : o Karsilikli ikiser kenarlari ile bu kenarlar arasindaki agilari ayni olan liggenler
Ik [
156 i icgenin egsligi estir.(KAK)
157 Karsilikli kenarlari ayni olan Gggenler estir. (K.K.K)
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158 x=rcost
Kartezyen
159 Form y=rsind
160 = sz —+ y2
Kutupsal Form y
161 0 = arctan—
X
sin @
162 tan @ =
Béliim cosé
Bagintilan cos 6
163 cotld = —
sin &
164 sin”@+cos* @ =1
Pisagor 2 _ 2
165 Bagintilar 1+tan” @ =sec” @
166 1+cot>@ =csc’ @
167 sin(a = f) =sina cos f + cosasin S
168 1ki aci farki cos(a £ f)=cosacos B Fsinasin S
veya toplami
tanattan
169 tan@t f)=———
IFtana tan f
170 sin 2a = 2sina cos
- (a) (b) (@
171 Iki kat yay cos2a=cos a—sifa | cos2a =1-2sin’a | cos2a =2cos’ a—1
formiilleri
2tana
172 tan2a = ———
I-tan”
173 sin & — + [LZ 008
2
174 Yarim acgi cosg =+ /Hcﬂ
formiilleri 2 2
(a) (b) ()
a 1-cosa a sin / -
175 tan & = 2~ tan & = SIn& an® =+ l-cosa
2 sin 2 l+4cosa 2 1+cosa
. . ! 1
176 sma+s1n,8=2s1n5(05+,8)c055(05—,8)
. . . 1 !
177 | iki fonksiyonun sing —sin f =2 COSE (a+ p)sin 5 (a—p)
farki I 1
178 ve toplami cosa+cosff = 20055 (a+p) cosE (a—p)
1 1
179 cosa—cosﬂ:ZSlng(a+ﬁ)sm5(a—ﬂ)
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-

180 sinasin f = %cos(a -p)- %cos(a + f3)
ki 1 1
181 | Fonksiyonun cosacos f =—cos(a— f)+—cos(a + )
Carpimi 2 2
182 sinacos ff = %sin(a + B+ %sin(a -5
. C
183 6 = arcsin C = arctan
Ters 1-C?
trigonometrik -
184 fonksiyonlar 0 — arccos D — 1-D
D
.. Eder, b*=y ise x=log,y olur.
Ustel formun ! .
185 I . Terside dogrudur.
L k if
ogaritmik ifadesi (y>0, b>0, b = 1)
186 Garpimlar log, MN =log, M +log, N
- M
187 Bolimler log, N log, M —log, N
< |188 Kuvvetl log, M? =plog, M
E Logaritma uvvetier Eo POy
= kurallan 1
S |189 Kokler log, YM =—log, M
o) q
-
190 1'in logaritmasi log,1=0
191 Taban ile s ayni ise log, b=1
192 |Taban ile iis ayni iken kuvvet alma log, b" =n
- InN _ InN
193 | Taban degistirme logN =——=
In10  2.3026
194 | Kuvvet Fonksiyon y= ax"
195 | Ustel Fonksiyon y=a(b)™
Seri . (xInb)* (xInb)’
196 Acilimi b =1+xlnb+ ' + 3 +....  (b>0)
197 # y =a.e nt
Ustel Biiyiime In?2
198 s Yarilanma Siresi t=——
- "
199 Ustel Azalis —nt
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Bir iist limitle

_ —nt
200 | istel bilyiime y=al-e™)
201 |z biti = !
aman sabitt Biiyiime Orani
I 1 1
202 e=2+—+—+—
20 31 4
Seri Acilim 5 3 .
203 e =lix+ i Xy
20 31 4
y y=log, x
204 ;.ogar_itmik /’ (x >0,b>0,b % 1)
onksiyon
[/ p
2¢° 2a° 2d’
Inx=2a+ + + +
5 7
205 | Seri Acilimi burada
x—1
a=
x+1
206 y =asin(bx +c)
Pk Z_rr i
207 ul"}?'\ s : Periyod = %deg/ cycle= %rad/ cycle
1 I
Siniis dalgasi '
208 g 94 U * | Frekans= Lcycle/ deg= 3cycle/ rad
TR 360 2n
=5 c
209 Faz Kaymas:1 = 3
3 5 7
210 sinx=x— 42 X
3 s 7
Seri Acilin 5 7 p
X X
211 cosx=l-—+—-—
20 4 6l
212 |i nin kuvveti i=+-1, i =-1, i =—i, it :1,15 =1,
213 a+ib
214 Toplamlar (a+ib)+(c+id)=(a+c)+i(b+d)
£
215 £|  Farklar (a+ib)—(c+id)=(a—c)+i(b—d)
c
()]
216 S| Carpimlar (a+ib)(c +id) = (ac — bd) +i(ad + bc)
8
) a+ib ac+bd .bc-—ad
217 Bélme = > +1— 3
c+id ¢ +d ¢’ +d
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218 z=a+ib =r(cosf +isinf)
£
219 G a=rcost
L
x
220 ] b=rsinf
g Burada
221
§ S r=+a’+b’
i = b
222 |4 @ = arctan—
a
223 Z=rZ0 =a+ib
e
224 £ Carpma (1,£60,).(r,£0,) = (1.1, £(0, +6,)
3 r,£0 T,
225 S Bolme (529,) =-1/(0,-0,)
5 (46,) 1,
¥
226 Usler ve Kékler (r£0)" =r"£/nb
227 Euler Formiili re’’ = r(cos@ +isin )
228 g garpma rleigl _rzezﬂz — l’irzei(gl+gz)
L
= re o, 0 -6
229 g BéIme =L
= T
230 Usler ve Kokler (re'?)" =r"e™’
(0]
£ 3
231 SE a,=a, +d
EF
Aritmetik Genel _
232 Dizi Terim a,=a+n-1)d
Ortak fark=d
n(a+a,)
233 5 5, =—"
E S 2
Tt a
T O n2a+m—-d
- 2 ,, B0
2
2 3
55
235 oE a,=ra,,
2&
236 Genel a =ra"
Terim "
Geometrik P
Dizi _a(l-r")
237 5 E 0=
Ortak oran=r €5 1-r
E2
o O a—ra
238 = s, = i
1-r
239 Sonsuz S = — burada |r| <1
Toplam r
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240 Binom (a+b)" Ca el M=) 02,2 n(-D0-2) n-33  n
Acilimi 2! 3!
!
241 Gerlel rterim = n’ an—r+lbr—l
Terim (r—=D!'(n-r+1)!
_ -1 - -H(n-2 _
(a+b)" =a" 4 na" lb+n(n )an 2b2+n(n )(n )an 353 4.,
242 2! 3
Binom burada |a|> |b]|
Serisi
n(n-1 n(n—-1)(n-2
(1+x)" =1+nx+ @-D . p0=Da=2) 5
243 2! 3!
burada |x| < 1
244 Aritmetik - z X
Ortalama X = n
Merkezi Yogunluk Bir seride tek sayida terim varsa en ortadaki
245 Olgiileri Medyan terim,seride cift terim varsa ortadaki iki terimin
aritmetik ortalamasi medyani verir.
246 Mod Blr_sgrlde en ¢ok tekrarlanan veya gézlenen terim o
serinin modudur.
o o Bir serideki en biiylik deger ile en kiiglik deger
247 Degisim Aralig arasindaki farka degisim araligi denir.
N2
.. X—Xx
248 | Dagihim Olgiileri Varyans (s%) 52 :Z:(—)
n
Standart . -
249 Sapma (s) Standard sapma, varyansin pozitif karekokuduir.
i A olayinin eleman sayisi
250 Bir olayin olma P(A) = —— Y Y
olasiligi Biitiin olayin eleman sayisi
Bagimsiz iki olayin _
251 birlikte olma olasiligi P(4,B) = P(4)P(B)
Badimsiz ikiden fazla
252 olayin birlikte olma P(4, B, C,....)= P(A)P(B)P(C)---
olasiligi
Olastlik Ayrik olmayan iki
olayin birlesiminin _ _
253 SaniCh avm B P(A+ B) = P(4)+ P(B)— P(4, B)
olayn)
Ayrik iki olayin
birlesiminin _
254 olasiligi(A veya B P(A+B) = P(4) + P(B)
olayn)
¥
} 1 e 32,52
255 | Gauss Dagihimi ( /J:'\ y = e (x-W7/20
i " cV2mn
J u T
Ortalamanin standart | qp_ — o __8
256 hatasi iy iy
Standart Hata
Standart sapmanin G
257 hatasi SE, =
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Dogruluk Tablosu Venn Diyagrami Anahtar Diyagram | Lojik Kapilar
A B A-B
258 ap | 000 (’.’;ff/:b A & A AB
01 O ou" o0 :;,_D_o
Tresizim
1 0 0 AN g = f TEA; i
1 1 1 x & Hi
§ A B A+B
g 00 0 -
‘S |259 £ |OR [0 1 1
w 3 10 1 P ?
-E s 1 1 1 orx £ By
.E §
2 8 y
ﬁ A A A A+ 8
2 |260 NOT | O 1 : ﬁ___D—D
(@] A'man Rimleyeni
-] 1 O A= fxx ‘:E-'. #
xC Al
A BA®B o J‘g 5
g 000 %‘% o—/-o A i 88
261 X101 1 0 I ng_o
1o 1 aras e
1 1 0 XxXEANBE!
AND OR
262 Degisme ozelligi
AB = BA A+B=B+ A4
263 Sinirhilk 6zelligi A4-0=0 A+1=1
264 Birim &zellik A-1=4 A+0=4
't | Idempotent _ _
265 g Ozellii AA= A A+A=A4
266 | @ |Tersislem A-A=0 A+ A=1
:0
267 | £ |Birlesme ozeligi | A(BC) = (4AB)C A+(B+C)=(4+B)+C
268 | 3 A(B+C)=AB+ AC A+BC=(A+B)(A4+C)
£ Dagilma &zelligi — —
269 % A(A+B)= 4B A+A-B=A+B
-]
270 | @ |Yutma Kural A(A+B)= 4 A+(AB)= A4
271 DeMorgan Kurali B=A+B A+B=A-B
272 Us alma kurali A=4
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Uzunluk

2 2 2 2
273 Formiilii d:\/(Ax) +(Ay) :\/(xz_xl) + (¥, =)
A _
274 m=Y _ V27N
Egim (m) Ax  x, —x,
275 m=tan &
0<6<180°
276 Genel Form Ax+By+C=0
277 x-eksenine Paralel | y =b
w | 278 v y-eksenine Paralel | X =a
[~ =
m 279 = Standart Form =mx+b
= > Y
8 E y—Jy Yoy
O |280 () iki noktasi belli L=-2 1
X - X=X, X, — X,
] % y—J
- ’ Bir noktasi ve egimi _Y™h
< |28 Q el S\ m =
Z a X—X,
<
X
282 Eksen form —+ Y 1
a b
283 Kutupsal Form rcos(@—-p)=p
284 L; ve L, paralelse m, =m,
1
285 L; ve L, dikse m, =—-——-
m,
y m, —m
286 L; ve L, dogrular arasindaki agl tang = —
1+mm,
Ikinci derece egrilerin genel 2 2 _
287 denklemi(Konikler) Ax”™ +Bxy+Cy" + Dx+ Ey + F =0
Bir egrinin eksenlerinin donisliml veya kaydirimasi
288 Eksenlerin dénisimu (Oteleme) : (h,k) noktasina eksenleri 6telemek,x-eksenini h
kadar sola ve y-eksenini k kadar asagi dogru kaydirmaktir.
ili COS
289 o Dugrnerkezlilik o= p
o cosa
E e=0 ise Cember
o [ 0< e < 1ise Elips
290 X e = 1ise Parabol
e > 1 ise Hiperbol
291 Bir konigin tanimi PF =e-PD
292 Konikler igin kutupsal _ ke
denklem " l—ecosd
293 Cember:Sabit bir noktadan esit uzakliktaki noktalarin kiimesi
% " £
© £
) © £ 2 2 _ .2
294 E = § 8 X" +y =r
(&) [9p]
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Ly
295 L/ (x=h)* +(y=k)* =1
i) h x
296 Genel Form x*+y’ +Dx+Ey+F =0
Parabol:Bir diizlemde sabit bir nokta(Odak) ile sabit bir dogruya (Dogrultman) esit
297 ) o
uzakliktaki noktalar kiimesi
298 y> =4px
¥y
£ 2
299 v e | X =4py
al¥ x ‘6
L
£
¥ ©
o
E C
s 8 2
300 2 - & | (y—k) =4p(x—h)
g 0 Y S
< Y
o [ 13
P
301 Ty (x—h)* =4p(y -k)
0 hl x
Cy’+Dx+Ey+F=0
302 Genel Form or
Ax* +Dx +Ey + F =0
303 Odaklar arasi uzaklik L= | 4p |
p 2
304 Alan Alan = Eab
b
305 Elips: F ve F’ sabit noktalarina (odaklar) uzakliklari toplami sabit ve bliyiik eksenin
uzunluguna (2a) esit noktalar kiimesi PF + PF' = 2a)
2 2
X Y
") BT A
306 & /b"\ a2 + b2 =1
] R B R
£ a>b
e
£
J'r 3
g 2 2
7)) a & y_ x_ 1
307 = .
- o] & X a b
w
\ j a>b
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| (x-h)’ -k’
208 k i e
N S a b
X a>b
0 x
ﬁ\ (-’ (x-h’ _
309 ; U a’ b2
i a>b
0 Jri
Ax* +Cy* +Dx+Ey+F =0
310 Genel Form
A # C, ama ayni isaretli
311 Merkezin odada uzakligi c=+a’-b>
2
312 Odaklar arasi uzaklik L= &
a
f’fr L '\ | a C
313 M | (Dis merkezlilik) e = — = —
1 b d a
dm E "
314 Alan = wab
315 Hiperbol: F ve F’ sabit noktalarina (odaklar) uzakliklari farki sabit ve 2a noktalar kiimesi (
PF - PF' =2a)
%2 2
316 - ;?’_2 -1
a
-}
2
2 2
317 | X
% PR
‘VJL
_h 2 _k 2
318 : G-’ 0=k’ _,
a b
0 h -
YA \
2 2
319 6' k (y_k) _(X_h) =1
g a2 b2
1] =
& 0 h x
x 2 2
Ax" +Cy " +Dx+Ey+F =0
320 Genel Form
A # C, Ave C farkl isaretli
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321 Merkezin odada uzakligi c=+a’ +b*
322 Yatay Eksen Egim=+—
. . . a
Asimptotlarin egimi
o a
323 Disey Eksen Egim = ig
2
324 Ozkiris uzunlugu L= &
a
y
Eksenler 45 ° déndiiriiliirse;
325 5 =
Xy =k
326 Limit Notasyonu }gral S(x)=L
327 Apsisler-Ordinatlar fark Ax=x,—-x,Ay=y, -y
d . A . x+Ax)- f(x
d—y:hmEy:hmf( A)z S ()
Ax—0 Ax—0
328 Tdrevin Tanimi * ( A)
. +Ay) -
= lim M
Ax—0
dy dy du
329 Zincir Kurah L4 = @ au
dx du dx
d(c
330 Sabitin tiirevi (©) =0
dx
. .. . d n n—1
331 Kuvvet fonksiyonunun tiirevi —X =nx
dx
332 Bir sabitle bir fonksiyonun d(cu) _ c du
garpiminin tiirevi dx  dx
. .. . . d n n—1
333 x'in kuvvetinin c katinin tiirevi —CX =cnx
dx
. d du dv dw
334 Toplamin tiirevi —U+v+w)=—+—+—
E dx dx dx dx
=] n
335 = u'nun kuvvetinin ¢ katinin tirevi M =cnu™ ﬂ
dx dx
o d(uv) dv du
336 Carpimin tirevi =u—+v—
dx dx dx
L o d(uvw) dw dv du
337 Ucll carpim tirevi =uv—+UwW —+ VW —
dx dx dx dx
338 N terimin carpim tiirevi N terimin her biri, kendi tirevi |Ie. diger (N-1) terlr_mn
carpimindan olusur ve toplam terim sayisi N tanedir.
du dv
V——U—
339 BSIGmiin tiirevi d(u)_ dx  dx
dx\ v v?
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d(sinu) _

340 oS u—
dx dx
d(cos u) . u
341 ——=—-Smu—
dx dx
d(tan d
342 M =sec’ u a
Trigonometrik dx dx
i lirevi d(cot d
343 Fonksiyonlarin tirevi (cot u) — _csciut
dx dx
d(sec u) du
344 —————=secu tanu —
dx dx
d(cscu) du
345 ———==-—cscu cotu —
dx dx
. -1
346 d(sin_u) = 1 @ -l<ux1
dx J1=y? dx
d(cos™ u) —1 du
347 = — -l<ux1
dx Al—y? dx
348 Ters d(tan™" u) _ L du
2
Trigonometrik dx ] Lt+u” dx
349 Fonksiyonlarin Tirevi d(cot u) = —1 ﬂ
dx 1+u® dx
350 disec’u) 1 du ul>1
dx uu? =1 dx
351 d(esc”u) -1 du ul>1
dx uvu? —1 dx
() (b)
d 1 du| d du
el | =1 | —(log u) = —
352 dx(ogbu) uOgbedx dX( g, ) ulLnbdx
Logaritmik ve Ustel d 1 du
353 _ o —(nu)=——
Fonksiyonlarin Tiirevi dx u dx
d du
354 —Db"=b"—1Inb
dx dx
d , L du
355 —e =e —
dx dx
Maksimum ve Minimum noktalan bulmak igin birinci
tirev alinip sifira esitlenerek elde edilen denklem
Maksimum ve Minimum .
356 ¢Ozilir.Bu denklemin ¢ozimi olan x degerlerine sabit

Noktalar

noktalar denir ve bu noktalar ekstremum ( maksimum

yada minimum ) adayidir.
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f '(xg)= 0 olsun.Eger, x, noktasinda birinci tiirev isaret

357 Birinci Turev Testi degistirirse, xo noktasi ekstremum noktadir.
Eger, f'(x9)=0 iken xo noktasinda:
) f’(xo ) > 0 ise noktasi minimum
358 Tkinci Tarev Testi f"(xo ) <0 ise noktasi maksimum noktadir.
f"(Xo ) = 0 ise test basarisiz
f"(x)=0 olsun. Eder, x, noktasinda ikinci tiirev isaret
359 Blkam Noktalar dedistirirse xo noktasi biikiim noktasidir.
X,)
360 Newton Metodu X, =X, —f'(—
f'(x,)
361 Diferansiyel (y'nin) dy = f'(x)dx
dy
362 Diferansiyel ile yaklasik hesap Ay = EAX
363 '[F'(x)dx = F(x)+c
Belirli integral
364 [fedx=F(x)+c ve f(x)=F(x)
The Fundamental
Theorem
; filx) b
365 A= j f(x)dx = F(b)— F(a)
a
0
" b
366 Riemann Toplamlari ile A=lim Zf(xi Ax = '[f(x)dx
integral Tanimi A=04T .
b b
367 jcf(x) dx = cjf(x) dx
b b b
368 _ [l +g@ldx = [ f(x)dx+ [ g(x)dx
Belirli Integralin y g "
Ozellikleri b .
369 [feode=—[ f(x)dx
a b
b c b
370 If(x)dx:jf(x)dx+_|.f(x)dx
£3 | 42 fFx A
T o Orta Nokta = X
371 < 9 i=1
% £ Metodu
> = burada; f(x,*), i.dilimin yiksekligidir.
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Ortalama
372 Ordinat A=y .(b-a)
Metodu
Dilim genigligi esit degilse;
1
373 AZE[(XI—XO)(YI+y0)+(X2—X1)(y2+Y1)+
+(Xn _Xn_l)(yn +yn_1)
Yamuk Kurali
Dilim genigligi esitse, 7 = x, — X, :
1
374 AEh[E(yo+y,,)+y1+y2+---+y,,_1]
Parabolik h
375 Formiil A= E(Yo +4y,+Y,)
Si h
376 I&?:ﬁn Agg(yo +4y, +2y, +4y; +-Hy,  +3,)
377 Hacim = dV = ar’dh
% dh
S
7}
=
= r
2 b
(=] _ 2
378 ?’—@—7 v=x[rdn
5
£ =1 B
5 . 2 2
379 = = dv =n(r," —r”)dh
5 | 3 t
E | S an
.G w
o =
— ]
g =
. ©
a | T b
380 V:7rj(r02 —r’)dh
=]
°
8
[}
381 = dv = 2mrhdr
s
-}
(]
=
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V= 27[]1 rhdr

382
3 d 2
= | =lye{)
E dx
S Y
> x
384 o s=|.,1+|— | d
g I (dy] ’
x-ekseni;
385 [ dyY’
= s:27r‘|.y 1+ — | dx
s / dx
<
>
) ¥ _
:E y-ekseni;
b 2
386 a S=2TEJ.X 1+(d—XJ dy
RPN ! dy
Cﬂ_a b x
Y i - 1 ;
387 _bi = Rl x:zJ‘x(yz—yl)dx
388 Tj _'_______ A __Li( + ) (v, =y )dx
5 I - y_2A V1TV =0
= L"‘_'-_ a
a X
= ¥
2
5
389 X
o
>
<
B
<
390
i i
391 o gﬂ I, =A4r’
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Lo
392 Ix—gfy dx

_ 2
393 I, = J. x“ydx
i Kutupsal:
394 L . -
- I,=1+1 )
Dénme yarigapi
395 r = i
A
T'_ Paralel Eksen Teoremi
396 : 2
: r IB = IA + As
_ 8 A
| r 5
397 i @’ i I, =Mr
2 mrm
398 Disk: —- . dl =——r"dh
X s 2
Tra mru
399 Haka . =) |2 — dl =" (. — ") dh
r. d# 2
i g
400 Tahaka —*- :g' — dl = 2zomr’hdr
l——.h—-t
Disk Metodu:
b
401 Katilarn I = MJ.I’4 dh
£y dondiriimesi 2.

o Shell(Tabaka) Metodu:
402 I= 2mnjr3h dr

b—— Paralel Eksen Teoremi
8 A ]B = IA + Ms

Ortalama Ordinat Formdiili:

1 b
404 =
Yort = b_a_!f(x)dx

y = [f{x)

Etkin (Efektif) Deger:

- rms = \/ﬁ j [fOOT d

405
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406

Degiskenlerine

S(»)dy = g(x)dx

Ayrilabilen
407 xdy + ydx = d(xy)
-4 xdy—ydx
408 W TV 2)/' =d Zj
s X X
1T -
g | Integral Yontemi dx—xd
4 X —x X
409 E y—zy =dl =
a y y
] xdy—ydx y
410 E - — =d|tan”’ _j
E x4y X
411 & |Homojen D.D Mdx+Ndy=0
.E y=u.x_konarak bulunur.
412 w Form y'+Py=0
wl
E Integral j
413 s R=eg "™
~ | Lineer D.D Garpani
414 Coziim yejpdx _ J.erpﬂdx
415 Form ay +by +cy=0
Karakteristik 2
416 E Denklem ar- + bI‘ +C = O
S o Karakteristik Coziim
o a Denklemin Kokleri
§ Z
417 d § Reel ve esit degil y= Clerlx + CzerZX
@ s | .
418 = Q | Coziim Formu | Reel ve esit y=ce™ +c,xe"™
z .
3 (a) y =e™(C, cosbx + C, sin bx)
419 E Kompleks veya
a ax
z (b) y = Ce™ sin(bx + @)
=)
420 ul Form ay" +by"+cy = f(x)
[11]
= Z Z
o T
z. o < y yc yp
N =S e )
421 O =i | Genel Gdziim Homojen Kismin Sag Taraf Coziimii
o Cozimii
dy
i i |- tPy=0"
422 Bernoulli Denklemi dx
Burada; (z = yl_n) dénistimii yapilir.
423 Tanim ILf()]= j f()e™ dt
Laplace Doniisiimii 0
424 Ters Laplace | £ "'[F(s)] = f(¢)
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Euler x, =x,+Ax
425 Metodu
Y, =y, +m,Ax
Degistirilmis X, =X,+ Ax
426 Euler m,+m,
Metodu Ye=Yp + 7 Ax
N g =X, TAx
9
g yq = Yp +m0rtAX
N
S 1
~ m,, =(gj (m, +2m, +2m, + m,)
-
£
=3 = f’(x > Y )
Z Runge-Kutta peaor
427
Metodu , Ax Ax
m,=f"x, +7,yp +m, —
Ax Ax
m X, +—,y, +m, —
c=f ( SVt j
m, =f'(x, + Ax, y, + m(Ax)
428 Notasyon u +u, +u, +-tu, +-
Limit limu, =0
429 Testi now o
Kismi .
430 toplamlar nh_r)l}o S, =S
testi
= n 1
Yakinsaklik Eger ’1113;10 =
testleri u,
431 Oran testi (a) 1'den kiiglikse, seri yakinsaktir.
o (b) 1’ den bliylkse, seri iraksaktir
Q
= (c) 1’e esitse, test edilemez.
@
whd
]
E Mac- f//(o) f(n) (0)
432 | ¥ | Laurent £ =0+ f1O)x+L—2 2 g LTy
Serisi n!
” (n)
433 f(x)=f(a)+ f'(a)(x - a)+f (@ )( —a)’ +---+f7‘(a)(x—a)" 4.
n!
Taylor ( )n
Serisi xX—a n)
n. terimden Rn f ( )
434 sonra kalan
terim .
¢, aile x arasinda
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f(x)=a,/2+a,cosx+a,cos2x+a,cos3x+---+a, cosnx+:--
435 . . . .
+b,sinx+b,sin2x+b,sin3x+---+b, sinnx+---
1 Vi
436 Periyod ay =— If (x) dx
2 7
1 T
437 burada a,=— J.f(x) cosnx dx
7[ -
1 v
438 b, =— J.f(x) sin nx dx
7 -
a, p/a% 2mx 3mx
f(x)=—+a,cos—+a,cos—+a, cos—+---
= 2 L L L
439 7]
= . WX . 21X . 3nx
o +b;sin—+b, sin——+bysin—+---
)] L L L
P
2
5 | Periyod 1 &
440 | 3 2L a,=— j F(x)dx
(1t L
-L
1§ nm
441 Katsayilar a, =— J.f(x) cos —dx
L3 L
1 f . nmx
442 b =— j £(x)sin —— dx
L~ L
(a) Tek fonksiyonlarin fourier serilerine agihimlar yalniz
243 Tek ve cift sindslii terimlerden olusur. (sabit yoktur)
fonksiyonlar (b) Cift fonksiyonlarin fourier serilerine agilimlar yalniz
Simetrik kosindislG terimlerden olugur. (sabit vardir)
dalga sekli
444 Yarim dalga Bir dalganin fourier donistimleri yalnizca tek harmoniklere
simetri sahipse yarim dalga simetri vardir
Al Toplam karisim miktari= A’ nin miktari + B’ nin miktari +.....
K A, B, C..... gibi
n?ar:is(IiZer’dehcolusgtlml Her karisimin son degeri=
A2 Baslangig miktari + eklenen miktar — gikarilan miktar
. Karisim 1'deki A'nin son dederi +
A3 Tki karigim Karigim 2'deki A'nin dederi
Akig miktari = akis orani x akma zamani
A4 Akis miktan A=QT
A5 Yapilan is = is orani x galisma stiresi
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A6 Sabit kuvvet Is = Kuvvet X Yol = F£.d
|"‘—‘d _"+ F b
Lo Degisken P j
A7 = Kovvet Is = | F(x) dx
a
.. . Toplam maliyet
A8 Birim maliyet Birim maliyet = — p : Y
Birimlerin sayisi
()]
-4 A9 Basit faiz y=a(l+nt)
§ Faiz:
T | A0 t=yil, _ Yilik bilesik faiz y=a(l+n)
a = ana para, n=faiz orani,
y=Dbiriktirilmis miktar o n e
Al1l Bilesik faiz (/m) zaman/yil y=a(l+—)
m
F .
A12 ) 19 Bir nokta?_m M, =Fd
P — momenti
o A13 Dikey kuvvetler toplami = 0
= "
= Denge denklemleri _
IE Al14 (Newton’ un birinci kanunu) Yatay kuvvetler toplami = 0
(7]
A15 Bir noktadaki momentler toplami = 0
! .
. Sirtiinme _f
A16 m katsayisi H= N
A17 Diizgiin hareket Uzaklik = oran X time
(Sabit Hiz) D =Rt
Diizgiin ivmelenme | t zamanda at2
A18 (Sabit ivme a, yer S =Vl +—
degistirme 2
Baslangig hizi t anindaki
- A19 Vo) hiz v=y,t+at
5 Serbest diisme
| icin Newton’
= ’ nun _
; A20 a=g=9.807 m/s*= ikinci F=ma
z Lineer 32.2 ft/sz Kanunu
a Hareket
Ie A21 Ortalama Ortalama Hiz= Toplam alinan yol / Toplam siire
i hiz
4
wo| A22 yer s = jv dt
(4 degistirme
<
ES N ds
A23 Diizgiin olmayan y=—
hareket Ani hiz dt
A24 v=[adt
2
A25 Ani ivme a= ﬂ = d—f
dt dt
Agcisal yer —
A26 degistirme 0=wt
Diizgiin hareket r
A27 Dénme yaricapinda vV=wr
noktanin
lineer hizi
Diizgiin olmayan | Acisal yer _ J‘
A28 hareket degistirme 0 w dt
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A29 w=—
Acisal Hiz dt
A30 w= j o dt
2
A31 Agisal _dw_d0
dt dt
Yer — =
A32 degistirme | @ = va dt by y= Ivy dt
dx dy
A33 (@ v, =— b v, =—"
Hiz dt dt
A34 Lineer @ v, = Iax dt v, = Ia , dt
dairesel x ve y bilesenleri
hareket (a) (b)
dv, dv,
. ax = av =
A35 fvme dt dt
_ d*x B dzy
dt’ dt’
A36 X =Xx,Ccosw,t
Basit
harmonik Séniimsiiz kg
A37 hareket agisal hiz w, = W
[+ 4
w w
E A38 Dogal frekans f, ===
= Serbest 27
o | A39 sazl;,n;nz)l; r Eksik x =x,e " cosw,t
E Soniimlii —
(Underdamp | ssnimlii Agisal 2 C°g
E A40 ed) Hiz Wa =q[Wn —7 3
4 w
onumiu _ myt myt
Z | AL Girtiinme (overdampe x=Ce™ +Che
katsayisi = ¢ d)
. P
Kuvvet Maksimum X, = g
A42 . - - 0
Titresimleri Sapma W\/4a2W2 + (w2 —w?)?
A43 Yogunluk Yogunluk = Kiitle / Hacim
A44 Kiitle Kiitle = Agirlik / Yergekimi ivmesi
A45 Ozgiil Agirhk SG = Madde Yogunlugu / Su Yogunlugu
é Bir yuzeydeki _ .
hd6 3 Basing toplam kuvvet Kuvvet = Basing X Yiizey
A47 _?_J = — 4 Suyun icindeki F= 5!)’ dA
: bir yiizeye -
A48 e S etkiyen kuvvet F=65y4
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pH = -10 log konsantrasyon

A

A49 PH
= C= > F-32
H | ASO Celsuis derecesi (C) ile = 5( -32)
f Fahrenheit derecesi arasindaki 9
U TH -
5| As1 iliski (£) F=2C+32
- P
A52 Normal gerilim a=—
a
e
A53 Uzama E=—
L
PL
- | A% Modiil E=—"
E elastikiyeti ve
i o)
|__| A55 Gerilme yada sikistirma Hooke Kanunu E=—
E €
3 A56 Sicaklikla genlesme Uzama e=al At
-
E A57 — — Yeni uzunluk L=L,(1+aAr)
o _- = i — .
= | Ass : Eu—"-t;-l BlEm uzama =S oAt
atsayisi L
= PR e
A59 e Gerilme oc=FEe=Fa At
Sicakhik degisimi= At ] ] B B
A60 g cakiik genlesme katsayisi =a Gerilme kuvveti P=aoc=aFa At
Z F Bi i
A61 Ir yaya etk F = yay katsayis1 X uzunluk = kx
i eden kuvvet
Gerilim \V4
A62 Ohm Kanunu Akim = — I=—
Direng R
A63 Seri R=R +R,+R;+---
Direng Esdegerleri 1 1 1 1
A64 Paralel — =ttt
R R R, R,
A65 Gi¢=P=VI
y?
A66 Bir direncin giicii P= ?
A67 P=1°R
A68 Cevreler zifl;rléallfall cevredeki gerilimlerin toplami
Kirchhoff Kanunu — ,
oy Bir digume giren ve gikan akimlarin
A69 Diigiimler
toplami sifirdir.
A70 Sicaklikla direncin degisimi R=R[l+a(t-t)]
Bir kablonun direnci I
A71 o R = Ykl
"1 A
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A72 Seri 1 1 1 N 1 N
eri —=—t+—+—+"
Kapasitor Esdegerleri ¢ G C2 &
A73 Paralel C=C+C,+C;+---
A74 v geriliminde__c !fapasitesinin 0=
ylkii
Sinusoidal Form Kompleks Form
A75 Alternatif Gerilimi
v=V cos(wt+¢,) V=V,6 .~
A76 Alternatif Akim I=1, cos(wt+) 1=1,2¢,
A77 Periyod P =— saniye
w
1 w
A78 Frekans f=—=—hertz
P 2z
d
A79 Akim = a
dt
A80 Yiik q= ji dt coulombs
. dv
AS1 Ani Akim i=C—
dt
RS- I,
A82 Ani Gerilim V= —J.l dt volt
C C
]
= . E _
9 Dolma yada j=—eV/RC
A83 g bosalma R R
X aninda akim | £
E ¢ —t/RC
Bosalma T T V =Ee
A84 aninda J==x
Gerilim
=L {v(d
A85 Ani akim 1= fj (t) dt [amper]
di
. - V=L—
A86 Ani Gerilim dt
E
A87 Dolma aninda == (1- 7Rt/L)
akim
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Seri RL Devresi
Dolma yada R
A88 b:::::i‘:la Rt/L
i -
gerilim ¢ V=Ee
Rezonans N 1
A89 Frekansi ®, = E
Direngsiz:
Devresi: o, n
X
e
A91 > i=——e " sinwyt
X (OF]
Q Sonlimsiiz
(a]
2
A92 o = |o? - K
J=
"o4r?
Seri E
A93 RLC Devresi Sonimli i= elmatiog)t _ ,(-a-iog)t
K 2io, L
Enduktif _
A94 Kaynak c Reaktans X, =oL
Kapasitif 1
A95 Reaktans Xc = oC
¢ Toplam _
A96 Reaktans X=X, -Xc
X
e 2
1
A97 > Empedans 1Z|= Ry = R+ er——1
4 oC
o
< X
A98 Faz agisi o= arctanE
Empedansin )
A99 kompleks formu| Z =R+iX=Z/¢= zZe'"
. E .
A100 Kararl hal akimi i, = —sin(ot — @)
SS Z
A101 | AC igin ohm kanunu V=ZI
A102 Desibel cinsinden

kazang yada kayip

P.
G =10log,, Fz dB
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