6. BOLUM
MATRIS CEBIRI

6.1. Matrisler

Tanim 6.1: n satir ve m siitundan olusan sayilarin dikdortgen seklinde;

81 By e o

Anq Bop a
[A]= 21 722 2m

81 Apo e anm

yazilmasina n x m tipinde matris denir. Matrisler genellikle A, B, C, D, ... gibi blylk harflerle
elemanlari ise a, b, ¢, d,.... gibi kiiciik harflerle gosterilir ve [ ] veya () seklinde sembolize
edilirler. Bir baska gosterimle;

A= [aii) (1<i=n) (1<j<m) a=aij olarakifade edilirler.
Burada satir ve sltun bilindiginde sadece A = [“e;) gosterimi yeterlidir.
Ornegin; @4, - -, @3, elemanlari A’nini. satirni ag;, ... o ..., a,; elemanlar

A’nin j. siitununu ifade eder.

Teorem 6.1: A = [aii) mxn tipinde ve B = [bi}.) m x n tipinde iki matris olsun. A=B olmasi
icin gerek ve yeter kosul;

a;; = b;; (i=1, 2, ......... ,m)(j=1,2, ... , n) olmasidir.

Tanim 6.2: A= (ali) mxn tipinde ve B = (hli) m x n tipinde iki matris olsun. Buna gore,

¢;; = a;; + by; ifadesine A ve B matrislerinin toplami denir ve C = A + B ile gosterilir.
Tanm 6.3: A= [ali) mxn tipinde bir matris ve r bir skaler olmak Gzere; ¢;; = r.a;;

ifadesine A matrisinin r skaleri ile skaler carpimi denir ve C=r. A seklinde gosterilir.

Tanim 6.4: A= [E'u) mxn tipinde bir matrisve B = [b-li) n x p tipinde matrisleri verilsin.
n ) .
c;= X aik-bkj i=1,2,..... , m j=1,2,........ , P
k=1
ifadesine A ve B matrislerinin ¢carpimi denir ve C=A . B seklinde gosterilir. A ve B matrislerinin

carpimi olan C matrisi mxp tipindedir.



iki matrisin carpilabilmesi icin gerek ve yeter sart birinci matrisin siitun sayisi ile ikinci
matrisin satir sayisi esit olmaldir.

N 1-2 3
Ornek 6.1: A= 4 ve

-2 2 -3
= verilsin. Buna goére; A + B, -3A, 2B,
0 5 0 1 -1

—1.A+%B ifadelerini bulalim.

Cozim 6.1:
1-2 -2+2 3-3 -100
4+0 0+1 5-1 4 14

1 -2 3 -3 6 -9 -1 2 -3
-3.A=-3. = ve —1.A=
|:4 0 5} |:-12 0] -15} {-4 0 -5}

3
22-3] [-4 4 -6 T )
2.B=2. = ve —B=
01-1 0 2 -2 2 0 l 1
2 2
1 -1-1 2+1 -3-§ -2 3 g
AT B 1 21 - 1 121
-4+0 O+— -5-— -4 - -—
2 2 2 2
4
OrnekG.Z:A:[l 2 3]1X3 ve B=|5 matrisleri icin A.B ve B.A bulunuz.
6 3X1

Coziim6.2: A.B=[1.4+2.5+3.6]=[32] 1x1

4 4.1 4.2 4.3 4 8 12
B.A=|s5|.[1 2 3] ve B.A=|5.15.25.3 =]|5 10 15| dr.
6 6.1 6.2 6.3, l6 12 18l

e A matrisi (1x3) tipinde, B matrisi (3x1) tipinde ve A.B matrisi (1x1) tipinde bir matristir.
e B matrisi (3x1) tipinde, A matrisi (1x3) tipinde ve B.A matrisi (3x3) tipinde bir matristir.

A .B=#B. A olup matrislerin carpiminin degisme 06zelligi yoktur.



Tanim 6.5: Satir sayisi slitun sayisina esit olan matrise kare matris denir. A bir kare matris

olmak Uzere;

A=A A i, A n tane A matrisinin ¢arpimidir.

6.2. Matrislerin Ozellikleri

A, B ve C ayni tipte kare matrisler ve r, s skaler olsun.
1)A+B=B+A
2)A+(B+C)=(A+B)+C
3)r.(A+B)=r.A+r.B
4)(r+s).A=r.A+s.A
5)0.A=0
6)A+(-1).A=0
7)A+0=A
8)(A+B).C=A.C+B.C
9)C.(A+B)=C:A+C.B
10)0.A=0=A.0
11)A.(B.C)=(A.B).C

6.3. Ozel Matrisler
6.3.1. Birim Matris

n x n tipindeki ;

1 0
1 0
I= 0 1 0 matrisine n. mertebeden birim matris denir.
0 1
0 1 nEn
100 1000
10 0100
|1=[1]1X1;I2:[0 J ; 13=1010 ;I4=0010
2X2 001 33
0001 ax4

6.3.2. Sifir Matris

Bltun elemanlari 0 olan matrise sifir matris denir ve 0 = (05) ile gosterilir.



6.3.3. Kosegen Matrisler
n. mertebeden herhangi bir A = [a-li }kare matrisinin @4, 855 , ..., A, elemanlarina

A matrisinin kosegen elemanlarn denir.

10 -2
Ornegin; | 2 3 7| matrisinin késegen elemanlari 1, 3, 5 ‘tir
-1 45

Boylece, sifirdan farkl elemanlari kbsegen lizerinde bulunan matrise késegen matris denir.

A= (35) matrisinin kdsegen matris olmasi icin gerek ve yeter sart;

i# jicin aj=0 olmasidir.

100 000 200
Ornek6.3: (01 0; |0 O Of; |0 3 O |matrisleri kdsegen matrislerdir.
001 |00O 005

Ozellik 6.1: Genel olarak bir késegen matris;

[a,, 0] [a,, 0] b, 0]
a22 a22 b22
A=|. . ag seklindedir. A=|. . ag ve B=|. . by
0 Qan Jnxn 0 Bnn 0 Do Jrn
_allbll O ]
a22bZZ
iki késegen matris olmak lizere; AB=| . S VN o JON =B.A olur.
_O ann bnn_nxn

6.3.4. Skaler Matris

A= [ali) nxn tipinde bir kare matrisinde ai1=az;=...=anm=k ise (k € R)bu matrise skaler

matris denir.

4 0 0
Ornegin; [0 4 0| matrisi skaler matristir.
o 0 4



6.3.5. Ucgen Matrisler
a) Bir A= [ali) nxn tipinde bir kare matrisinde her j > iigin aj= 0 kosulu saglaniyorsa A’ya

alt Giggensel matris denir.

100
0 2 0| matrisialt Gggensel matristir.
3-15

Ornegin; A =

b) i = j olmak lzere yani kdsegen elemanlari da 0 olan matrise tam liggen matris denir.

000
2 0 0] tam Uggenseldir.
3-10

Ornegin; A =

c) Bir 4 = [ai}-) nxn tipinde bir kare matrisinde her i > j icin ajj= 0 kosulu saglaniyorsa A
matrisine list Giggensel matris denir.

1-1 4
020 matrisi Ust GUggensel matristir.
00 3

Ornegin; A=

6.3.6. Idempotent Matris
A= [ali) kare matrisi A2 = A 6zelligine sahipse A matrisine idempotent matris denir.

1 00
01 D] matrisleri idempotent matrislerdir.
000

. .. [1-17.
Ornegin; [D D]'

6.3.7. Nilpotent Matris

A= [aii) nxn tipinde bir kare matrisi icin A9 = 0 olacak sekilde bir g tamsayisi bulunabiliyorsa

A matrisine nilpotent matris denir.

Tanim 6.6: A = [aii) nxn tipinde bir kare matris olsun. A matrisinin i. satir ve j. slitununun
atilmasiyla elde edilen (n-1) x (n-1) tipindeki kare matrise A matrisinin a;; elemaninin minérii

denir ve Mj; ile gosterilir.

1-3 -2
Ornek 6.4: A= |0 4 -1] matrisinin M1z, M 23, M3, mindrlerini bulalim.
2 5 3
Coziim 6.4:
0-1 1 -3 1 -2
M1z = [ ]:> M =[ ]:} M :|: ]
12 2 3 23 7 5 32 0 -1

6.3.8. Simetrik Matris



A= (E'u) nxn tipinde bir kare matrisinde;

* a;= a;ise(i,j=1,2,..,n)ise simetrik matris,

* a;= —a; (i,j=1, 2, ..., n) ise ters simetrik matris denir.

10 1 012 3

.. 1456 . . ..

Ornegin; |0 0 0] ve 5 5 78 matrisleri simetrik matris iken;
1 0 3 368 9
0 -1 2 0 1
1 0-3 ve[ ]matrisleri ters simetrik matristir.
2 30 10

6.3.9. Tekil Olmayan Matris
A= [ali) nxn tipinde bir kare matris olsun. Eger,
e Determinant degeri sifirdan farkli yani |A| # 0, ise A matrisine tekil olmayan matris

e Determinant degeri sifirdan farkli yani |A| = 0, ise A matrisine tekil matris denir.

Tanim 6.7: A= [ali) nxn tipinde simetrik bir matris olsun. Késegen elemanlarinin toplamina

matrisin izi denir ve iz(A) ile gosterilir.
n

IEEA:] = Iﬂ’ll + afﬂ + + c-":’:-z:lz = Z a’z’z’

i=1
5 -1 0

Ornegin; A= |3 2 1|, iz(A)=5+2+(-3)=4
7 4 =3

Matris izinin zellikleri
1. iz(A+B) =iz(A)+iz(B)
2. iz(AB)=iz(A)iz(B)
3. iz(kA)=kiz(A) (k bir skaler)
4. iz(AY)=iz(A)

Tanim 6.8: Bir A = [:a-li} mxn tipindeki matriste, k tane satir ve | tane sttun cikarildiginda elde

edilen (m -k) x (n - 1) tipindeki yeni matrise A matrisinin alt matrisi denir.



1 -1 2 3 4
. .. |6 7 8 0 1
Ornegin, A= 1 2 3 —4 —c
0o 1 0 1 2
1 2 4
Matrisinde, 3.satir ve 2.ile 4. Sttunlar ¢ikarildiginda elde edilen B={6 & 1| matrisi A'nin bir
0 0 2

alt matrisidir.

Tanim 6.9: Bir A = (Hu) mxn matrisini asagidaki sekilde yazabiliriz.

Mgy 77 Oy
A=| | {o| matrisini, vy 1, +ertr,=m s, +s, +et s, =0
o Lo
Ay = (ay) (k=1,2,...,p;1 = 1,2,....q) ler A nin alt matrisleri olmak Gzere,
rexs]
Ay o Ay
Aps = Apg

Bu yazim sekline A matrisinin pargalanmasi denir. Boyutu mxn olan bir A matrisi asagidaki
kurallar dikkate alinarak alt matrislere ayristirilabilir.
Matris Parcalanma Kurallari

i.  Ayni satirdaki alt matrislerin satir sayilari esit olmal ve siitun sayilarinin toplami m

olmal.

ii.  Ayni situndaki alt matrislerin sttun sayilar esit olmal ve satir sayilarinin toplami n
olmali. Bu kurallar dikkate alinarak matrisler eleman sayisinin izin verdigi olclide alt matrise
ayrilabilir. Matris parcalanmasi essiz degildir. Ayni matrisin farkh bolimlenmeleri soz
konusudur.

Ornek 6.5: A = [ali) matrisi 3x4 boyutlu bir matris olmak Gzere asagidaki gibi dort parcaya

ayrilmis olsun.

fy @y Oy s
Ay A
A=tz Gy Gpz Qg | = A A
flg) Ogy Ogg Cgg 1 =

- [ P a. .
-~ 11 12 13 14 . _
Coziim 6.5: 4,, = [“*-1]; AL, = [am s aﬂ4]; Ay = lag ], A, = [A3z Gz g4

dir.

Ornek 6.6: 4 = matrisini parcali olarak yaziniz.

[ R I
o b
[ e R A

3 4
6 5
1 2
2 -3

=



Cozum 6.6: 44.11 = |:1 2] ’ ,511: = I:ﬂ -1 3] ’ }113 = [4]

3 5 6 0 6 5

2 1 2 21 2
Aﬂ.=[ ] AM=[ ] Aﬂ=[ ]
2Lol—1 0 2 1 0 2 23 -3

Ay A, A
olmak lUzere A4 = [ 11 1z s

Ay App ;1:3] seklinde yazabiliriz.

Burada, p =2, q=3, r1=rz=2, s1=2, 5,=3, s3=1 dir.

6.3.10. Ortogonal (Dik, Bagimsiz) Matris
A= (a;) nxn tipinde bir kare matris asagidaki 6zelliklere sahip ise bu matrise ortogonal

matris denir.

P

i ._
=

1@ @; =0 ik yada Zi-ia5ay =0
i. AAt=4"ta=1

Ornek 6.7: A matrsinin dik bir matris oldugunu gésteriniz.

1] =2 —14 2 ]
A=—|-10 -5 -—10
15 10 2 —11

A'A = AA" = Tise A dik bir matristir.

5 —14 —ll] 10 1 0 0
-10 - —llJ 14 — 2 |1=({0 1 0
‘15

10 —11 —1l] —11 0 0 1

AA =T oldugu icin A dik bir matristir.
6.4. Determinantlar
Tanim 6.10: A = [a ) nxn tipinde bir kare matris olsun. A matrisinin determinanti det A veya
|A] ile gosterilir. 1. Satira gére A matrisinin determinant agilimi;
—d+l lt+2 ) nl+tn )
detA = (-1) a11 detM11+(1) a12 detM12+ ............. +(-1) a 0 detM n

detA=) (-1)" *-a .-detM,.
,Z 1 1j

seklinde tanimlanir. A matrisinin determinanti n+n=2n tirli bulunabilir.
6.4.1. Sarrus kurali
Sarrus kurali 3x3’lik ve 2x2’lik kare matrislerde gecerlidir.

a1 a2 13
A=lajy ap aj matrisinin determinantini hesaplamak igin pratik bir yol da Sarrus

d31 432 2433 |33

kuralidir.



Sarrus kuralinda, matrisin ilk iki satirindaki elemanlar determinantin altina ya da ilk iki
situnundaki elemanlar determinantin sagina yazilarak asagidaki gibi yapilarak determinant
pratik yoldan bulunur.

e A matrisinin ilk iki satir ilavesi ile determinant hesabi;

dyy dy3 dy3
85, 85, &g

|4] = |as1 a3z a3
dyy #93  dyg
81 dzz dz3

= ayy 85,853 T 8py83;83 T 838,855 — 83985783 — 8y 85,83 — 85785853

e A matrisinin ilk iki situn ilavesi ile determinant hesabi;

|A| = |@2182; Qa3 A3y Qas

Ty Qyallyg Oy ﬂ"1:]
fl3y 3z Oy O3y O3z

=ayyaxazy + Aa58;3385; Ta538;5)85; — 3135583 —A358533;) — A33d;;3);

Tanim 6.11: A = [ali] bir matris iken A matrisinin transpozesi (devrigi) At ile gosterilir ve A
matrisinin satirlarinin stitunlari ile veya sttunlarinin satirlari ile yer degistirilmesi sonucu elde
edilir. Yani;

A= (ay) iken A® = (a;) dir.

Ornegin;
1 14
A=[1 2 3], Al =|2]| veya A:123 = Al=(25
3 4562)(3 36
3x2
37
4
A:FA'SG} oA 8
7809 2],, 59
6 2lax2

6.5. Determinantin Ozellikleri

A= [aii) nxn tipinde bir kare matris olsun. Buna gore;

1) A’ninbirsatiri O ise detA =0

2) A’nin herhangi iki satiri esit ise detA=0

3) A’nin herhangi iki satirinin kendi aralarinda yer degistirmesiyle elde edilen matris B ise;

detB = - detA



4) A’nin herhangi bir satirinin katinin diger bir satirina ilave edilmesiyle elde edilen matris B
ise; detB = detA

5) A’nin herhangi bir satirinin k sayisi ile garpilmasiyla elde edilen matris B ise;

detB =k . detA

6) det At =detA Yani bir matrisin determinanti ile transpozesinin determinanti aynidir. Bir
baska deyisle simdiye kadar satirlar icin sdylenen 6zellikler situnlar icin de gegerlidir.

7) A matrisi Gst licgen matris ise, A'nin determinanti kdsegen lizerindeki elemanlarin
garpimina esittir.

8) det(A.B)=detA. detB olup burada A ve B ayni mertebeden iki kare matristir.

Teorem 6.2: A = [:a”) nxn tipinde bir kare matris olsun. A matrisinin tersinin olabilmesi igin
gerek ve yeter sart; detA # 0 olmasidir.
Tanim 6.12: A; = (—1)"™ detM;  yada A; = (1) .|M;| (,i=1,2, .., n)

seklindeki sayilari tanimlayalim. A;; sayisina a;; elemaninin kofaktérii (eg¢arpani — isaretli

minori) denir.

A matrisinin kofaktorii A«f ile gésterilir.

f — (A \t =
AT = (A4)° = A5 gir. Yani, A matrisinin escarpan matrisi A’'nin escarpanlarindan

olusan matrisin transpozesine (devrigine) esittir.

Tanim 6.13: A= [a“) , N x n tipinde kare matris olsun. A matrisinin tersi;

t

ALALALL 1
A®" = Ay A LA, iken A_lzdetA-ACOf
AziAA

olup A matrisinin tersi olan A1 matrisi A<’ ile ﬁ carpimina esittir.
e

Tanm6.14: A = [a“) mxn olan bir A matrisinin, determinanti sifirdan farkli en blyuk alt kare

matrisinin mertebesine A matrisinin ranki denir ve r(A) ile gosterilir.



m < niser(A)=m
Boyutu mxn olan bir A matrisinin ranki, boyut sayilarinin, m ve n, kiigigline esit ya da

ondan daha kucuktir.

Eger A bir nxn kare matrisi ise:
i. |A| =0ise r(A) < n (Tekil matris)
ii. |A| = 0ise r(A) = n (Tekil olmayan matris)
Matris rankinin 6zellikleri asagidaki gibidir.
1. r(A) =r(A")

2. r(aA)=r(a™)

-1 0 1
Ornek6.8: A=|0 0 1] matrisinin det A=0 oldugundan rankA, 3 ten kiigik olmalidir.
1 0 0

-1 17, _ -1 o1y . .
A= [ 0 1] ise detd, = ‘ o 1‘ = —1 oldugundan rankA= 2’dir.

—1 2 0
Ornek 6.9: B = 1 1 1 ] matrisinin rankini bulmak icin determinantini bulalim.
3 -1 0
-1 2 0
detB= | 1 1 1 [=5 oldugundan rankB=3 olarak bulunur.
3 -1 0

6.6. Lineer Denklem Sistemleri
Q%) + Xy + e e+ Ay X, = by (i=1,2,....,n)
ifadesi n- bilinmeyenli n- denklemden olusan bir lineer denklem sistemidir. Agik olarak

asagidaki gibi ifade edilir;

Ay Xy + QX + et A x, = by
Qg1 Xyt Oy Xy T e v T Agp Xy, = by

1y + Apaia + + Oy = bu



Matris biciminde gosterecek olursak bir lineer denklem sistemi; AX=B seklinde gosterilir.

11 Q12-0eex0n 1n X1 by
Q1 Qgevevsss on X2 b,
A= X= B =
Any Qpaeseeeees Ann’ pxn n’ nxi bﬂ nx1
nxn’lik kare matris Bilinmeyenler matrisi Sabitler vektori

Teorem 6.3: AX=B lineer denklem sisteminin ¢ézimuniin olmasi igin gerek ve yeter kosul
Al yani A matrisinin tersinin mevcut olmasidir.
AYin mevcut olmasi icin gerek ve yeter kosul ise Teorem 6.2’den detA # 0 olmasi idi.
AX=B ifadesinin her iki yanini A ile carparsak;

ALAX=A1B

X=A1lB c¢oziim vektoéridir.

6.6.1. Cramer Kurali

A1y %) T QypXy 0 e et Ay Xy = by
Qg1 %y T+ Oy X + " weee v T Agp X, = by
Xy + OaXy + vt a,x, = b, denklem sistemini ¢cézmek igin;
x; = A larak hesapl
= olarak hesaplanir. (i=1,2,.....,n
i det A p ( )

Burada, Ai matrisi A matrisinin i. sitununun B matrisiyle yer degistirilmesiyle elde edilir.

6.6.2. Matris, Determinant ve LDS (Lineer Denklem Sistemi) Ornekleri

325

Ornek 6.10: A=| 4 1 6 |matrisinin;
2 31

a) detA=?

b) A =2

c)Al=?



Coziim 6.10:
a) A, 3x3’lik bir kare matris olup istedigimiz bir satir (3 tane satir var) veya istedigimiz bir
situna ( 3 tane sltun var) gore veya Sarrus kuralina gore satir ilave veya sutun ilave edilerek
gore 8 farkli yoldan determinant hesaplayabiliriz.
e Birinci satira gore determinant hesabi;
A =()*.(3) ; (15
|A=(3).-18) + (-2).(4 —12) +5.(12 — 2) =-51+16 + 50 =15

142 4 6
(D@

4 1
+ ()3 .(5). , o715

e Sarrus satir ilaveye gore determinant hesabi;

lA| = =15ise

o o= oo LN

2
1
3
2
1

W B e W

|A=(3).1. 1+4.3.5.42.2.6-2.1.5-3.3.6-4.2.1=15

e Sarrus sltun ilaveye goére determinant hesabi;

3 2 5 32
4 1 6 4 1
2 3 1 2 3

|4l =

[4]=311+ 2624+ 543-215-363-142=15

b) Acf=?
Aijz('l)iﬂ- Mij
Au= (1M |=(1p2| 16 |2 si28) = 17
p= (112 Mual spe | € a12) =8
A= (173 Masl (| 2 Tt (12.2) =10
2 3
2

2 |- (2-15)= 13

A =_12+1Mq_ =_12+1
2= (1) My |= (1) 3 1

Aso= (-1)2+2|M:: |= (_1)2+2

3 5]_ ) _
; 1‘_+(310)_7

A= (215 = (1922 3 2= -(0)=-5
An= (1P7IMy |= (1P| 22 | =+ (12:5)=7
An= (1P72IM5 = (122 |3 2| =-(1820)=2




Aa= (I |= (1927 2| =+ (3-8)=-5
A A A ‘ —17 8 107 [-17 13 7
AT = Ay A5 45, =[ 13 - —5] =l 8 -7 2
Agy Az Ass 7 2 -5 10 -5 -5

A = LAAC‘” oldugunu biliyoruz. Buradan Al ;

det

_ry L7

=17 13 7 15 15 15

1oL _ - |2 oz =
A= 15[ 8 7 2 ] T = olarak hesaplanir.

10 -5 -5 10 -5 -5

15 15 15

Ornek 6.11: —3x, +2x, 4 5x;= —8
—2x; +3x,+ x; =9 lineer denklem sistemini;

a) AX=B matris formu ile b) Gauss eliminasyon yontemiyle ayri ayri ¢oziiniz.

Coziim 6.11: a) AX=B Matris formu: Lineer denklem sistemini 6nce matris biciminde yazalim.

-3 2 5 xy -8
A=|4 -1 -6 X = |x, B= |13
2 3 1 3 9

AX=B = ALAX=A"'B = IX = A'B = X= A 1B esitliginden X ‘i hesaplayalim.

17 13 -7 1
15 15 15
X=4A"1p = il— 8 7 2 _183
S 1 |15 15 15|’ 9
N ECR R
15 15 15
17 —20

13 -7 —
S (8 + . (13)+ -9

s | -2
=|Z.(-8)+ <. (13)+ .9 |- E =[ 3]
L+ l.an+ o —1_6;' 4
xy=-2, X =3 wve x3 = -4 olarak bulunur.
b) -3x1+2x2+5x3=—-8 LDS’sini Gauss eliminasyon

dx1—% —6x3=13 ile cozelim.

—2x1+3x2 +x3=9



D1.... —3x1+2%X+5x3 =—8
Da......... 4x1 —X%x2 —6x3 =13
Ds...... -2x1 +3x2 + x3=9

1.Yaklasim : 3 denklemi 2’serli kullanarak x1’i yok edelim.

D,ve D3 denklemlerinden;

D,+ 2. D3 = 4x1— x2—-6x3 =13
—4x1+6x2 +2x3 =18

+

Ds ... 5x2 —4x3 =31bulunur.
Dive D2 denklemlerinden;
4.D1+3.D2 = —12x1+8x; +20x3=-32
12x1—3x2 —18 x3=39

+
Ds....... 5x2 +2 x3=7 bulunur.
Boylece Dave Ds;
Da.euveeee. 5x2 —4x3=31
Ds.coeeneen. 5% +2x3=7

iki bilinmeyenli iki denklemden olusan LDS elde edilir. Ds ve Ds denklemlerinden x, yok
edilerek;
Da+(-1).Ds = 5x2 —4x3= 31

-5x —2x3=-7

—6x3 =24 ise x3=—4 olarak bulunur.
Bu deger Dsveya Ds’te yerine yazilirsa;
5x; —4(—4)=31 —+ X2=3 veya
5x2+2(-4)=7 —+  x2=3 bulunur.
Simdi de x2 = 3 ve x3 = —4 degerleri Dj, D2 veya D3’ten herhangi birine yazilirsa;
D1 = —-3x1+2(3)+5(-4) =-8
= -3x1=6
= x1=-2 bulunur.

Boylece; x1=-2,x2=3,x3=—4 olur.



Ornek 6.12:

-x+2y-3z=1 lineer denklem sistemini AX=B ters matris yontemi ile ¢6zliniz.
5x-3y+2z =3
X-y+4z=-3

Coziim 6.12: Lineer denklem sistemini dnce matris biciminde yazalim.

-1 2 -3 X -1
5 —3 21 ; X= l}’l ; B= 3
1 -1 4 z —3

—5

—7

A=
=+ (-12 +2)=-10 a,; = —(8—3) = -5 a;, = +(¢4—9) =
a,= —(20—2) = —18  a,, = +(—16+3) =—13 a,, = —(8+15) =
a,; =+(—5+3) =-2 a,; = —(4—2)=-2 a;; = +(12—10) =2
-1 2 -3
|Al=] 5 -3 2 =10
1 -1 4
X=A"1.B
o 5 5 (—10).(—1) +(- 5}3+| s).—3)
e 1o 10 1o —1
l]_ 18 13 7 I ] (—18).(-1)+ (- 13}3+| 73-3) [ ]
Yi=\|—-—7 7% —=I| 3F
1o 10 1o
z 2z 2z 2 | L=3 (-2).(- 1}+| "}3+*'| 3)
1o 10 1o
Ornek 6.13: 2x-y+3z =-6 LDS’ini  a)Cramer kurali ve
-3x+4y-2z= 4 b)Gauss eliminasyon ile ¢ozlinlz.
5x-2y +z =5
Coziim 6.13: a) Cramer kurals;
6 -1 3-6 -1
4 4 -2 4 4
_lAd s 5 15 2
4] 2-13 2 -1
-3 4-2-3 4
5-2 1 5-2

_(—6).4.1+ (—1)(=2).(5) + 3.4.(-2) — 543 — (—=2).(—2).(=6) — L.4.(—1)

2414 (—1).(—2).5+3.(—3).(-2)— 543 — (-2).(—2).2 — 1.(=3).(—1)

—'.'-"I}
=""=2
—35



2 -6 3 2 —6
-3 4 -2 -3 4
_lAl s 51 5 5
| Al -35

'LJ'

_ 241 +5(=2).(=6) +3.(=3).5 = 54.3 —5.(=2).2 = 1.(=3).(=6) _ =35

'!.‘:l' =1
: —35 —35
2 -1 -6 2 —1
-3 4 4 -3 4
_ 45l s —2 5 5 —2
z_ =
|Al —35
_ 245+ (-1).45+(—6).(—3).(—2) — 5.4.(—6) — (—2).42—5.(—3).(—-1) _ 105
== —35 " 35
=—3

b) Gauss eliminasyon; 6nce X’i veya y’yi veya z’yi yok edebiliriz. Once z’yi yok edelim.

D1 = 2x—y +3z=-6

D2 = -3x+4y-2z=4

D3 = 5x-2y +z =5
D,+2.D3 = -3x+4y-2z=4

10x—4y + 2z=10

+

7x=14
x=2
Bu deger istenilen iki denklemde yerine yazilarak y ve z ‘ye bagh iki bilinmeyenli iki denklem
elde edilir. D1ve Dy ‘de x yerine 2 yazilirsa D4 ve Ds elde edilir.
-y +3z=-10 =Dy
4y—-2z= 10 = Ds
Burada y yok etmek 4 Ds+ Ds islemi yapilirsa;
4D4+Ds = —-4y+12z =-40
4y—-2z =-10

+

10z=-30
z=-

4y-2.(-3)=10isey=1ve ¢b6ziim : x=2,y=1, z=— 3 bulunur.



6.7. Vektorler

Fizikte kitle, uzunluk, sicaklik, hacim gibi yalnizca sayisal degeri olan biylkliklere skaler
biiylkliikler denir. Bunlara dogrultu ve yon belirleme geregi yoktur. Bunlarin disinda yer
degistirme, hiz, kuvvet, ivme gibi buylkliklerin hem sayisal degerleri hem de yonleri vardir.
Bunlara vektorel bliyiklikler yani kisaca vektor denir.

Bir vektor, baslangic noktasi denilen bir P noktasindan, bitim noktasi denilen Q noktasina
%

yonlendirilmis bir PQ dogru pargasidir. (Sekil 6.1)

Bir vektorin elemanlari;

a) Baslangic noktasi b) Dogrultusu c¢) Yonu  d) BuyuklGgi

Q

P

Sekil 6.1. Bir vektoriin elemanlari

—

Bir vektoriin bu 4 elemani bilindigi zaman, bir vektor tamamen belirtilmis olur. Vektori 4

veya PQ ile gosteririz. Vektoriin uzunlugu ise IPQ@|veyalAl ile gosterilir.

6.7.1. Vektor Cebiri

Sayilarin cebrinde bildigimiz toplama, c¢ikartma ve c¢arpma islemleri uygun tanimlarla
vektorlerin cebrine genisletilebilirler.

6.7.1.1. iki Vektoriin Esitligi

— —

BlyuklGgu ve yoni ayni olan Ave B vektorlerine, baslangic noktalarina bakilmaksizin esittirler

denir. (Sekil 6.2)

A = B ile gosterilir.

Sekil 6.2. iki vektoriin esitligi



6.7.1.2. Bir Vektoriin Negatifligi

—

Yonl, A 'niin yonUnun karsiti fakat A ile ayni blyuklikte olan —A vektoriine A’niin negatifi

denir ve —A ile gosterilir. (Sekil 6.3)

Sekil 6.3. Vektoriin negatifligi

6.7.1.3. iki Vektoriin Toplami (Paralelkenar Kurah)

> > - -
A ve B vektorlerinin toplami veya bileskesi, B * nin baslangi¢ noktasi A’ nin bitim

- - —> —>
noktasina birlestirilerek olusturulan C - dir. C toplami C = A+ B seklinde yazilir.

En son sekil vektorlerin toplanmasina ait paralelkenar yasasidir. (Sekil 6.4)

Sekil 6.4. Paralelkenar Kurali ile Vektdr Toplami

6.7.1.4. ikiden Fazla Vektoriin Toplami (Cokgen Yéntemi)

Bu yontemde bileske herhangi bir uygun noktadan baslayarak bir 6lcege gore bitin vektorleri
bir 6ncekinin ucuna eklemek sureti ile bulunur. Yani her vektorin baslangici bir 6énceki
vektorin oklu ucu olur. Bu sekilde olusan cokgeni tamamlamak (izere cizilen dogru, vektorlerin

bileskesi olur. (Sekil 6.5)



>
ot

Sekil 6.5. Cokgen Yontemi ile Vektor Toplami
6.7.1.5. iki Vektoériin Farki

A ve B vektorlerinin 4 — B seklinde gosterilen farki dyle bir C vektorudir ki B vektoru ile
toplandigi zaman A vektériinii verir. Buna esdeger olarak 4 — B vektori, 4 + (—F) vektori

— — — — —

seklinde tanimlanabilir. Eger A = B ise 4 — B sifir vektor olarak tanimlanir ve 0 vektord ile

gosterilir.

-

0 vektérantn buyiklugi sifirdir fakat yénii tanimlanmis degildir.

6.7.1.6. Bir Vektoriin Bir Skalerle Carpimi
Bir A4 vektorinin k skaleri ile ¢carpilmasi, blyukligu 4 vektortnin biyaklagiunin k kati olan

—

ve yonl k’nin pozitif veya negatif olmasina gore, 4 vektorinin k ile ayni veya karsiti olan bir

kA vektoraduar. Eger k=0ise kA4 =0dir.

6.7.1.7. Vektor Cebrinin Ozellikleri
-> o> >
A, B, C cgvektorvek, rikiskaler sayi olmak lizere;
> = > >
1) A+B=B+A Toplama igin degisme ozelligi
2) A+ {B + C] = (ﬁl + B) +C Toplama igin birlesme 6zelligi
- - -
3) k.( r.A )=( k.r ) A= r.( k. A ) Garpma igin birlesme 6zelligi
% ﬁ ﬁ . . v .. R
4) (k+r )A=k A+r.A Carpma icin dagilma o6zelligi

5) k. (A + B) =k.A+ kB Carpma icin dagilma 6zelligi



Ornek 6.14: Bir araba tam kuzeye dogru 3km yaptiktan sonra kuzeydoguya dogru 5km vyol
aliyor. Bu yer degistirmelerini grafikle gosteriniz ve bileske yer degistirmeyi;

a)Grafikle, b) Hesapla belirtiniz.

Co6zim 6.14 :

a) Grafikle ¢6ziim Sekil 6.6 da gorilmektedir.

A
Q
B /o
fv’fwé
AV A
A.. ....... <’§ .
A
Sekil 6.6.

Uzunluk yaklasik 7,4 km’dir. Dogrultusu 61,5 kuzey-dogudur.
b) Hesapla bulunmasi;

OPQ lggeninden kosinls kuralina gore;

M
C*= A%+ B* —24BCos OPQ
?=3% +5%2—-235.Cos135°
€2 =34415V2=5521=> C = 7,43 (yaklasik)
Sinls kuralindan;
A C
sinOQP  sinOPQ
AsinOPQ _ 3(0,707)
C 7,43

sinOQP = =0,2855= OQP =61°35"

%
OQ vektoruniin biyiklugi 7,43km ve dogrultusu kuzey-dogu (45°+16°35")=61°35"drr.

Tanim 6.17: a = |al.u esitligini saglayan  vektoriine, a vektori ile ayni dogrultu ve yone

| w1

sahip olan vektore birim vektor denir. Buradan; u = =, a vektoriniin dogrultu ve yonindeki

!

_)
birim vektor, a yi1lile carpmak suretiile bulunur. Kisaca uzunlugu 1 olan vektoére birim vektoér

denir.



Tanim 6.18: Bir dik koordinat sisteminin pozitif x, y ve z eksenleri ile ayni yonde bulunan i, j ve
k birim vektorlerine dik birim vektérler denir. Aksi soylenmedikge sag dik koordinat sistemleri

kullantlir.

- > 2

Baslangic noktalari cakisik olan ve ayni diizlemde bulunmayan A, B ve C  vektérleri

verildigine gore, eger sag disli bir vida A’ dan B’ ye 180° kiglik bir agi kadar
> o5 -

dondirulduginde C yoninde ilerlerse A |, B, C pir sag sistem olusturmaktadir denir.

.. -
Tanim 6.19: Ug boyutlu uzayda herhangi bir A, baslangi¢ noktasi bir dik koordinat sisteminin

O baslangi¢ noktasinda bulunmak Gzere gosterilebilirler. (Sekil 6.7)

y
* (ALAA,)

=4

Al

—4

4

o

Sekil 6.8. Bir Vektoriin Bilesenleri

-

Baslangi¢ noktasi O olan bir A limit noktasinin dik koordinatlari (4, 4,,4,) olsun. 4,, 4,, A,

%
vektorleri A vektorlnin sirasiyla x, y ve z yonindeki dik vektor bilesenleri veya sadece

— — —

—> — — —
bilegsen vektérleri denir. A, i, A, j.A;k’nin toplami veya bilegskesi A = (Ali,A:j ,Ask) dir.

— [
—3 I P - -
Tanim 6.20: A yektériiniin uzunlugu, 14| = ,Nlﬂf + A;" + A3 dur.

.. -
Ozel olarak, O(baslangi¢ noktasi)ni (x, y, z) noktasina birlestiren I yer vektord;

— —

- . . - . — =% 3
r=x1i+yj+zk veuzunlugu|r| = x>+ >+ z¥dr.

Baslangic noktasi P (x1, y1, 1) ve bitim noktasi Q (x2, y2, z2) olan vektor;

P’ ninyer vektoriiry = x,.i +¥,.j +z,.k

Q’ nun yer vektord : r; =x,.1 +¥,.j +2,.k olsun. (Sekil 6.8)

Buna gore;

PQl =75 — 7, = (xyf + 3,5 +24k) = (a1 + 325 +2,k)



= (xy—x) i + (=¥ +(z,— 2,).k

|PQ| = "f(xg —x )7+ (v —y)* + (2, —2,)°

P(Xllyllzl)

Q(XZYyZ’ZZ)

Sekil 6.9. Bir Vektorin Uzunlugu

Tanim 6.21: V vektor uzayinin her bir elemani v, V5, ..., Vi, vektorlerin lineer birlesimi olarak
ifade ediliyorsa vy, v,, ..., Vi, vektorleri V 'yi geriyor ya da V’yi gerer denir.

Ornek 4.15 : V=R3igin
1 1 1

v, = |2|, v =|0| v5 =|1] olsun.k, r, s reel sayilar olmak tizere vy, V4, V5 vektorlerinin
1 2 0

k
r | vektord alinir ve
s

V'yi gerip germedigini gérmek icin V’den herhangi bir v =

v =xv, + yv, + zvy

esitligi saglayan x, y, z reel sayilari hesaplanir.

X+y+z=k
2X+z=r
X+2y=s
Lineer denklem sisteminin ¢6zim{;
-2k+2r+s k-r+s ik-r-2s
= ) == ) Z =
3 3 3

olarak elde edilir. Boylece vy, v, vy vektorleri V'yi germis olurlar.

6.7.2. Lineer Bagimli ve Lineer Bagimsiz Vektorler



a,v, + a,v, + -+ a, v, = 0 olacak sekilde hepsi birden sifir olmayan a,, a,, ..., ay, sabitleri
bulunabilirse V vektor uzayindaki v, Vs, ..., Vi, vektorleri aralarinda lineer bagimhidir denir.
Aksi halde ¥, Vs, ...,V vektorleri aralarinda lineer bagimsizdir denir. Yani v,.Vs, ..., Vg
vektorleri aralarinda lineer bagimsiz ise

avy +agvy + ot v =0

esitliginin saglanmasi ile a, = a, = = = a, = 0 olmasi ile miimkindiir. 8 =(vy, V4, ..., V)
olsun. vy, v, ..., v vektorleri lineer bagimli ise S kiimesine lineer bagimh, vektorler lineer

bagimsiz ise S kiimesine lineer bagimsizdir denir.

) - > -
Ornek 6.16: A =(1,1,0), B =(0,1,0), C =(1, 0, 1) vektorlerinin lineer bagimsiz olduklarini

gosteriniz.
Coziim 6.16: x, y, z bilinmeyen sabitler olmak lzere;
x(1,1,0)+y(0,1,0)+z(1,0,1)=(0,0,0)
(x+z,x+vy,2)=(0,0,0)

Buradan sistemin ¢éziimiinden x =y =z = 0 bulunur.

O halde, 4 , B ve (C vektorlerilineer bagimsizdir.

) - > -
Ornek 6.17: A =(1,0,1), B =(2,1,1), C = (4, 3, 1) vektorlerinin lineer bagimh olup

olmadigini arastiriniz.
Coziim 6.17: x, y, z bilinmeyen sabitler olmak Uzere;
x(1,0,1)+y(2,1,1)+2z(4,3,1)=(0, 0, 0) olsun.
(x+2y+4z,y+3z,x+y+2)=(0,0,0)olur.
Buradan,

X+2y+4z=0
y+3z=0
X+y+z =0
homojen lineer denklem sistemi elde edilir. Sistemin sifir ¢goziimden baska ¢éziimlerinin olmasi

icin katsayilar matrisinin determinanti sifir olmalidir, buna gore sistemin katsayilar matrisinin

determinantini bulalim:



1(1-3) +1(6-4) =0 oldugundan, sifir ¢ézimden baska ¢ozimleri de vardir.

_ o P

R RN

= W b~
n

— — —

A ,B ve C vektorleri lineer bagimhdir. Determinantin degeri sifirdan farkli oldugunda sifir

¢Ozim tek ¢ozimdir. Bu durumda vektorler lineer bagimsizdir.

) - > -

Ornek 6.18: A =(3,1,4), B =(-2,5,1), C =(4,7,9)vektorlerinin lineer bagimli (yada lineer
bagimsiz oldugunu ) olup olmadigini arastiriniz.

Coziim 6.18: X, y, z bilinmeyen sabitler olmak lzere,

X(31114) + V(‘2,5;1)+Z(4,7,9)= (OIOIO)

Jx—2v+4z=10 3 -2 4
x+5}’+?z=l]1 1 5 7| =0olur
4x +y+9z=0 4 1 9

Lineer homojen denklem sistemini verir. Bu lineer homojen denklem sisteminin asikar
¢O6ziimden baska ¢ozlimlerivardirve p € IR icin x=-2p, y=-p ve z=p bir ¢cd6zlimdur. Yani verilen

vektorler lineer bagimli olup, herhangi bir p = 0degeri igin;

—Ep.ﬁ — p.g +p.E=O ve buradan EE + g —E olur.
Bu son ifade verilen vektorler arasindaki lineer bagintidir.
Lineer bagimlihgin geometrik yorumu ise;
e Simdi n=2 ve n=3 i¢in, yani 2 ve 3 vektoriin lineer bagimli olmasinin, geometrik olarak

ne anlama geldigini gérelim. a, b, c# Oolsun.

—

e 4 wve B lineer bagimh oldugunda x ve y’den en az biri sifirdan farklidir.

—

Varsayalim ki, x # Oolsun. Dolayisiyla; m —_Y olmak tizere 4 = mB yazilabilir. O halde iki
X

vektor lineer bagimliysalar paraleldirler. Tersine olarak, paralelseler lineer bagimhdirlar.

- =

x4 +vB +zC =0,yanid ,BveC
lineer bagimli vektorlerse x, y ve z’den en az biri sifirdan farkhdir. Bu durumda;

Y _ m ve _Z_ n olmak Uzere;A = mB +nC yazlabilir.

X X

Bunun anlami A ,B ve C vektdrleri ile aym diizlemdedir.

O halde, Ug¢ vektor lineer bagimliysa bunlardan biri diger ikisinin lineer bileskesi olarak

yazilabildiginden, lg¢ vektor ayni dizlemdedir.



— — — — = —

Tersine A vektdrii B ve C'nin dizleminde degilse,A B C lineer bagmsizdir.

6.7.3. Skaler Carpim

—

A.B =14]|Bl.Cos8 (0<O<T)

z)ﬁ(§+Ej=E§+EE
3) k(4+B)=(ka)+B=a+(k.B)=(4+B).k
4) ii=jj=kk=1

ij=jk=ki=0

—* - —* —*

5) A=A1 +A,j + Ak, B=B,i + B,j + B;k iki vektor olsun.

AB=A,.B, +A,.B, +A,.B,

A — —
-

AA=A"=A 4+ A2+ A5 B =

-
-

=B +BI + B;

6)A.0=0.4=0

—

7) A.B = |Al|B|.Cos#; @ bu vektorler arasindaki agidir.

——

0<08<n oldugunda A.B < |A.B| < |4].|B| olur.

6.7.3.1. Skaler Carpim ile ilgili Geometrik Yorumlar ve Sonuglar

A.B = |Al|B|. CosB, esitligi gosteriyor ki;
1) iki vektoriin skaler carpiminin mutlak degeri bunlardan birinin uzunlugu ile digerinin bu

vektor Uzerindeki dik izdiisimi olan vektériin uzunlugunun carpimina esittir. Ozel olarak;

— — -+ — %
ornegin Abirim vektor ise A.B B vektérianin A vektori Gzerindeki dik izdUsiminin

-

uzunlugudur. Ustelik bu durumda {A.B} .Avektort, B nin 4 vektori Gzerindeki dik izdlislim

vektoradir.



-
.
rd i
-
- .
o~ 1
- ~ 1
0 A8 i .
¥ —_— —
N
4 |B|: cos & |
- — -
Sekil 6.9.a) B nin A vektori Gzerindeki

_)
Sekil 6.9. b) B nin A vektoru Gzerindeki

dik izdlsim vektori

dik izdlistim vektori

>

2) Skaler carpim ilgili vektorler arasindaki agiyi belirlemekte de kullanihr.
A.B
cosé =

veya analitik anlatimla; cos@ = AB, + AB, + AB,s
- -
[A-|8]

VA + A + Al B! +B] +B]

3)A ile B arasindakiag;

P —
l.

daraciiken A4.B =0,

genisaciiken A.B <0
ii. 6=0 iken Aile B ayniyonly,
iv. @=rm iken

Aile B zit yonluddr.

Iy
Boylece O<{0,7} ise yani cosO=lise

= Ayrica A+ 0+Biken A B=0 ise
B olur.
cosO =0 ve dolayisiyla @ = = dir. Tersine @ :% ise A.B= 0 bulunur Yani skaler
carpim iki vektoriin dikligini karakterize eder.
O halde ;

AlB<=AB=10
Ornegin; taban vektoérleri olan i.j,k icin
i.]

0 oldugundan ikiser ikiser birbirlerine diktirler.



Ornek 6.19:
a) i.i = li]. |ilCos0®* =111 =1

—_ - - =

b) i.j = lil.|jICos90° =1.1.0 =0

) j.(2i-3j+k)=2.j.1 —3.j.j +j.k=0-3+0=-3

— — —

d) (221-7).(31+k)=21.(3.1 +k)—j.(3.1 +k)
=6.i.i +2.i.k—3.j.i —j].k=6+0-0-0=6
Tanim 6.22: Vektorlerin Dogrultu Agilari ve Dogrultman Kosinisleri

Herhangi bir A= (A,,A,,A;) vektorinin koordinat eksenleriyle yaptigi agilar sirasiyla

0y, Oz, Oy Olsun. oy, oo, 3 acilarina A'nin dogrultu agilan denir. cosc, ,coscd,,COS g

sayilarina da A’nin dogrultu (veya dogrultman) kosiniisleri denir.

N

cosa, = A . i=1,2,3 bulunur. Buradan; cos® a, + cos” a, + cos” a; = lolur.
2 2 2
VA A+ A

Boylece bir vektorin dogrultman kosinlsleri, bu vektér dogrultusundaki birim vektorin

koordinatlaridir demek yerinde olacaktir.

Sekil 6.10. A Vektorinlin Dogrultman Kosinusleri

Ornek 6.20:

—

A=i+i+k : B=2i—i+ 3k veriliyor. Bunlarin uzunluklarini, dogrultman kosinislerini

ve aralarindaki acinin kosinistini bulunuz.

Al =N+ +22 =B ve Bl = J(2)° + (—1)° + (3)°=Va+1 +9= V12

_)
o . . 2 7 7 1
A’nin dogrultman kosinusleri cos~ @, + cos” a, + cos”~ @y = =
2 N



-

B ‘dogrultman kosinusleri COSﬂ =— COS,B =— COSﬂ =——=olur
g 1 /_] | 2 /_] | 3 (] |

S atre: COSO— 12+1.(-D)+13 4 o
una gore, - ulunur.
; NN,

6.7.4. Vektorel Carpim

—

C=AxBdir. AxB= |A| .IB|.5inf (0<8 <m)

- o> >
C = Ax Byonu, A, Bve Cbirsag sistem olusturacak tarzda A ve B nin diizlemine diktir.
- - - -
Eger A =B iseveya A ve B paraleliseler Sin0=0 ve A X B = Q-dir.
- = = > >
A B, C vektorleri ve onlara ait dik birim vektérler i, j, k ve r skaler olmak tzere
asagidaki ozellikler gegerlidir.
1) AXB=-BxA=—(BxA)
2) Ax(B+C)=(AXB)+ (4% 0)
(B+c)xa=(Bx4)+(CxA)
3) r.(AxB)=(r.A)xB=Ax(rB)=(4xB).r
L L Lo ixj=k ,jxk=1 ,kxi=j

4 ixi=jxj=kxk=0

5)Eger;A= A i + A,j -|'J’L3k ve B=B;i+B,j +Bak ise
ST — i i I
AxXxB= A, A, A,
B, B, B;

—

=i.(A;.B;—A;.B,) —j.(A;.B; —A..B,) + k.(A,.B, —A,.B,)

- = — -
6) A % Bvektori hem A hemde B vektorine diktir.

— —

7) (AX B) X C = (A.C)B— (B.C).A

o !
p—

- = = —

A X (BXC) = (A.C)B— (A.B).C

— =
-

8)[a x B‘ = A>.B? — (A.B)?
9)Ax B = |A].IB|.SinB B,A ile B arasindaki agidir.

Ornek 6.21: A=A,i +4,j +Ak , B=B,i+B,j +Bkise



N i Kk
Ax B = Al A2 A3 oldugunu gosteriniz
B By B
Coziim 6.21:

—

AXB= (;11;+ A,) + ,435] X (31; +Byj + BEE]

N L s s ) I N R (N
AxB-AlleBll+Bz i+B, kJ+A21xtBll+Bz J+ngJ+A3kaBl|+B2 j*B, kJ
- - - - - - - - - - - -

=AlBli>< i+A182 i x j+A183i><k+AzBlj>< i+AZB j x J+A B jx k

0 - - - 0 -
k -k i
- - - - - -
+A381k>< |+A3sz>< J+A3ng><k
j - 0
- =2 >
AxB =1 .(A2 B3 A3 B2)— ] '(AI'B3 B )+ k (A B A2 Bl)
I N ¢
i ] k
- > ) )
Ax B = A1 A2 3 determinantina esit oldugu goriiliir.
B By Bj
.. > o> > > - o> > > - =
Ornek 6.22: A=3i— j+2k ve B=2i+3j—k ise Ax B nedir?
2o |t ik ST o217 21,713 1
Cozim 6.22: AxB=| 3 4 5 |=1 ‘ ‘- ‘ . ‘+Ic | 5 3 ‘
2 3 -1

—* —

=—5i4+7j+11k

Ornek 6.23: KoseleriP (2,3,5),Q(4,2,-1),R(3,6,4)olan iicgenin alanini bulunuz.

Coziim 6.23:

- - T T e
PQ=( )i+(2-3) j+(-1-5)k=21i—-j-6k
— - o> 5 o
PR=(3-2) i+(6-3) j+(4-5)k = i+3 j—k



- -

Ucgenin alan1 :% PQxPR :é

o =) (= > >
2i-j-6k |x| i+3j-k

1] 1 j ok 1as . iy
=7l 2 1 6 |TZ|PPF Y +?k‘=%\/192+(—4)2+72=%«/426br2

6.7.5. Uclii Carpim
Uzayda A ,B ve C  vektorlerinin bir vektérel ve bir skaler carpiminin bilesimine

— — — — — —

(Ex B).C ; A.(Bx E) . B.(EXC)U(; vektérin karma c¢arpimi  denir. E . B wve E

vektorlerinin karma ¢arpimi (A, B, C) ile gosterilir. Yani, karma carpim; ( B, C)

— — — — —

A=Ai+Aj+Ak, B=B,i+B,j+Bk ve C=C,i +C,j +Ckicin;

- = = — - - ‘E"'i ‘E"'Z ‘E"'S
(A, B,C) = A.(B X C) =| By B; B3| biciminde bir determinant ile tanimlanabilir.
Ci CZ CS

e Karma garpim, vektorel garpimla ilgili oldugu igin yalnizca lg¢ boyutlu uzayin vektoérleri

icin tanimlidir.

1) (A,B,C) = (B,C,A) = (C,A,B) = —(A,C,B) = —(C,B,A) = —(B,A, C)
2) (A,B,C) = (A+5B,B,C) = (AB +rC,C)

- —_ =

3) (rA,sB,tC) = (rst)(A B,C)

4) (A,AB) =(AB,B)=(ABA)=0

— = = — = = — = =

5) (A+B,C,D) = (A C,D)+ (B,C,D)

- 5 =

NOT:A.(B X C) ¢arpimina bazen (glG skaler carpim veya kutu ¢carpim denir ve [A B C]

— —

seklinde gosterilir. A X (B X C) carpimina tglii vektdr carpimi denir.



6.7.5.1. Vektorel ve Karma Carpimin Geometrik Yorumlari

1) (ALAB)=A(AXB)=0

—

A ¥ B vekttri hem A hemde E vektorine diktir. Yani verilen iki vektore (ve dolayisiyla da
bu vektorlerin icinde bulundugu veya paralel olduklari diizlemlere) de dik konumda bulunan

bir vektor bulmak icin bu vektorleri vektorel olarak carpmak yeterlidir. (Sekil 6.11)

AXB
A
A
0 -
B

- -

Sekil 6.11. A X B vektériiniin hem A hemde B vektoriine dik olmasi

2) ‘A ® B‘ = |A].|B|.Sin6 = |Al.h oldugundan A X B ‘nin uzunlugu A ve B (zerinde

kurulan paralelkenarin alanina esittir. Verilen A wve Bvektorlerini kenar kabul eden

—* —*

paralelkenarin alani, A ve BE’yi kenar kabul eden liggenin alaninin iki katidir. (Sekil 6.12)

h =|§|-sin¢9

,,,,,

v

— —

Sekil 6.12. Kenarlari 4 ve B olan paralelkenarin alani



3) A ve B arasindaki agiyr agagidaki gibi bulabiliriz.

AxB AxB
sing = Ornegin; tan® =*—— diger formiillerde elde edilebilir.
> 2 A.B
[AL[B]
e i e e 4 - > - > —
4) Ax0=0xA=0 tannmndan A # 0 = B iken AxB =0 olmas: 6zel hali;
- > — - D — - —> . - —>
AxB =0 <|Ax B|= 0 <|A.[Bsin0=0<sind=0<0<{0,7}< All Bolur.

iki vektériin paralel olmasi icin gerek ve yeter kosul bunlarin vektérel carpimlarinin sifir
vektoru olmasidir. Yani vektorel garpim islemi paralelligi belirlemekte de kullanilabilir.

- > >

T

Ax B = O<:>EISeR3A|—sB| ﬁ:i_—_s
N —> —>
B, B, Bj

e T

5) Uzayda verilen herhangi & , B, C vektorlerinin vektérel carpimi olarak

_—y -

A X (B x c) = u olsun. u vektdérii hem 4 x B hem de C vektérine dik oldugundan

— —

Aile Bwvektérlerinin olusturdugu dizleme paraleldir.

A, B, (f_f o E] x C vektorleri ayni diizleme paralel konumdadirlar, dolayisiyla ayni diizlemde
(es diizlemli) vektorler olarak distndlebilirler.

Bagka bir anlatimla,

A B, (AX E] % C vektérleri [C ‘ve baglh crlmakmzln] lineer bagimlidirlar.

- o> -
6) Uzayda herhangi A , B , C vektorlerinin olusturdugu paralelyiizlUyu ele alalim.

(E,g,g}= E(g * Ej = ‘EH& * E‘.Cosﬁ' = ‘E * EHE‘ .Cos8 olur.

Burada; |B x C| degeri BveC Uzerine kurulan paralelkenarin (séz konusu paralelyiizliiniin

—

- — —_ el el —
tabani) alanidir. h:|AlCOS¢9 yuksekligi oldugundan (fl B, C)karma carppmid B, C
%

-
vektorleri Gzerine kurulan paralel yiizlinlin hacmini gosterir. Ayrica A |, B C vektorlerinin

sirasi koordinat eksenleri gibi siralanmissa yani bir sag sistem olusturuyorlarsa bunlarin karma



— — —

carpimi pozitif aksi halde negatif bir sayidir. Buna goére A ,E, Clzerine kurulan

paralelylzlinin hacmini bulmak {A B, C) icin mutlak degerini almak gerekir. (Sekil 6.13)

BxC

A

B

% % % . .. .. .. .
Sekil 6.13. A , B, C uzerine kurulan paralelytzlinin hacmi

Ozel olarak; {fl B, C]= 0 ise 4 ,B, C Uzerine kurulan paralelylizlinin hacmi sifir

e

demektir. Bu da 4 , B, C ayni dizlemde (es dizlemli) olmasi demektir. O halde uzayda g

vektorin es diuzlemli (yani lineer bagimh) olmasi igin gerek ve yeter kosul onlarin karma

carpimlarinin sifir olmasidir.

(A B, cj =0 A,B,C esdiizlemli

— = =

= A,B,CLineer Bagumli

=< | B, B; E;| =0
C, C, (g

Dolayisiyla; {A ,B, C) # 0 = A,B,C es dizlemli degil

- = = ‘Ai ‘AE ‘AE
= A,B,C lineerbagimsiz <= | By B; B | # 0 yazlabilir. Ayrica,
Cl C: CE
e ) )
A , B, C uzerine kurulan paralelytzlinin hacmi ;
v=(4B.cC)=| By B, By|=0 olur
c, C, C,




6.7.5.8. Vektor Analizinde Aksiyomatik Yaklasim

r=x1+y.j+zk vektdrinin bir koordinat sistemine gére (x,v.z) bilesenleri bilindigi
zaman vektor belirtilmis olur. Bir i¢ boyutlu vektor (4;, 4, A;) reel sayilardan olusan bir sirali

Gcladdr.

A= (A, A, Ay), B=(B,,B,By) ve C= (C,,Cy, Cy) olarak verilsin. Buna gére;

4

- —* - —* —*

1) A,=B,, A,=B,, A;=B; ise A=B dir.

&

-+
ol
Il

2) (A;+ B, A +B; , A; +B;)

—B

=

3)

(31_31 ¥ A’:_B: rﬂa_Haj

=]
Il

4) (0,0,0)

(.

5) = ktﬂirﬂ:rﬂaj = (kﬂir kﬂzrkﬂaj

6) A.B=(A,B, + A,B, + A;B;)
_) ~ - _.‘-'1 _.‘-'1 _.‘-'1
7) A nin buyUkligu veya uzunlugu; |ﬁl‘ =AA=A"1tA,"+ A5
Bu tanimlardan;
NN e N T A S>> -)

|)A+B B+ A ii)A+LB+CJ:LA+BJ+C |||)ALB+CJ X

gibi ozellikler elde edilir.

— — —
Birim Vektérler: i =(1,0,0), j(0,0), k(0,01)olarak tanimlansin.

— — — — — —

E=Ali +Aj +Ak , B=B,i +B,j +B3E olsun.
Buna gore; AXB= (A,B; —A;B,, A;B, —A,B;,A B, — A,B,) bulunur.
A.B = |Al.[BI.Cos8 = ‘E x ﬁ‘ — A.B.Sin®
Tanim 6.23: Eger V herhangi bir vektdr uzayi ve 8 = {v,, Vs, ..., V. } bu uzaydaki vektérlerin bir
kGimesi ise, asagidaki sartlarin saglanmasi durumunda S, V uzayi igin bir baz veya tabandir
denir.

i. S, V'yikapsar(gerer).

ii.  Slineer bagimsizdir.



1 0 0
Ornek 6.24: V = R? de [ﬂ] [1] Iﬂ] kiimesi R* icin bir baz olup, bu baza R*nin dogal veya
0 0 1

standart bazi adi verilir.
R™'nin dogal bazi {e; e, ... ,ey }bigiminde gosterilir.

_':I_

= o

Buradae, = i.satir

L (-
Yani, E;, i satiri 1 ve diger satirlari sifir olan nx1 tipinde bir matristir. R? icin dogal bazi T,]',E
ile gosterilir.
Teorem 6.4: Eger = {Vv,,V;, ...V, }, V vektdr uzay igin bir baz ise, V’deki her v vektéri
v=a vy +a vy +etagy,
seklinde sadece bir sekilde ifade edilebilir.
Ornek 6.25: S = {t* + 1,t — 1,2t + 2} kiimesinin Py'de vektdr uzayi icin bir baz oldugunu
gosteriniz.
Coziim 6.25: at*+bt+c=a,(t*+ 1) +a,(t— 1) +a,(2t+ 2)
a;, = a,
a, +2a; =b
g —a, +2a;=c

denklem sistemi ¢ozilirse;

a+b—c —atbhtc . .. .
a; =a, a; = —— az =—_—dir. Boylece S, Pyi gerer.

Bu sonucu aciklamak igin, 2t* + 6t + 13 vektorini gézonine alalim. Burada a=2, b=6, c=13

tlr. Bu degerler a,,a, ve a5 igin yukarida verilen esitlikte yerlerine yazilirsa,

5 17
a; = 2,3, = — ,ag = bulunur. Burada;

2t +6t+13=2( + 1) -2 (t— 1) + (2t +2) ‘dir.
S’nin lineer bagimsiz oldugunu gostermek icin
a,(t*+1)+a, (t—1)+a; (2t+2)=0

a,t* + (a, +2a;)t+(a; —a, +2a;) =0



yazilabilir. Bu esitlikten sadece
a, =0

a, +2a; =0
a; —a, +2a; =0
olmasi halinde bitiin t degerleri saglanir.
Bu homojen sistemin tek ¢o6ziimi; a; = a, = a; = 0 olup bu da S'nin lineer bagimsiz
olmasini gerektirir. Boylece S, P; icin bir bazdir.
Bir V vektor uzayinin bir bazi olacak bicimde sonlu bir alt kiimesi varsa, V ye sonlu
boyutludur denir. V'nin bdyle sonlu bir alt kiimesi yoksa V ye sonsuz boyutlu

vektor uzay adi verilir.

Tanim 6.24: Sifirdan farkh bir V vektér uzayinin bir bazindaki vektorlerin sayisina,
V’nin boyutu denir. V'nin boyutu genellikte boy V biciminde gosterilir.

{0} asikar vektor uzayinin boyutu sifir olarak tanimlanir.

Ornek 6.26: S = {t*, t, 1} kimesi P, icin bir baz oldugundan boy B, = 3 tir.

0 1 1
Ornek 6.27: R? vektor uzayinin V, = :L] v, = D] v = 1] olmak tizere S; = {vy, v,, 73}
1 1 2

Kimesi tarafindan gerilen bir alt uzayi V olsun. Boylece V’deki her vektor

EI1"‘7‘1 + a; "T: + Haﬁ

Bicimindedir. Burada a,, a, ve a; keyfi reel sayilardir. $'nin lineer bagimlive v; = v, + v,
oldugunu buluruz. Boylece S, = {v,,v,.v3} kimesi de S, V'nin bir bazidir. Bu nedenle

boy V= 2"dir.

Tanim 6.25: Bir V vektdr uzayinin bir altkiimesi S olsun. S’nin lineer bagimsiz bir T
altkiimesini, S’nin lineer bagimsiz baska higbir altkiimesi kapsamiyorsa, T ye S’nin bir maksimal

bagimsiz alt kiimesi denir.

Tanim 6.26: S bir V vektor uzayini geren vektorlerin bir kiimesi olsun. S, V'yi geren baska bir

alt kiimeyi kapsamiyorsa S’ye V'yi geren bir minimal kiime denir.

1 0 0 1
Ornek 6.28: V = R® ve V) = IZI] I, = 1] 1 = IZI] ve V.= 1] olmak Uzere,
0 0 1 1

—_—— —

S, = {v,. V5, vg, vi} kiimesini ele alalim.

Vi vavs ), v va, Vi), v Ve, vah { Vo, Vg, Vi) kiimeleri $'nin maksimal alt kiimeleridir.



6.7.6. Ozdeger ve Ozvektorler
A nxn boyutlu bir kare matris ve X, n- boyutlu bir vektor olsun. Y=AX, n boyutlu uzaydan kendi
icine bir lineer doniisiim olarak géz online alinabilir. Biz; AX=AX sartini saglayan X vektorleri
kompleks sayilardan ibarettir.
Tanim 6.27: A bir kare matris olmak tizere; AX=AX 6zelligindeki sifir olmayan X vektoriine A'nin
0z vektori, A degerlerine de A’nin 6z degerleri denir.

(A-A1)X=0
Denkleminin asikar ¢6ziimden baska ¢éziimlerinin olmasi icin det (A-Al)20 olmalidir. Ozdeger
problemlerini ¢ozmek icin yukaridaki determinanttan A 06z degerleri bulunarak her bir
O0zdegere karsi gelen oOzvektorleri belirlemektir.  Bu nedenle yukaridaki determinant
acildiginda n. dereceden bir polinom elde edilir ki bu polinoma karakteristik polinom denir.

Bundan dolayi A matrisinin en ¢ok n tane 6zdegeri olur.

3 -1 0
Ornek 6.29: A=|—-1 2 —1| matrisinin 6zdeger ve dzvektérlerini bulunuz.
0 -1 3

Coziim 6.29: det(A- Al1)=0 ifadesinden;

3-2 -1 0
—1 2-x —U=-2A3+81%-190+12=—(A—1)r—3)A—4)=0
0 -1 3-a

denklemi elde edilir ve buradan 6zdegerler; A=1, A=0,A=4  olarak bulunur.
Bu 6zdegerlere karsilik gelen 6zvektorler ise;
= A=1 igin; 2x1-x2 =0

-X1+X2-X3=0

-X2 + 2x3=0

2X1= X2 } xo=a dersek X" =(2a, a, 2a)t=a(2, 1, 2)t olur.

2X3= X2
= A=3 igin; X2 =(b,0,-b)'=b(1,0,-1)t
= =4 igin; X3 =c(1,-1,1)t

2a b C

det[V,,V,,V;] = ‘ a 0 —c|=6abc bulunur.

2Za —-b ¢




3 -1 0

Ornek 6.30: A=|-1 2 —1| matrisinin 6zdeger ve dzvektdrlerini bulunuz.
0 -1 3
3 -1 0 3-» -1 0
C62im 6.30: A=|-1 2 -1|=det[A-Ir]=det| -1 2-1 -1 |=0
0 -1 3 0 -1 3-1A

(3- 4 ).((2- A )(3- 4 )-(-1)(-1)) +2((-1)(3- 4 )-0.(-1))=0 (3- A )(6-5 A4 + A >-1)+ A -3=0
186 A-15A4+5 4243 42133+ A+A-34=0
-A3+8 1219 4 +12=0 ise A 1=1, A2=3, A 3=4bulunur.
A 1=1igin,
2X1-X2=0, -X1+X2-X3=0,  -X2+2x3=0, X1=X3, X2=2X1
VU= (x1 2x1 x1)=a(1 2 1)
A 2=3igin, -x2=0, -X1-X2-X3=0,  -X2=0, X3=-X1
V@=(x; 0 -x1)=b(1 0 -1)
A 3=4igin, -X1-X2=0, -X1-2X2-x3=0, -X2-x3=0, X3=-X2, X1=-X2

VB =(x2 x2 x2)=c(-1 1 -1)

7 6 -3
Ornek 6.31: A=|-12 -20 24| matrisinin 6zdeger ve dzvektorlerini bulunuz.
-6 -12 16

Coziim 6.31: (7- A )[(-20- A )(16- A )+24.12] -6[(-12)(16- A )+24.6] -3[144-(20+ A ).6]=0
(7- A )(-320-16 A + A 2+20 A +288) -6(12 A -192+144) -3(144-120-6 1 ) =0
(7- 1 )( A 244 A -32) -6(12 A -48) -3(24-6 A )=0
TA2-A3428 4 -4 42421 A -224-72 A +288-72+18 A =0,
-A343 1246 A -8=0=> A 1=1, A 2=4, A 3=-2 bulunur.

(7- A )x1+6x2-3x3 =0, -12x1-(20+ A )x2+24x3=0,  -6x1-12x2+(16- A )x3 =0
A =1igin A =4 igin A =-2i¢in
6x1+6x2-3x3=0 3x1+6x2-3x3=0 9x1+6x2-3x3=0
-12x1-21x2+24x3=0 -12x1-24x2+24x3=0 -12x1-18x2+24x3=0
-6X1-12X2+15x3=0 -6X1-12X2+12x3=0 -6X1-12x2+18x3=0

3
X1=EX3 X2=2X3 x3=0, X1=-2X3 X2=-2X1 X3=-X1



, =5 -2 1
V'-.l:' = é , V'-.::' =h 1 , V'-.E:' =c|=2
1 0 -1
6.7.6.1. Ozdeger ve Ozvektorlerin Ozellikleri
1) Ozvektorlerin Bagimsizhgi : Eger A1, A2,...,An , Nxn boyutlu A matrisinin birbirinden

farkli 6zdegerleri ve B1, By, ..., Bn bu degerlere karsi gelen 6zvektorlerinin bazlari(tabanlari) ise,

B1UB,U...UB, birlesimi lineer bagimsiz bir kimedir.

7 6 -3
Ornegin; A =| =12 =20 24| icin A1 =1, A2=4, A3=-2 6zdegerlerine karsilik gelen
-6 -12 16

B b3 |

-2 1
] , [ 1 ], [—2] bazlar elde edilmisti. Bu baz vektoérlerini stitunlar olarak yazarak elde
0 -1

=

edilen matrisin determinanti alinir ve bu deger sifirdan farkli ¢ikarsa sttun vektérleri lineer

bagimsizdir denir.

22 1 _
1 0 -1

2) Ozdegerlerin Ozelligi: Eger A, nxn boyutlu bir matris ve A bu matrisin 6zdegeri ise, c A, cA

matrisinin bir 6zdegeridir. C sifirdan farkl bir gercel sayidir.

-1 4 -2
Ornegin, A =|—3 4 0 ] matrsinin 6zdegerleri
-3 1 3
-1-4 4 —2
det(A—AI)=| -3 4—41 0 |=0
—3 1 3—-4

(—1—ADE—-DGEB -2 =0

Ay =3, 4, =2, A; =1 olarak bulunur.

-3 12 -6
3A=|-9 12 0
-9 3 9




—3—-4 12 —6
—9 12— 4 0
—9 3 9—4

(=3—A)(12-A)(9—1) =0

det(34— AI) = =0

Ay =9, A,=6, A;=3
Dolayisiyla 3A’nin A degerleri A matrisinin A degerinin 3 katidir.

Not: Ucgen Matrislerin Ozdegerleri
fy3 Oz Qi3

0 a;; ay;| veya A=
0 0  ag

A= G, Gy O

ay, 0O 0 ]

flzy O3z Qa3
Ust icgen veya alt licgen matrislerin 6zdegerlerinin asagida belirtildigi sekilde elde edilmesi
islemlerini kolaylastiracaktir.

Ust Gicgen matrisi ele alacak olursak,

(ay; —4) @1z @3
det(4 —AI) = 0 (a,, —4) Qg
0 0 (as; —4)

(ay; —A)(ay —A)(ag; —4) =0

A=ay, A= a,, A=az; eldeedilir.

3 0 0
Ornegin; A= |—2 7 IZI] matrisinin 6zdegerlerini bulunuz.
4 8 1

A matrisi bir alt icgen matris olup, 6zdegerleriA = 3,4 = 7,A = 1 dir.
Teorem 6.5: Eger A, nxn boyutlu bir Giggen matris ise (Ust licgen, alt (icgen veya asal kdsegen),

a matrisinin 6zdegerleri asal kosegen degerleridir.

6.7.6.2. Diyogonal (Asal K6segen) Haline Doniistiiriilebilen Matrisler

e Eger PAP™! sonucu bir diyogonal matris elde edilecek sekilde tersi alinabilir bir P

matrisi mevcutsa, nxn boyutlu bir A kare matrisi diyogonal (kosegen) haline
dondstarilebilir denir.

e nxn boyutlu A matrisinin diyogonal (kbsegen) matris haline dénistirilebilmesi icin
yeterli sart, A matrisinin n lineer bagimsiz 6zvektorinin olmasidir. Farkli 6zdegerlerine
karsi gelen 6zvektorleri lineer bagimsiz olduklarindan, nxn boyutlu bir A matrisi farkh

ozdegerlerine sahipse diyogonal hale donlsturilebilir.



e Bazi durumlarda A matrisinin n den daha az sayida farkli 6zdegerleri olmasina karsin n

adet lineer bagimsiz 6zvektori olabilir.

-1 4 -2
Ornek6.32:4=|-3 4 0 ] matrisinin diyogonal matrisini elde ediniz.
-3 1 3
—-1—-4 4 -2
Coziim 6.32: det(A — AI) =| —3 4—1 0 |=0
-3 1 3—-4

(-1-A(4-A(B-4) =0
A, =3, A,=2, A,=1

Bu degerlere karsi gelen 6zvektorleri,

1 2 1
A, =3icinP, = (3|, 4,=2icinP, =13 A;=1icinP; =1
3 1

4
1 2 1

Dolayisiyla P=|3 3 1 olarak olusturulur. Elde edilen P matrisinden 2! elde edilir.
4 3 1

Buradan D = P™1AP esitligi ile A matrisinin diyagonal matrisi D asagidaki gibi elde edilir.

0o -1 1 -1 4 =2 1 2 1
p‘1=|—1 3 -2, A=| -3 4 D],F'=|3 3 1],
3 -5 3] -3 1 3 4 3 1
0 -3 31/t 2 113 0 0
D=|-2 6 —4] 3 3 1Hﬂ 2 D]
3 -5 3ll4 3 1llo o 1

Tanim 6.28: V vektor uzayindaki iki vektor E, B eger A B=0 sartini sagliyor ise ortogonal
yani dik olarak tanimlanir. V vektér uzayindaki vektorlerden olusan bir S kiimesi, eger
kiimedeki vektorler gifti icin ortogonal ise ortogonal bir kiimedir denir. Buna ilaveten, S

kiimesindeki herbir vektoriin uzunlugu 1 ise, S ortonormal kiimedir denir.

Tanim 6.29: V, n boyutlu bir vektdr uzayi olsun. V de sifirdan farkli J{T, E,.’T vektorleri

n

ortogonal ise bu vektorlerin kimesi V icin bir ortogonal baz(taban)dir denir. Eger

e

Xy, XT ,Evektérleri ortonormal ise bu vektdrlerin kiimesi V icin bir ortonormal tabandir.

Ornek 6.33: E= (:_E’:_E’ﬂ) H_,:= (:_E’_:_E’ﬂ} ve B = (0,0,1 ) ortonormal bir baz

olusturdugunu gosteriniz.



Coziim 6.33: Bu (g vektorin lineer bagimsiz oldugunun gosterilmesi gerekir. Bu vektorin

satirlarinin olusturdugu matrisin determinanti sifirdan farkli ise; vektorler lineer bagimsizdir

denir.
1 1
— — 0
v2 2
DetBE=|1 1 0 =0
V2 V2
0 0 0

Dolayisiyla vektorler lineer bagimsizdir ve bir baz olustururlar. Simdi vektérlerin ortogonal

oldugunu belirleyelim.

( 1 1 l]) ( 1 1 l]) —0o
V2 V2 W2 V2

(i_ i_ n).(n 0 1)=

V2 W2
1 1
(T -— l]).[l:l 0 1)=0
Va2 V2

Dolayisiyla vektorler ortogonaldir.

— 1 =

1= [(5) +(55) +o2 -1
y W2 Va2

- || 1472 142 .

|8, | = |(—_) +(——_) +02 =1
\ V2 Va2

—_—

|Bs | =V02+02+12 =1

Vektoérler ortogonal ve uzunluklari 1 oldugundan Ug¢ vektérden olusan vektor kiimesi bir

ortonormal baz olusturur.



6.7.6.3. Gram-Schmidt Yontemi

R"'de bagimsiz X,, X, ..., X,, vektorleri verilmis olsun.

A
_ A
h=X-——=—1"N
YIIX.I
. EX_ T
b, =8 ——=-NL——="Nh
¥, .Y, .
- Y _.xX, . Y,.X, —
It,:'z :X:z_ —?1 l—*” 'F;z—l_ _iﬁ—?f 1
Y._,.¥ ¥, .Y

l

J—

¥y, E, --» ¥, vektorleri ortogonaldir.

= A = ¥,
AyricaZ, = =,..,. L ==
YR L1 = Sn Ty
- 1 - 1 -
Ornek 6.38: R® uzayinda X, =|1|, X,=|-2|, X;=
1 1

yoéntemini kullanarak R? uzayi icin ortonormal baz bulunuz.

Coziim 6.38:

yazilirsa, Z,, Z,,...,Z, ortonormal vektorleri elde edilir.

1
2] veriliyor. Gram-Schmidt
3

=X, -2, = |-2[- 27 =|-2
T 1 1
o v e b I b s
_ _ fgadg _fpedg — _ = _ = _
R A iR Pl B A FT R
3 1 1
L .
_ 3 _ =) _ F
o _|L _E |2z E_|y
LEmT|sl ZTm o[RS TE |
1 1 —
= e W
'3 VB

R icin z,z,z bir ortonormal bazdir.



Ornek 6.39: A(1L,0,2), B(314), C(0,—11), D(0,0,—2) noktalari verilmektedir
> o) 5 o5 >
a) AC+BC |+ AD=AC +(BC+ AD] oldugunu gosteriniz.

- >
b) AB+BA =0 oldugunu gosteriniz.

- o> oS> >
c¢) AB+BC+CD = AD oldugunu gosteriniz.

- - - -
d) |3AB+2DC ,(AB+BCJ hesaplayiniz.

Coziim 6.39:
- > -
a) Vektorlerin toplama kuralina gore; AC =0C-0A ise
A(ZLO,Z) ,C(O,—l,l) icin yer vektorleri;
A - > > -
OA=A=1+2k | = , , L 55 5 5 5 5
AC=C-A=—j+k—-i-2k=—-i-j-k
e
0 C oc=c=-j+k
Benzer yoldan:
— N — - -
BC=-3i-2 j-3k , AD=-1i-4Kk

- - — - > > o A e -> oS> o
AC+BC |[+AD=|-i—- j—k |+|-31 -2 j-3k |[-1 -4k =-5i-3)-8k

- (> - - > > -> o> o - - -> o> o

AC+|BC+AD |=—i— j—k+|-3i—-2j-3k |[+|—i—-4k |=-5i1-3 )-8k
i - -

b) AB+BA = (OB— OAJ+ (OA— OBj =0

e T S N e T e
¢) AB+BC+CD = (OB—OA}+(OC—OB)+(OD—OC) ~OD-0A= AD
(3AB+ 2Dc] 3(2i+j +2k)+2(—j+3k)=6i +j +12k(4B +ch]

(z:+;+ E)-F( 3i—2j—3k)=—i—j—k



- o> > - > o —
Ornek 6.40: A—1+21—3k B=2i+ j+4k C=-5j ise;

A A A T R A i e
a) |Al,|B,|C| b)|A+B|, |A +[BlcA-B|, |Al-|B| hesaplaymniz.

Coziim 6.40:
2 2. .2 2

a)|Al =12 +22 + (-3)2 =1+ 419 = V14 237416
_)
[B= V22 +12 +42 = J4+1+16 = /21 = 45825

%
IC| = \/(—5)2 =5 olarak bulunur.

S T
b)A+B=3i+3j+Kk

—> —>
9+9+1 |B| V14 ++/21 = 3,7416+ 4,5825 = 8,3241

o4l — 1Bl =12 + 22+ (=3)2— V22 + 12+ 42 = 14— /21 = —0.8409

|A —5‘ =|(i+2j-3k)—(2i+j + 4k]| = ‘—i +j —?k‘ = J(—1D)2+ 1% + (-7)?
=451 =7.141

.. - > > > - > >

Ornek6.41: A=2i+4 j—5Kk B= i+2 j+3k olsun.Buna gore;

T T
a)a b)A+ B ¢) A— B vektérlerinin dogrultusundaki birim vektérleri bulunuz.
Coziim 6.41:

a) Verilen bir vektor dogrultusundaki birim vektor;

— -> > > -> > > — - —
_A _2i+4j-5k _2i+4j-5k _2i 4j 5k

=5 = -
‘A‘ J22 142,52  J4+16+25 V45 " a5 Jas

e e A e T S I

b)A+B=21i+4] k+1+2 j+3k =31+6 J-2k
- > -> > -

g A+ B 3i+6j-2k 37> 67 277

n= = =—i+=-j—=Kk
JA2,.g2  N9+36+4 T T 7



-J
\
\J

4

*i

Coziim 6.42: a) A.B = a,b, + a,b, +azb; =21+ (—1).(—4)+1.2=8

b) B+C=i—4j+2k+i—-k=2i—-4j+k

A.(§+ Ej —2.(2) 4+ (~1).(~4)+ 11 =94+ B

=214 (-1).(-4)+ 1.2=2+4+2=8=)A.(5+C)

AEB+AC=29

AC=21+(-1).(0)+1(-1)=2—-1=1
Ornek 6.43: A=1i+2k, B=—i +4j +3k vektorleri arasindaki acinin kosinisunii

bulunuz.

Coziim 6.43: 4.8 = |4|.|B|.Cos6 = || =VIF2=VE=> |B| =vI+16+9 = V26
- B
AB=1.(—-1)4+04423=5 = 5=+5V26.Cosf = Cosf = = bulunur.

!
J26

- — - — - -

Ornek 6.44: A=i +mj +4k ve B=2i +j +mk vektorleri verilmektedir. Bu iki

vektorin birbirlerine dik olabilmesi icin ‘m’ ne olmalidir?

Coziim 6.44: Aradaki acinin kosinisu sifir oldugunda A ve B vektorleri birbirine dik olur.
aB=|4|.|8|.cos8 = 8=0

— -

- = 2
AB=0 = AB=(-1).24+ml14+4m=0= 5m=2=>m=g=l],4 olur.

Ornek 6.45: A= a,i + a,j + a,k vektériiniin, B =b,i + b,j + b,k vektéri Gzerindeki

dik izdGsimiini bulunuz.



Coziim 6.45: A vektorinin B vektori tzerindeki dik izdGstimi sekildeki gibidir.

- >
A.B= ‘XH‘B)‘ Cos0

> B - e e
d= ‘A‘.Cosﬁ' , Cosf = _‘.‘I'E_. ve d=252
4| 3] 2|

—

Ornek 6.46: A =2i — 3j + 6k wvektérinin, B =1 + 2j + 2k  vektodri Gzerindeki dik

izdUsimiini bulunuz.

AB  21+(-3)2+62 2-6+12 8

‘g‘ 14444 3 3

Coziim 6.46: d =
- [—) - -

% - > - - 2> >
Ornek6.47: A=| i +2 j-3k | , B=i+2j , C=-i+ j oldugunagore;

> > > > > 5) S
a)AxB , AxC b) C- A | x2B ifadelerini bulunuz.

> > >
- - b K > > — - -
Cozim6.47:a) AxB=| 1 2 3 | =i(6)-j(3)+ k(2-2)=6i - 3]
1 2 0
> > o
- - : ] k - - - - > >
AxC=| 1 2 -3 |=i(3-j(-3)+k(@+2)=3i+3j+3k
1 1 0

- - - - > -
i (-12)- j(-6)+ k(-6)=—12i +6 j—6 k




Ornek 6.48: A (1,0,0), B(0,1,0) ve C(0,0,1) noktalarinin meydana getirdikleri diizleme,

A noktasinda dik olan birim vektori ifade ediniz.

C62iim 6.48: AB = —i + C=—i+k
- 7
- - ' ] k - — - - - -
MABxAC=|-1 1 0 |=i(@)-jC2)+k@=i+j+k
-1 0 1
RN > 2> D > o
ABx AC|=\I+1+1=+3= n= ABXAC _ T+ 1+K
-> - 3
AB x AC

Ornek 6.49: A (-1,2,3), B (1,1,1) ve C(2,-1,3) noktalarinin meydana getirdigi diizleme A

noktasinda dik olan birim vektoru ifade ediniz.

Coziim 6.49:
- - > -
AC :(3,-3,0) - > o k S5 5 >
N ise ABxAC=| 3 -3 0 =61+6 J+3 K
AB =(2,1,2) 2 -1 -2
- 7 .7 > 7 7 > 7 7
7_6|+6 j+3k 32i+2j+k) 2i+2j+k
V36+36+9 9 3
Ornek 6.50: 4(1,0,1) ,B(0,1,1) , €(1,1,0) noktalarinin meydana getirdikleri tiggenin alanini
bulunuz.
Co6ziim 6.50:

—

= - = |- - - i N A k
0

AC =C-A= (0,1,-1)



=—i—j—k

1= =, 1 - .
S(ABC) = E‘AB XJ-IC‘ == V3br?

- —* — - =

Ornek 6.51: A=1i, B=—j, C= 3k vektorlerinin olusturdugu paralel yiizlinin hacmini

bulunuz.
Coziim 6.51: A.(B x C) = Vagc = Paralel yuzlinin hacmi

ik T T oy _ o
1 o =3 A(Bxc)=(1,00).(300=-3 = V=3br
0 3

oo =

Ornek 6.52: A (-1,2,3), B (0,-4,7) ve C(-5,1,0) veriliyor. Buna gore;

- -
a) A vektoriiniin B vektori Gizerine izdisiim vektoriini bulunuz.

- >
de A.B 3d—(_1)'0+2'(_4)+3'7— -8+21 13
‘_B)‘ J(E4)? + 72 J16+49 /65
- -

b) A vektoriniin C vektori Gzerine izdislim vektoriini bulunuz.

- >
_A.C _ (-D.(5+21+3.0 5+2 7

d= = = =
‘8‘ NEEE J26 /26

- - -

c)4, B ve C vektorlerinin meydana getirdikleri paralel yizliiniin hacmini bulunuz.

> (> —
A | Bx C |= Paralel ylzlinin hacmi
T Tk
]
BxC= =—-71i —35j — 20k
o —4 7
-5 1 0

— —

A.(H X c)= (-1,2,3).(-7,-35,-20) = —123 = V= 123br®

% % % . . . . . . .
d) A, Bve C vektorlerinin meydana getirdikleri Giggenin alanini bulun.

— — — — — —
AB=B-A=(0-(-1))i~(—4-2]j=(7-3|k=1i-6]-4k

—
J_



-+ = =

AC=C- A=(=5-(-1)) i T-(1-2) ]—un 3k =41 - i-3k
1|= - 1 [ — — A — — N
Ucgenin alant =;_—"LB:—_—"LC=; i-6j+4k »x —41i=-3-3k
N i k N N N
ABXAC=| 1 & 4 =i(18+4)—j(—3+16)+ k(—1—24)
4 13
=22i +13j — 25k
—| ABxAC| =/227 +13% 4+ (—25)%br?
> -
e) A, B vektorleri arasindaki aginin kosinisiin hesaplayiniz
A.B (—1).0 +2.(—4) +3.7 13
Cosf = —= = = — - — - —=—
|‘4HB‘ JEDTH2T+32,/(—4)7+ 77 V1465

f)4 , B vektorlerinin meydana getirdigi paralelkenarin alanini hesaplayiniz

-»> - -
“ ’ 5 s 2 52 .2
_26|+7J+4k:|AxB| \/26 +7%+4

N
g)A, Bve C vektorlerinin dogrultularindaki birim vektorleri bulunuz.
- - - - —
i+2 j+3 k i 2 j 3 k

%
A —

a= _ —
‘_)‘ \/(—1) +22+32 ‘/_ ‘/_ V14

— - - - >
b B —-4j+7k 4] 7k
SN

B JaZe2 Ve Jes

- - - >
504 51

) J(5)2 +12 "2 26

i
allal




- - —
h) A, B ve C vektorlerinin meydana getirdigi diizleme A noktasinda dik olan birim vektori
bulunuz.

— > o> -
AB=B-A=i-6j+4k

— > > o
AC=C-A=

—4i-j-3k

S 5 s o > o o

AB X AC = 1 s 1 =22i+13j'_25kisen:22|+19j—|—23k
4 1 3 222 1192 4 232

.. - > 2> D> 2> DD - o

Ornek6.53: A=-2 j+3k;B=1i+3j-4k;C

- -

=-51+6 Kk veriliyor.

a) A vektoriinin B vektori tzerine izdlsim vektorinid bulunuz.

- >

d A.B —do 01+(-2).3+3.(-4) -6-12 -18
“B" JP+3 (42 1+9+16 26

- >

b) A vektoriniin C vektori Gzerine izdislim vektoriini bulunuz.
AC 0.(-5 2).0+36 18

d:¥3d= (-5)+(-2).0+3. _
‘c‘ JE5)F 07162 /61

- -
c) A, Bve

%
C vektorlerinin meydana getirdikleri paralel ylzliiniin hacmini bulunuz.

- (> —
A | Bx C |= Vasc = Paralel yuzlinin hacmi

> > o
> | ] K A e SN GIIN
BxC=l 1 3 -4 |=Bi+ldj+15k= x| BxC |=(0,-2,3).(1814,15)=27br°
5 0 6
- -
d A, Bve

%
C vektorlerinin meydana getirdikleri Gggenin alanini bulun.



— — - e
AB=B-A=(1-0)i+(3-(-2) j+(-4-3)k = i+5 -7k
— - - - - > -
AC=C-A=(-5-0)i+(0-(-2) j+(6-3)k =-5i+2 j+3k
) 1= =2 17 - - - 2> >
Uggeninalam:EABxA =3 1 +5 -7k |[x|-51+2 j+3Kk
- 7 2
- - ' ] K - - —> - - —>
AB<xAC=| 1 5 -7 | =i(15+14)- j(3-35)+ k(2+25)=29 i +32 j+27 k
-5 2 3

L AB AC _1 /592,302 572 1 2
E' AB><AC|—E 29 +32° +27% = ~/2504br

- >
e) A ve B vektorleri arasindaki aginin kosinlsinu hesaplayiniz.

—> >
Cosh - ﬁ. B 0.1+ (~2).3+3.(-4) 18

‘AHE‘ Jo2 (22432 12132+ ()2 V13V26

- -
f) A ve B vektorlerinin meydana getirdigi paralelkenarin alanini hesaplayiniz.

- o> -

- > i ] K > > -5
AxB=| 0 -2 3 |=—i+3j+2K
1 3 -4

- >
| AxB |=4/(-)2+32 +22 = 14 br?
- — —
g) A, B ve C vektorlerinin dogrultularindaki birim vektorleri bulunuz.
- -

> o> > —
LA _0i-2j+3K _ 2] 3Kk
J021 (22432 V13 413

‘%‘

A



— > > - - -
B I+3j—4k i 3] 4 k

b= — =
‘E‘ V12 432 4 (—4)2 V26 V26 V26

T T - —>
-514+40 j+6 Kk 5i
C=—1= = olarak bulunur.

B ‘3‘ Je5)2402 462 et ‘/_

ol

e T
h) A, B ve C vektorlerinin meydana getirdigi diizleme A noktasinda dik olan birim vektori

bulunuz.
- > > > - > o o
AB=B-A=i+5j-7k ve AC=C-A=-5i1+2 j+3Kk
o e ! I N o _ 297 432427k
AB x AC = 1 5 7 —291+32j+2?k|5€11—ﬁ
5 2 3

Ornek 6.54: A(-2,3,-1), B(-1,0,2) ve C(3,-1,4) veriliyor.

a) Vige =7 b) S;z-=?  ¢) AveBigincosf =?

-2 3 -1
a) VAM:(—l 0 2 )=—2{jﬂ+2}—3{j—4—5}—1{j1—ﬂ}=—4+ 30— 1 = 252
3 -1 4

b) Sapc = éﬂﬂx‘qﬂ
AB=F—A=i—3j+3k
AC=C—A=5i—4j+5k
. i j ok
ABxAC =1 -3 3|=i(—15+12)—j(5—15)+k(—4+ 15)
5 —4 5

—_— —

BxAC= —3i+10j +11k

| b
o
o

Sasc = V(—3)7+ 102 +112 = |
N

|

c) S=|AxB

o i j k
AxB= (—z 3 —1)=i(6—0)—j(—4—1)+k(n+3j=5i+5;'+3k
-1 0 2



— —s =& -
§=,624+ 524+32 =70br?

—_—

|4 =V (—2)2+ 32+ (—1)2 =14

[
5| = w||[—1]3 +02422=15

AB=(-2).(-1)4+3.0+ (-1).2=0




ALISTIRMALAR

1) Asagidaki lineer denklem sistemlerini ¢oziiniiz.

2x—3y—=z=-5
3x—4y+2z=-3

S5x+2y—3z=6

—6u — 1 —2w= -9
—4u+5v+3w=4

—2u+4+4r — 5w = -3

x+ey+z=20
2x—3y+4z=2

—3x+2y—3z=10

Sx— 2y +3z=18
—4z — 2x+ 3y = -9

3x—2z1+yv=6

4x — 2y +3z= 26
—3x+ 7y —2z=-24

—2x+y—3z=—-19

3u—2v4+w=18
—4u +4v — 2w = —26

Su—6v+ 4w =41

3x—yt+4z=5
—2x+3y—z=3
S5x—4y+3z=10

2x—3y—4z= -3
—x+2y—3z=-9
—Sx+y+6z=6

u—3v+4dw=29
—4u 4+ 5 — 2w = -1
2u—7v+ 8w =15

dx—2y+3z=10
—3x+7y—2z=-5
—2x+y—3z=-3

2x—3y+tz=-1
—3x+2y—3z=-8
x—6yt+5z=4

Ix—2y+z=4
—x +4y —5z=—6
6x — 3y —8z= -2

—2x+3y—z=—4
—3x+4y+z=1

4y —3y+2z=11

—2u—v+4w=1
du+3v—w=2=6

—u— 6 — 2w = —9

x+tyt+tz=2
2x—y+=z=5

xt+z=—-4

x+2vy+2z=1

3x+2y—2z= -1

x+yt+tz=4
2r—5y—-2z=3

—x+y—z=0

2x—y—z =2

x—y+z+t=2

x—2z=20 x+7Ty—Tz=5 x+y=-1

x+y—z=3 x+y+z+t=0 x+y+2z=1
x+z=-2 x+y+z—t=3 2x+y—=z=-12
2y—z =3 x+yv—z+t=—4 3x+y+z=>5

x—2y—=z=1
—2x—3z=1

3y+z=12

2x+y—z=10
—x+2y+z=-9
—x+2y+z=-9

3x—y+2z=7
x—5y—4z=-7

2x + 2y = -2




2) Asagidaki matris islemlerini hesaplayiniz.

el R I F ]

a)A+B b)3A-2B ) At+ Bt d) (A+B)' e)(A-B)t f) A+At g)B-Bt

3) Asagidaki matris islemlerini hesaplayiniz.

- - )

a)A.B b)A*. B c) A+A! d) B-Bt
e)A"L.B f)(4a.B)™t g(B—4)"t h4a+B)?
4) Asagidaki denklem sistemlerinde a ve b degerlerini hesaplayiniz.
4 —6\ fay _ (10
(z 8 )[b) - (_5)

5) Asagidaki matrislerin carpimlarini bulunuz.

l 2 4 2 471 3
R o2, 4
6) A(-3, 6, 4 ) ve B(-1, 4, 2 ) vektorleri verildigine gore;
a)cos B8 =7 b)d=? ¢)S=? d)a=? e)b=?
7) Koseleri A(-2, 3,4 ), B(1, -5, -3 ) ve C(-2, 4, -3 ) olan lg¢genin alani nedir ?
8) Kenarlan A(2 -3,-4),B(-1, 3,2 ) ve C(-3, 4, 5) olan dortylzliiniin hacmi nedir?

g9 .4—2 3 —k
] I+ j 1(?939—7 d=75="7

B——Ez —4} + 5k
10)A——2: +3k

3 = 41 — 5j veriliyor. Kenarlari A, B, C olan paralel yuzliiniin hacmi nedir ?

C=3i—j—2k

11)A—1 —2; +3k

3 =4; — 3j vektorleri veriliyor.Koseleri A, B, C olan lg¢genin alani nedir?
E‘ = —2}' + Sk
12) Koseleri A(-2,3,1),B(1,0,-3)ve C(0,4,-1)olan liggenin alani nedir?
13) Koseleri A(1,-3,0),B(-1,4,-2 ) ve C( 0, 2, -5) olan dortyizliiniin hacmi nedir?
14) A( 3,0, -4 ) ve B(-2, 4, -1 ) vektorleri verildigine gore;
a)cﬂs g =7 b)d=? c)S=? d)a=? e)b=?
15]A—2: —3} —|-2k
B =—i+ Ej + 4k vektorleri veriliyor. A ve B vektorleri arasindaki;
c=3i— 4;‘
a)cos@ =? b)d=? ¢)S=? d)a=? e)b=? f)Kdseleri A, B, C olan li¢genin alani nedir ?
g) Kenarlari A, B, C olan paralel yizlinin hacmi nedir ?



16) Asagidakilerden hangisi R3 icin bi bazdir?

a) {(1,0,-1),(2,5,1),(0,—4,3)}

b) {(6,0,—-1),(2,—4,1),(0,3,—-1)}

c) {(1,0,2),(2,1,1),(1,2,-1)}

d) {(-2,-10,-2),(1,-3,-2),(-3,1,3)}

) 1 2\ (2 -1\, . oL y N -
17)R de{(ﬁ,@),(@,\@)} kiimesinin bir ortonormal baz oldugunu gosteriniz.

-1 1 1
18) R3 uzayinda )?1 =\ 11, )?2 =|-1{, )?3 = 1] veriliyor. Gram-Schmidt yontemini
1 1 -1

kullanarak R® uzayi icin ortonormal baz bulunuz.
19) R3® uzayinda {(1,0,—1),(2,—1,1),(—1,—1,4)} veriliyor. Gram-Schmidt ydntemini

kullanarak R® uzayi icin ortonormal baz bulunuz.

1 2 -1
20) R3 uzayinda )?1 =| 0], )?2 =|-1], )_()3 = —1] veriliyor. Gram-Schmidt yontemini
-1 1 4
kullanarak R® uzayi icin ortonormal baz bulunuz.
- _1 - 4 - 3
21)R?uzayinda X; =| 0[,X,=|-2|, X3 =] 1|vektdrciimlesibir baz midir?
1 0 -1

22) S={t? +t+2, 2t?2 +t, 3t? + 2t + 2} kimesinin Py’de vektdr uzayl icin bir baz
oldugunu gosteriniz.

23){t? + 1, t+t t+ 1} kiimesinin Py'yi gerdigini gdsteriniz.

-1 0 1
24) )?1 =| 0 ,)?2 =11}, )?3 = 2] vektorleri R3 gerdigini gdsteriniz.
0 1 -1

25){2t%2 +t, t, t%2 + 3} lineer bagiml olup olmadigini arastiriniz. Eger lineer bagiml ise

bagintiyi yaziniz.

a? 0 1
26) [ 0 ], [ a] ) [ 0] kiimesi R? icin bir baz olacak bicimindeki bitiin a degerlerini bulunuz.
1 2 1



