BOLUM 16

BELIRLi INTEGRALIN UYGULAMALARI

Bu boliimde, belirli integralin uygulamalar1 baghigi altinda bir egri altinda kalan alan hesabz,
iki egri arasinda kalan alan hesabi, donel cisimlerin hacmi, donel yiizeylerin yanal alani, yay
uzunlugu, agirlik ve kiitle merkezi, ortalama ve etkin deger gibi konular ele alinacak ve bu

konulara ait 6rnekler ¢oziilecektir.
16.1. Bir Egri Altinda Kalan Alan Hesab1
16.1.1. y = f(x) egrisi, x — ekseni, x = a ve x = b dogrulari ile sinirh bélgenin alam

y = f(x) egrisi, X — ekseni, X = a ve x = b dogrulari ile sinirli bélgenin alan1 asagidaki gibi

olsun. (Sekil —16.1)

Ay
AX
y+Ay 7 P
y L
AA
x;:a X X+AX =b
Sekil.16.1

f(x), [a,b] arahiginda pozitif olsun (Sekil 16.1). A = A(x) fonksiyonu x=a’dan x=b’ye
kadar alani temsil ederken AA ise X ile x+AX arasindaki alani ifade eder. Buna gore;
y.AX < AA < (y+Ay).AX

oldugu agiktir . Bu son ifadeyi Ax ile bdlersek;
y< AA <y+Ay
AX

elde edilir. Bu esitsizlik, A alaninin x’e gore degisim oraninin Yy ile y+Ay arasinda oldugunu

gosterir. AX = 0,Ay - 0 i¢in;
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Lim% _da ve burada esitsizlik; y < aa <y olur.
Ax—0 Ax  dx dx

Boylece y= i—A = dA = y.dx ve buradan her iki tarafin integrali alinarak;
X

[ dA=Jydx = A=[y.dx veya A= f(x)dx  olarak elde edilir.

A=[f(x)dx iken A=F(x)+c olur.
Burada ; f(x)=F’(x)olupx=a, A=0 iken ¢ =-F(a) bulunur.
Bu deger, A=F(x)+c ifadesinde yerine yazilirsa;

A=F(x)-F(a)
alan fonksiyonu elde edilir. Bu son ifadede, x = b alinirsa y = f(x) egrisi x = a, x = b dogrulari
ve X-ekseni arasinda kalan alan;

A =F(b)-F(a) olarak bulunur.

Boylece, y = f(x) egrisi, x =a, x=b dogrulart ve x- ekseni ile sinirh bdlgenin
alam  Sekil.16.2’dende goriildiigi gibi dikdortgen seklindeki dA elamanlarinin toplaminin

bir Limiti olarak belirli integralle asagidaki gibi ifade edilir.
A y

X;a X x§=b > X
Sekil 16.2
Sekilde, dA alan elamani y- yiiksekligine ve dx- genisligine sahip olan bir
dikdortgendir.Buna gore; dA =y.dx = f (X).dx
olarak bulunur. Buradan, bu son ifadenin her iki tarafinin integrali alinarak dA alan
elamanlarinin toplaminin limiti olan A alanm1 X = a’dan X = b’ye kadar belirli integral
yardimiyla;

b b
A= j ydx = _f f(x)dx olarak elde edilir. Bunu basit bir 6rnek ile agiklayalim.

a
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Ornek.16.1: y=x>+1 egrisi x=1, x=2 dogrular1 ve x-ekseni ile smirli bolgenin alanimi
bulunuz.

IR Coziim.16.1: Sekil-16.3’deki tarali  bolge
5

. y=x>+1 egrisi, x-ekseni, x=1, x=2 dogrular ile
y=x+
siirlt bélgenin alanini gostermektedir. Bu siirh
alan dA alan elemanlarinin toplamina esit

olacagindan bu toplami;A = [dA = [(x>+1)dx ile

2 bulabiliriz. Boylece x-ekseni dogrultusundaki

elemanlarin x =1’den x =2’ye kadar olan
dA toplami;
2

1

dx 3 3
= 2—+2 - 1—+1 :Ebr2
3 3 3

Sekil. 16.3
olarak elde edilir.

2 3
A=[(x*+Ddx =(%+x
1

16.1.2. x = g(y) egrisi, y-ekseni y = a, y = b dogrulari ile sinirh bélgenin alan hesabi

F N

Yandaki sekil x = g(y) egrisi, y-ekseni, y = a
ve y = b dogrular ile sinirl bolgenin alanimi
gostermektedir (Sekil 16.4). x = g(y) egrisi

tizerindeki (x,y) noktasindan x yiiksekligi ve

dy{ dA dy genisligine sahip yatay alan elemanini bir

dikdortgen olarak alalim. Bu dikdortgen
elemanin alanina dA diyelim. Bdylece
toplam alan, dA elemanlarinin toplaminin

Y Limiti olarak integral yardimuyla;

»Sekil
Sekil.16..4
A= [dA = [ xdy olarak elde edilir. Boylece x =g(y) egrisi y = a, y = b dogrulari ve y-ekseni ile

siirli bolgenin alani;

A= _[bx.dy: Ib g(y).dy olur.
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Ornek.16.2: y = x?>+1 egrisi y-ekseni, y = 2, y = 5 dogrular ile smirli bolgenin alanini

bulunuz.
Cevap 16.2 Yandaki sekil, y = x*+1 egrisi y- 1y
ekseni y=>
B _ 5 . s y=x+1
y = 2, y = 5 dogrulart ile smrhi bolgeyi
gostermek iizere bu alan dA yatay alan X
elemanlarinin toplamiin bir limiti olarak; dy{ dA /
b
dA =xdy = A = [xdy elde edilir.
a
Buna gore; y=2
315 X
2

v

.5 .5
AzozxdyZOZ\/y—ldyzg(y_l)

3 3 i
Sekil. 16.5
A=§|:(5—1)2 —(2—1)2]=§[8—1]:134br2 olur.

16.2. iki Egri Arasinda Kalan Alan Hesabi
16.2.1. y1=f(x), y2=g(x) egrileri ile x=a, x=b Dogrular1 Arasinda Kalan Alanin Hesabi

y,=f(x) Yandaki sekil y1=f(x), y2=g(x) egrileri x=a,
/ 3 . N .
x=b dogrulari ile sinirl alan1 gostersin. (Sekil
g 16.6) Burada, bu sinirli alan1 (A) bulmak igin
A kiiciik bir alan elamanim1 dikdortgen olarak
alalim ve bu elemana dA diyelim . Buna
& | o gore, dA, yiksekligi y1-y2 ve genisligi dx
/ olan bir dikdortgen olup bu dikdortgen
elemanin dA alani ;
Sekil. 16.6
dA=(y: - y2)dx = [f (X) — g (X)]dX «.eeneennn.n. *)

olur. Burada, A, bir bolgenin alan1 oldugundan pozitif olmak zorundadir. Negatif ¢ikmasi ise
f(x) - g (x) yerine g (x ) —f (x ) olmasi ile ortaya ¢ikar. Boylece (*) ifadesinin her iki yaninin

integrali alinirsa x=a , x=b sinirlar igin;

A= Lb (y, —y,)dx= j: (f(x) — g(x)).dx olur.
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Ornek.16.3 : y=x?+2 ile y=2x- x? egrileri ve x=0, x=2 dogrular1 tarafindan smirlanan
bolgenin alanini bulunuz.

Coziim.16.3 : y=x>+2 ile y=2x- x? egrileri ve x=0, x=2 dogrular1 tarafindan sinirlanan

bolgenin alan1 asagidaki sekilde verilmistir.(Sekil 16.7) Buna gore istenilen alan ;
e

) (y1 yz)dx

A=
IOZ([XZ +2 [Zx - xz])dx
0,

V2

2x% = 2x + Z)dx

2
- §x3 —x? +2x} =%br2
0
y=2x-x"
olarak bulunur.

Sekil 16.7

Ornek.16.4 : y=x?-1ile y=-x?+1 egrileri arasinda kalan alan1 bulunuz.
Coziim.16.4:  Bu Ornekte smirlar verilmedigi i¢in integral sinirlarinin hangi x’ler icin

oldugunu bulmamiz gerekir. Simdi bu egrilerin grafigini ¢izelim. (Sekil.16.8)

r N

v

Sekil.16.8

y=y ise x2-1=-x+1
2x2-2=0 ise x>-1=0 ve x=+1 olur.

Boylece x=-1 ‘den x=+1 ‘e kadar olan alan;

A= j(yl ya)dx = I[(—X +1)-(x* —1)]dx—f( 2x2 +2)dx = (—§x3+2x}1 =%brzolarak

-1 -1
bulunur.
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Ornek.16.5: y=x?-4 egrisi x=1, x=3 dogrular1 ve x-ekseni ile smirl1 bélgenin alanin1 bulunuz.

Coziim.16.5: Seckilde goriildigli gibi istenilen alan Ai; ve Az olmak {lizere iki alanin

toplamindan ibarettir. (Sekil 16.9) Bu alanlarin toplami belirli integralin 6zelliklerinden ;

* b c b
j f (X)dx = j f (X)dx + j f(x)dx (ce [a,b])
| ) A, yardimiyla bulunur. Buradan fonksiyonun x-eksenini
A 3 kestigi nokta; x*-4 = 0 = x=2 olur.
l Boylece istenilen alan;
2 3
Sekil.16.9 A=A +A; = [ (yy)dx+ [ (v,-y,)dx yardimiyla;

A= jf(o-(xz —4)j.dx+j§’[(x2 —4) —O).dx =- 12()(2 - ).dx+j§’( 2 —4) dx

3 : 3
sl K] 4% ax| 2122 gy
T T O Tl

elde edilir.
16.2.2. x1=g(y), X2 = h(y) egrileri ile y=a, y=b Dogrular1 Arasinda Kalan Bolgenin Alam
x1=g(y), X2 = h(y) egrileri y=a, y=b dogrular ile sinirli bélgenin alanini1 géz 6niine alalim.

(Sekil. 16.10) Sekilde iki egri arasinda kalan alana A diyelim. Buna gore, genisligi dy ve
yiiksekligi g (y) — h (y) olan dA kii¢iik alan elamanini géz 6niine alalim.

4

x,=h(y) x,=g(y)

g(y)-h(y) \

\
dA Jay

/ /

vy

Sekil.16.10

Buradan;dA = [g(y)-h(y)]dy bulunur.Her iki tarafin integrali alinirsa y = a, y = b sinirlari

itibartyla dA alan elamanlarinin toplaminin limiti olarak istenilen sinirli bolgenin alani ;

A= Lb (%, — X, )dy = Lb [a(y)—h(y)]dy olarak elde edilir.
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Ornek.16.6:y = 3Jx ile y=3x? egrileri arasinda kalan smirl1 bdlgenin alanini bulalim.
Coziim.16.6: Oncelikle bu egrilerin  grafigi ¢izilir ve x ile y'nin smrlan
belirlenir.(Sekil.16.11) Buna gore;

y =y = 3J/x =3x> x,=0igin y,=0

9x-9x*=0= x,=0,x,=1. x,=li¢in y,=3
Yandaki sekilde goriildiigii gibi istenilen alan hem x’in sinirlarina gére hemde y’nin

Ay siirlaria gore ¢oziilebilir. Boylece;

1

1
A= I(yl —y,)dx = I(3\/;—3x2)dx y? \/?
0 :XZ’ 5 :XI

) 0 veya; 5
3
(ZXZ—X3:| =1br?
0

dersek;

3 3
3 3 2 >y 3
y |y 2(y\2 vy
A:!(x1 —xz)dyz'([( /5_—9 }dy_[Bg(gj __27} —1br2
0

olarak bulunur.

=3Jx

0 1
Sekil.16.11

Ornek.16.7: y? = 2x egrisi ile y=x-4 dogrusu arasinda kalan smirl1 bdlgenin alanin1 bulalim.

P 4

Coziim.16.7: Bu fonksiyonlarin grafiklerini ¢izip istenilen alani ve buna bagli olarak x veya

b
y’ye bagli sinirlarimizi bulalim. (Sekil.16.12) A= J.a (X1 - Xz)dy idi. Boylece;

y=x-4 2
5 -2 Y ox ve y+4=x ise x=x esitlifinden
4 (4.4) 2
2
y7:y+4 buradan;y’ —2y—-8=0
4 y, =2,y, =4 olarak elde edilir.
| asl ey Y y=(Yeay Y| Z1ebr
7 —_[_2 (v+ )_7 y= ?"' y—z 72— r
bulunur.
Sekil.16.12

Not: Eger problemimiz hem x’in sinirlarina goére hemde y’nin smirlarina gore ifade
edilebiliyorsa bunlardan birisi kullanilarak yukaridaki ¢6ziime gidilir. X in sinirlar1 s6z konusu
oldugunda egriden asagidaki egri ¢ikarilarak integral alinirken y’nin sinirlar1 s6z konusu
oldugunda sagdaki egriden soldaki egri cikarilarak integral alinip istenen alan ayni olarak

bulunur.
351



Ornek.16.8: y = Sin 2x egrisi , X =0, x = 2?” , Y =0 dogrulart ile siirli alan1 bulunuz.

Co6ziim.16.8: Egri [0, 2?”] araliginda x eksenini x=§ de kestigi icin istenen alan iki
pargalidir.(Sekil 16.13)

S= fozn/3 y.dx = fozn/B Sin2x. dx= fon/z Sin2x.dx + fnz/nf Sin2x.dx

2n
/2 21/3, . 1 1 3
= fon Sin2x.dx + fn/nz (=Sin2x)dx = —-Cos 2x]7% + > Cos Zx]ﬂ/2

=-%(Cos7r— CosO)+%(Cos%n— Cosm) = —%(—1 -1) +§(—§+ 1) = %brz

bulunur.

¥

v

v |

Sekil 16.13
Ornek.16.9: y = Tanx x=0, y = 1 ile sinirh alan1 bulunuz.
Co6ziim.16.9: Istenen alan y ekseniyle sinirli oldugundan yaklasim dikdortgenini yatay

olarak alalim.( Sekil 16.14).

A _r1 _ 1
@,‘V A= |x|dy = [  Arctanydy
A/;: Buradan kismi integral ile;
101
A = yArctanyls — |y ¥ 1574y
=1
= yArctany — %ln(l + )13
Ayy M(x,,Yy) = % - %ln 2= % —1nv?2
T n > bulunur,
4 2
Sekil.16.14
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Not: Ayni alan, yaklasim dikdortgeni diisey alinarak(Sekil.16.15)

A /4
7 A= [y = yaldx
ﬁ /4
_ £ A= [7(1 = Tanx)dx
2 ;
= y=1 A = x + In| Cosx|];
A A= (+1n| CosZ]) = (0 +In| Cos0|
v B an ) = (G +1In| Cos 2]y = @ + | Cos0D)
\ .
: " == A =T_
L % A=(;+In5) = (0) =1 Inv2
seklinde de bulanabilir.
Sekil. 16.15

Ornek.16.10: y = x? — 3x + 2 ile y = —x? + 2x egrileri arasindaki alan1 bulunuz.
Co6ziim.16.10: Once denklemlerin ortak ¢dziimii ile egrilerin kesim notlarinin apsislerini
bulalim.(Sekil.16.16)

4 ly
>\

dA

Sekil.16.16

{y=x2—3x+2
y = —x?+2x

x?—3x+2=—x%+2x
2x2—-5x+2= 0—>x=§V x = 2 bulunur.Buna gére ;

2 2 2
A= f ly1 = yal dx = [[(—x? +2x) — (x? —=3x + 2)]dx = | (—2x% + 5x — 2)dx
1/2

1/2 1/2
= —§x3 +§x2 —Zx]j/z = (—1?6+ 10—4)—(—%+§—1)
11

2 9
=24+ —= = 2pr? bulunur.
3 24 8
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Ornek.16.11: y =2%, y=2"%, x =1 ile sinirl alan1 bulunuz.
Coziim.16.11: A = []'| y; — y,|.dx idi.
y=2% y=27%, x =1 ilesmirh alan asagidaki gibidir. (Sekil.16.17)

N 1
I, A:f (2* —27%)dx
0
2x 2t
_ — -1y _ (90 0
_ln2+ln2]0 nz T2 - +20)]
T -
" In2 2 "~ 2In2
1 X = —— olarak bulunur.

In4
Sekil.16.17
Ornek.16.12: x2? + y? = 16 ¢emberi ile y? = 12(x — 1) parabolii arasindaki alan1 bulunuz.

Céziim.16.12:
{ x?+y2 =16
y2=12(x — 1)
Ortak ¢oziimiinden x?+12(x—1)=16ve x?2+12x—28=0
x =2 Vx=-14 bulunur.
x=2 igin y?=12 ve y=+2/3
x = —14 igin y?> = —180 ve y¢R dir.Buna gore gemberle parabol (2; 2v/3) ve
(2; —2/3) noktalarinda kesisirler (Sekil.16.18).

=y Istenen alanin x eksenine gdre simetrik oldugu da

g06z0niine alinarak:

2V3
0

2\/§ 1
=2J [1/16—y2—<ﬁy2+1)]dy
0

] 2v3

y oy 1

=21=./16 — v2 A Z 43— ]
B 6—y-+8 rcsm4 36y yo

tal 4

Sekil. 16.18

(\/§_ Va + 8Arcsin§—%§— 2\/§) - (0)]

= “T” - :ﬁ = %(471 —+/3) bulunur.
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Ornek.16.13: Hareketli bir cismin hiz denklemi v = t? — 3t dir.Cismin [0, 4] zaman
araliginda aldig1 toplam yolu bulunuz.

Coziim.16.13: Hiz — zaman grafigi Sekil.16.19’da ¢izilmistir.Buna gére cismin hiz1 (0, 3)
zaman araliginda negatif, (3 ,4) zaman araliginda pozitiftir. Bu nedenle cismin (0, 3) zaman
araliginda negatif yonde (geriye dogru), (3,4) zaman araliginda pozitif yonde (ileriye dogru)

gider.

Sekil.16.19
Cismin aldig1 toplam yol ise sekildeki tarali alanlar toplam1 kadar olur.Buna gore
s=[ilvl. dt =—[}(t* —3t).dt + [, (t? — 3t)dt
3

-

3

27 64 27 19
= —(9—?) — (O) + (?—24) — (9—7) =? bulunur.
16.3. Donel Cisimlerin Hacminin Bulunmasi

Belirli integralin uygulamalar1 sadece bir egri altinda kalan alan veya iki egri arasinda kalan
alan1 bulmaktan ibaret degildir. Bu nedenle bu ve takip eden boliimlerde bir egrinin bir dogru
veya bir eksen etrafinda donmesiyle olusan donel cismin hacmi, donel ylizeylerin alani, yay
uzunlugu ve bunun yanisira bir fonksiyonun efektif (etkin) degerini ve ortalama degerini ele
alacagiz.Sinirl bir bolgenin bir eksen veya bir dogru etrafinda donmesiyle olusan cisme donel
cisim denir. Sinirli bir bélgenin alani s6z konusu iken bir donel cismin hacmi s6z konusu olur.

Bu hacim hesaplanirken iki yontem uygulanir.
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16.3.1. Disk Yontemi:

by

y;\\x\

y = f(x) egrisi, x-ekseni ile X = a ve X = b dogrulari ile sinirl alanin

x-ekseni etrafinda dondiiriilmesiyle
olusan hacmi g6z Oniline alalim
(Sekil 16.20). Buna gore, V hacim
lizere bu

elamaninm1  gostermek

elemant bulmaya calisalim. Sekilde

Sekil 16.20

goriildiigii gibi dV hacim elemani
bir disktir ve genisligi dx’dir. Disk
bir dairesel silindir olup y yarigap1
ve dx yiiksekligine sahiptir.

Buna gore;

dvV=rnyidx.... .. . (%

olarak bulunur. Boylece, V hacmi dV dairesel disklerinin hacimleri toplaminin limitidir. Yani,

x = a’dan x = b’ye kadar dV dairesel disklerinin toplamimin limiti (*) ifadesinin her iki

yaninin integralinin ahnmasiyla;

V= nTyde = nj.[f(x)]zdx

olarak elde edilir.Benzer sekilde, X = g(y) egrisi , y-ekseni, y = a ve y = b dogrulari ile sinirl

bolgenin y-ekseni etrafinda donmesiyle olusan donel cismin hacmi su sekilde bulunur.

4 x=g(y)

Ry

Sekil.16.21

Yandaki sekil x=g(y) egrisi, y-ekseni, y=a

y=b  dogrulart ile smirli  bdlgeyi
gostermektedir (Sekil-16.21). Bu alanin y-
ekseni etrafinda donmesiyle olusan donel
cismin  hacmine V diyelim.Bu cismi
olusturan dV hacim elamanlarinin herbiri
dairesel disktir ve bu diskin genisligi y’nin
diferansiyeli dy’dir. Buradaki diskler dairesel
silindir olup yaricaplart X, yiikseklikleri dy

olup dV hacim elemant;
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V hacim elemani ise dV dairesel disklerinin hacimlerinin toplaminin bir limiti olup (*)

ifadesinin her iki yanmin integrali alinp y=a’dan y=b’ye kadar olusan hacim elemant;

b, b 5
V =na[x“dy == [[g(y)]*dy
a a

olarak bulunur.

Ornek.16.14: y = x? egrisi y = 0, x = 2 dogrulan ile smirli bolgenin alanimin x-ekseni

etrafinda dondiiriilmesiyle olusan hacim nedir?

Co6ziim.16.14: ik 6nce smirl bdlgemizin x- ekseni etrafinda dsnmesiyle olusan hacmi goz

y4 A oniine alalim (Sekil 16.22). Bir sinirlt
bolgenin  x-ekseni etrafinda donmesiyle
dV=nx'd . . .
N olusan hacmi Vy ile gosterirsek;
s Vx = z[y?dx = z [ x"dx
D X )
< X5
=7l —
[ 5 :|0
_ 32 br®
5
Sekil.16.22 olur.

16.3.2. Shell (Kabuk)(Tabaka) Yéntemi

Disk metodunda yukarida gordiigiimiiz gibi siirli bir alanin bir eksen etrafinda donmesiyle
olusan cismin hacmini bulmak i¢in bazen disk yerine ince zarli bir kabuk (shell) kullanmak

daha kolaydir.(Sekil.16.23)

dr.

- h —»

>
W

v
dV =2znrhdr

Sekil.16.23

Burada, dV hacim elemani yarigap1 r, yiiksekligi h ve kalinlig1 dr olan ince zarli bir silindirik
kabuktur. Boylece, dV hacim elemanlarinin toplaminin limiti r=a , r=b sinirlart itibari ile;
b
dV =2m f rhdr olur.

a
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Bu hacim yukaridaki Sekil goriildiigli gibi ytlikseklik boyunca dairesel dik silindirdir. (Sekil
16.23) Bu tabakanin uzunlugu kabugun cevresine esittir. Burada, r, kabugun yaricapidir.
Tabakanin h yiiksekligi egriye baglidir ve sinirli alan dondiigiinde buna bagli olarak dr veya

dy segilir. Buna gore, dV hacim hacim elemant;
dVv=2x.r.h.dr

seklindedir. h yiiksekligi, r yaricapi ve dr kalinhg1 donme ekseni ve dondiiriilmiis alana

baghdir. Yani h,r ve dr degerleri her bir problem icin belirlenmek zorundadir.

Ornek.16.15:y = %, y =2,X=0 egrileriile sinirli bolgenin hacmi nedir.
Co6ziim.16.15: Seklimizdende goriildiigii gibi burada;

A r=y
h =x
y=2
y=x dr = dy olur.Buna gore, dV hacim elemant,
‘ dV=2rrhdr=2n(y).(x).dy=2ny.y’dy=2my3dy
ve buradan;
2 2 y? 2
— _ 3 _ _ 3
V = IOdV = 2n_[oy dy = 27{7}0 =8m br
Sekil.16.24 olarak bulunur.

Ornek.16.16: y=x? egrisi x=0, y=1 dogrular1 ve y-ekseni ile simrl bdlgenin y — ekseni
etrafinda donmesi ile olusan hacmi;

a) Shell Yontemi b)Disk Yontemi yardimiyla bulunuz.

C6ziim.16.16: i) Problemimizi shell metodu ile ¢dzelim. Oncelikle bunun igin seklimizi
cizelim.(Sekil 16.25) Shell metodunda;

h =1-yve r =xdr = dx degerleri dV hacim
elemaninda yerine yazilirsa;

dV=2nrrhdr=2m.x.(1-y)dx =27(x).(1-x?)dx

olur. Buna gore A% hacmi;
1

dr=éx

b 1 2
V= nja xzdy = njo ydy = n{y?} = gbr3
0

Sekil.16.25
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ii) Disk yontemi: Ayni problemin seklini disk yontemi igin ¢izelim

—y2
A y=x

b b
y=1 V= 7z£x2dy:7r£l ydy

2 2

e

Sekil.16.26
Ornek.16.17:

y= Jx, y =2 vex = 0ile sinirh bdlgenin x - ekseni etrafinda donmesiyle olusan
hacmi shell metodunu kullanarak bulunuz.

Coziim.16.17:

y=+x

L[]
L

r=y

dr=dy

Sekil.16.27

. (Sekil-16.19)

Sekil-16.27°de goriildigi gibi y = Jx, y=2 ve x=0 ile sinirlanan bdlgenin x-ekseni etrafinda

donmesiyle elde edilen cisme r=y ile yarigapi, h=x ile yiiksekligi ve dr=dy alalim . Hacim

elemanin1 bulmak i¢in yukaridaki degerler yerine yazilirsa;

dV=2nrhdr=2n(y)(x)dy=2n(y)(y?)dy=2my3dy
olur. Buradan istenen V hacmi;

4 2

\2 \2
V =, dv =2p(, yidy =2p =8p

Y
4

0

olarak elde edilir.
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Ornek.16.18: y = 1-4x?, x = 0 ve y = 0 parabolii ile smirli bolgenin y-ekseni etrafinda

dondiiriilmesiyle olusan cisim hacmini bulunuz.

C6ziim.16.18:

.
|

(0.1) dv =nx?dy  dV=2mxydx 0,1)

(Sekil. 16.28 —a—b)
(Sekil 16.28-a)’da verilen cisim hacmini disk metodu kullanarak ¢ézelim. Burada x* yerine

(1-y) / 4 konularak;

W1 \11_
V= pooxzdy= PO, 4y

dy:_‘y_

olarak bulunur. (Sekil 16.21-b)‘ deki cismi simdide shell metodunu kullanarak ¢6zelim.

Seklin yarigap: r=x , yiiksekligi h=y ve dr=dx alarak hacim elemanini bulalim.
dV=2nxydx=2mx(1-4x%)dx=2m(x-4x3)dx

y=0 ‘a gdre x’in pozitif degerinin alinmasiyla integralin {ist sinir1 bulunmus olur.
1 - 4x*>=0=>x?=1/4 ve x=%1/2 bulunur.Buna géreV hacmi;

1/2

2
7T

= — bulunur
8

X 4
——X

3
V =2 (x - 4x*Jdx = 2x 5
0

0

Boylece, ayn1 deger shell ve disk metoduyla bulunmus oldu.
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16.3.3. iki Egri Arasinda Kalan Simrh Bélgenin Alammin Bir Eksen Etrafinda

Doéndiiriilmesiyle Olusan Donel Cismin Hacmi

16.3.3.1.y1 = f(X), y2 = g(x) egrileri ile x = a, x = b dogrular1 arasinda kalan simirh

bolgenin alaninin x-ekseni etrafinda donmesiyle olusan donel cismin hacmi

A

Sekil 16.29

(Sekil 16.29)’da da gorildigi gibi bu iki egri arasinda kalan smirli bolgenin x-ekseni
etrafinda donmesiyle olusan hacim, egrilerin hacimleri farkina esittir. Bu hacmi bulmak i¢in

hacim elemani olarak alinan dairesel disklerin hacimlerini g6z 6niine alalim.
y1= f(x) egrisine ait dairesel diskin hacmi —dV1= wy1°dx
y2= g(x) egrisine ait dairesel diskin hacmi —dV2 = wy2?dx

Buna gore bu iki hacim elemani arasindaki fark bize tarali olarak gosterilen dairesel diskin

hacmini verir. Yani;
dV = dVi-dVo=n(y1?-y2?)dx olur.
Boylece dV hacim elemanlarinin toplaminin limiti yani integrali;

fdv=[r(yi2-y2?)dx ve boylece x=a ¢ da x=b ¢ ye kadar istenilen hacim;

b

V,=n j (ylz-yzz)dx yada V, = "T ([f(x)]2 -lax)f }Jlx

a

olarak bulunur.
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16.3.3.2 :x1 = g(y), X2 = h(y) egrileri ile y = a, y = b Dogrular1 Arasinda Kalan Sinirh

Bolgenin Alaninin y-ekseni Etrafinda Donmesiyle Olusan Donel Cisim Hacmi

A x,=h ()

<Y=b] X, =g (¥)

» dV=dV1-dVv2

Sekil-16.30
16.3.3.1°’dekine benzer olarak istenilen hacim formuliinii bulmak icin ele alinan hacim
eleman1 (tarali olarak gosterilen dairesel disklerin arasindaki hacim) dairesel disklerin
hacimleri farkina esittir. (Sekil-16.30)

dV1 = nx1?dy—> Biiyiik dairesel diskin hacmi.

dV2 = nx22dy—> Kiigiik dairesel diskin hacmi.olmak iizere;

dV = dVi-dV2 = a(Xi®-X2?)dy..cceurennnnn (*)olarak bulunur. Bdylece dV hacim

elemanlarinin toplaminin limiti yani (*) ifadesinin integrali istenilen V hacmi;
Jdv = [r(x12-x22)dy

Ve x =a, x = b sinirlari itibariyla
b
V, == I(X12 X2 ).dy
veya

V,=n ])'([g(y)]2 -[h(y)F ).dy olarak bulunur.

(*) Vy: y-ekseni etrafinda donen cismin hacmini verir.

(**) Vx = X- ekseni etrafinda donen cismin hacmini ifade eder.
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Ornek .16.19: x? +y%2 =1 cemberinin y = 2 dogrusu etrafinda dénmesiyle elde edilen

halkanin hacmini bulunuz.

Coziim.16.19: Sekil.16.31’de y = 2 dogrusuna paralel olarak alinan dA alan elemaninin bu

dogruya olan ortalama uzakhgi, (2 —y), boyu 2,/1—y?2, eni Ay oldugundan bu

dikdortgenin y = 2 etrafinda donmesiyle elde edilen hacim elemaninin hacmi

Av =2m.(2 —y) 24/1 — y?Ay dir.

Buna gore istenen V hacmi;,

v=4n[l (2-y/I-y?dy

=g8n [ JI—y?dy—4an [ y/T-y?dy

= 8w [%\/1——3/2 + %Arcsiny + 4?” (1- y2)3/2]i1
v = 4m®birim? bulunur.

y

N

Sekil.16.31

Ornek.16.20: y = —x? + 4x ile y = x? — 2x egrilerinin smirladig1 diizlem parcasinin x =
—1 dogrusu etrafinda déonmesiyle elde edilen hacmi bulunuz.
Coziim.16.20: Sekil.16.32’de dA alan elemaninin x = —1 dénme ekseninden ortalama
uzakligt (x+ 1) , uzunlugu (—x? + 4x) — (x? — 2x) = —2x% + 6x, genisligi Ax olup
bunun x = —1 dogrusu etrafinda donmesiyle elde edilen hacim elemaninin hacmi

Av = 2m(x + 1)(—2x% + 6x)Ax dir.
Buna gore istenen V hacmi;

V=2m f03(x + 1)(—2x? + 6x) dx

=2m f03(—2x3 + 4x? + 6x) dx

3 3
+ % + 6x2] = 457 birim® bulunur.
0

—2x%

e
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)
<
1.
v
X

4 oAl

&
>

\

I

|

\

|

\

f y= XCrax

N( x; ><27 2X)

Sekil.16.32

Ornek.16.21: y = x? egrisiile y = x + 2 dogrusunun sinirladig1 diizlem pargasinin;
a) x ekseni etrafinda,
b) y =4 dogrusu etrafinda donmesiyle elde edilen hacimleri bulunuz.
Coziim.16.21:  a) Sekil.16.33’de verilen fonksiyonlarin grafikleri ¢izilmistir. Tarali dA alan
elemaninin x ekseni etrafinda donmesiyle elde edilen hacim elemant;
Av =m(x + 2)? Ax — n(x?)? Ax = n[(x + 2)? — x*] Ax dir.

Buna gore istenen V hacmi;

72 ..
==n birim3 bulunur.

v= nf_zl[(x +2)2—xYdx=nm [(x+2)3 xs] )

3 5
VAN
y
\ 4 y:4
y:>/ ( x; x+2)
. N( x ;)g )
1 0 2 bX
X
y=x+2
Sekil.16.33

b) Sekil.16.33’de dA alan elemaninin y = 4 dogrusu etrafinda dénmesiyle elde edilen V
hacim elemanu;
AV=m(4—x%)?Ax —n[4— (x + 2)]* Ax = w[(4 — x?)? — (2 — x)?]Ax olur.

Buna gore istenen hacim;
2
V= T[f [(4 —x?)? — (2 —x)?]dx
-1
V=m[(x*-9x" +4x+12) dx = — 7 birim®  bulunur.
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Ornek.16.22: y? = x parabolii ile x = 4 dogrusu arasindaki alanin x=4 dogrusu etrafinda
donmesiyle elde edilen cismin hacmini
a)Disk yontemiyle,
b)Shell yontemiyle bulunuz.
Coziim.16.22: a) Sekil.16.34’de = x=4  donme eksenine dik olarak alman dA alan
elemanmm boyu (4 —y?), eni Ay oldugundan bunun eksen etrafinda donmesiyle elde
edilen diskin hacmi;

Av =n(4 —y?)2 Ay
Buna gore istenen V' _hacmi;

v = nf_22(4 —y3)2dy =2n f02(4 —y3)2dy = 5%52 m birim®  bulunur.

L
y x=4
2
2 y =X
Ay [ N( 4;y)
M( yy)
o 2 X
-2
Sekil.16.34

b)Sekil.16.35’de  x =4 donme eksenine paralel olarak alinan dA alan elemaninin dénme

ekseninden ortalama uzakhg (4 —x) , boyu 2vx , eni Ax oldugundan bunun x = 4
dogrusu etrafinda donmesiyle elde edilen silindirik kabugun hacmi
AV = 21(4 — x). 2+/xAx dir.

Buna gore istenen V hacmi:
4
V= f 2m. (4 — x). 2v/x dx
0

4 512
V = ZHJ (8x1/2 - 2x3/2)dx =T birim3
0

olarak bulunur.
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Sekil.16.35

Ornek.16.23: y = Sinx egrisinin birinci kemerinin x ekseniyle sinirladig1 alanin y ekseni
etrafinda dénmesiyle elde edilen hacmi bulunuz.
Coziim.16.23: Shell yontemiyle bulalim. Sekil.16.36’da dA alan elemanmin eksenden
ortalama uzaklig1 x, boyu Sin x, eni Ax oldugundan bunun y ekseni etrafinda donmesiyle
olusan silindirik kabugun hacmi

Av = 2m x.Sin x. Ax

dir. O halde istenen V hacmi:
T
v = 27Tf x.Sinx.dx
0

olur.Buradan u = x, dv = Sinx.dx alinarak kismi integral ile
v = 2n(—x Cos x + Sin x)]§ = 2m2birim3

bulunur.

Sekil.16.36
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16.4. Yay Uzunlugu
b
f:[a,o] —> IR siirekli tiireve sahip pozitif bir
fonksiyon olsun. (Sekil.16.37) Bu egrinin A ve B
noktalar1 arasindaki uzakligr bulmaya c¢alisalim. As

fea) ile gosterecegimiz egrinin kiiglik bir pargasinin

uzunlugunu gozoniine alalim. Pisagor teoremine gore;

Sekil.16.37

(As)® = (Ax)? + (Ay)?*alinabilir. Bu son ifadenin her iki yam (AX)? ile béliinerek;

(29)° _;, (Ay)°
(Ax)* T (AX)

bulunur. Buradan son ifadenin her iki tarafinin karekokii alinarak;

2
ﬁ = 1+ (ﬂj
AX AX

elde edilir. Ayrica ; AX—0 igin;

. AS ds
Lim—=—
Ax—>0 AX  dX
Ax—0 AX  dX

2
E =11+ [ﬂ)
dx dx
ve boylece;

d 2
ds = 1+(—yj dx
dx

olarak bulunur. Boylece, A ve B noktalari arasindaki egri uzunlugu yukarida bulunan ds egri

parcast uzunluklarinin toplaminin limiti olarak integral yardimiyla ;

s :J' [1+( (g—i) )? dx bulunur.

Buna gore, y = f(X) egrisinin X = a’dan X = b’ye kadar olan parg¢asinin uzunlugu;

b
s=[/1+(y")?dX olur.
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Eger, X = g(y) egrisinin y = ¢’den y = d’ye kadar olan kisminin uzunlugu bulunmak istenirse

yukaridaki mantia benzer olarak;

s_I 1+(3 J dy veya s—j,/1+(x 2dy elde edilir.
y

Ornek.16.24: x = 0’dan x = 4 ‘e kadar y? = x® egrisinin Lbolgedeki uzunlugunu bulunuz.

Coziim.16.24: y*> = x*= y = x¥?= dy/dx = 3/2x*?
(yf _9x
dx 4
4
Boylece, s yay uzunlugu; s = 0 /1+ ( ) dx formiiliinden;
4
s=] ‘/1+ 9—de olur.
0 4

Eger 1+ % =u dersek %dx =du eldeedilir ve bu degerler s integralinde u'nun

smirlar itibariyle yerine yazilirsa; x=0 i¢cin u=1 ve x=4 i¢in u=10
10
4 42 10
s= J.—\/Edu = ——‘um‘
1 9 93 1

~ 3 1032, 1”):%(10\/%- 1) olarak bulunur.

Ornek 16.25: x?+y? = r> merkezil gemberinin ¢evresini bulunuz.

Coziim 16.25:

%s—rjw/1+(y dx—j 1+ dx Or zr de
y =V’ —x?(r>0) r—x

X 1 roodx z rcostQ ?
y'=—— —s=r =r|2 =r2dQ
r? —x? 4 on/rz—xz J. Jr¢ —r?sin? I
2
n2__ X 0
(y 22 %s:r[Q ‘02 —r(——O):>s—2Hr olur
X =rsinQ x=0=Q=0
dx = c0sQ.dQ x=r:>Q=n

2
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Ornek.16.26: f:[1,e] > IR, f(x) = G] x?-Inx gdsterdigi egrinin uzunlugunu bulunuz.

Co6ziim.16.26:
e ; e
s=Nl+(y)2dx=j 1+1x2+idx
1 v o4 x2
1 1 2
y'=x-= — / 1.1
2 X (ZX+XJ dx
) = X"+

X
1e2 + Ine] - [1(1)2 + Inlj = 1(ez -7 )br2
4 4 4

[1x+l]dx =(1x2 +Inx ﬁ
2 4

I
TN PR D R —

Yay Uzunlugu ile ilgili Ahstirmalar

7
l.y= x3? egrisinin x =0'dan x = 3 'e kadar olan uzunlugu bulunuz.

T
2. y =logcosx egrisinin x =0'dan x = 3 'e kadar olan uzunlugunu bulunuz.

X X

a x
3. y= 5(6 & +e 2)egrisinin x =0'dan x =x; 'e kadarolan uzunlugu nedir?
4, y= 24x egrisinin x = 0'dan x = 3'e kadar uzunlugu nedir?

5. y= 26\/; egrisinin x = 0'dan x =1'e kadar uzunlugu nedir?

x3 1

6. y= EY + I egrisinin x =1'den x = 3'e kadaruzunlugu nedir?
X

16.5 Donel Yiizeyin Yanal Alam

Bir alanin bir eksen etrafinda donmesiyle olusan cisme donel cisim denir. Boyle bir cismin
yiizey alanina ise donel yiizeyin yanal alan1 denir. Bir donel ylizeyin yanal alanin1 gdsteren

asagidaki sekli g6zoniine alalim. (Sekil 16.38)

w=T(=]

ddnme elseni

Sekil 16.38
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y = f(x) egrisi x = a, x = b dogrular1 ve x-ekseni ile ile sinirli bolgenin x-ekseni etrafinda
dondiiriilmesiyle olusan donel yiizeyin alanmi Sekil. 16.38’den de goriildiigii gibi koyu
renkli olan dairesel Kesitlerin alanlar1 toplamina esittir. Bu toplam1 bulmadan 6nce bu
dairesel kesitlerden birinin alanini dS ve ds olarak kesitin kalinligini1 ifade eden yay

uzunlugunu alirsak;dS = 2wyds ............. (1) olur.

Burada; ds = /1+( (g—zj )2 dx degeri (1)’de yerine yazilirsa ;

2
dS=2ny l+(j—i) dx olarak bulunur. Boylece a’dan b’ye kadar boyle elemanlarin

2
alanlar1 toplami integral yardimiyla;S = ZnI;’y 1+ (?j dx seklinde bulunur.
X

Ozet olarak

i) f:[a,b]>IR siirekli tiireve sahip pozitif bir fonksiyon olsun. Bu fonksiyon gosterdigi egri

parc¢asinin x-eksenini etrafinda donmesiyle olusan donel ylizeyin yanal alan;

S= 27':_[: f(xX)y/1+ [f ) (X)]2 dx olarak bulunur.Benzer sekilde;

i) g:[a,b]>IR siirekli tiireve sahip olan pozitif bir fonksiyon olsun . Bu fonksiyonun

gosterdigi egrinin y-ekseni etrafinda dondiiriilmesiyle olusan donel ylizeyin yanal alani;

S= Zang(y)w/1+ [0"(y)[dy veya S= Zan X+/1+ (x*)?dy olarak elde edilir.

Ornek.16.27: f(y) = x? egrisi y =1 , x = 0 dogrular1 ile stnirli bdlgenin y-ekseni etrafinda

dondiiriilmesiyle olusan donel ylizeyin yanal alanin1 bulunuz .

Coziim.16.27: s = 2[5 xy/1+ (x)2dy = 2[5y [1+ 4idy =
y

y:x2Dxa/?bx'zib(x')zzi

2\/§ 4y o

:>=2ﬂj;ﬁ4d“2£n/\/§1y=ﬂjé,/4y+ldy Sekil 16.39

1
12 3/2

=n=(4y+1
n43(y+)

551 b2
o 6

olarak bulunur.
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Ornek.16.28: x = 0 “ dan x = 16 ya kadar olan y? = 16x paraboliiniin x-ekseni etrafinda
dondiiriilmesiyle olusan donel yiizeyin yanal alanini bulunuz. (Sekil-16.40)

Coziim.16.28:

y2 =16X =y = 4/X

.4

y 2Jx 0
4

12:_

V) =~

Sekil 16.40

5= 2;436 Y1+ (y)2dx = 24264& /1+;dx

§16
2

16
:87zj-\/x+4dx :8;:%((“4)
0

0

= %n(zo@ —8)=1365br2bulunur.
16.5.1 Donel Yiizeyin Yanal Alam ile Tlgili Ahstirmalar

2
1)y= % egrisi x=0, x=3 dogrulari ile sinirl bolgenin (x) ekseni etrafinda donmesiyle

olusan donel yiizeyin yanal alani nedir?

2) y? = 24 — 4x egrisi x=3, x=6 dogrulari ile sinirli bélgenin (x) ekseni etrafinda

donmesiyle olusan donel yiizeyin yanal alani nedir?

3
Jy= % + ZL egrisi, x=1, x=3 dogrulari ile sinirl bolgenin (x) ekseni etrafinda
X

donmesiyle olusan donel yiizeyin yanal alani nedir?

X

4)y = e " egrisi, x=0, x=5 dogrulart ile sinirli bélgenin (x) ekseni etrafinda donmesiyle

olusan donel yiizeyin yanal alani nedir?

5) y = 3x2egrisi, x=0, x=5 dogrulari ile sinirlt bélgenin (y) ekseni etrafinda donmesiyle
olusan donel ylizeyin yanal alani nedir?

6) y = 4 —x? egrisi, x=0, x=2 dogrular1 ile sinirl1 bdlgenin (y) ekseni etrafinda

donmesiyle olusan donel yiizeyin yanal alani nedir?

7)Y = 24 — X egrisi, x=0, x=2 dogrulari ile simrl bdlgenin (y) ekseni etrafinda dénmesiyle

olusan donel ylizeyin yanal alan1 nedir?
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2 2
8) x3 +y?3 =1 egrisinin L. bdlge ile sinirli kisminin x-ekseni etrafinda

dondiiriilmesiyle olusan donel yiizeyin yanal alani nedir?

9) y? = 4x egrisi, x=0, x=3 dogrulari ile sinirli bolgenin (x) ekseni etrafinda donmesiyle
olusan donel yiizeyin yanal alan1 nedir?

10) y? = x +3,y? = 4x egrileri arasindaki sinirli bolgenin (x) ekseni etrafinda donmesiyle
olusan donel yiizeyin yanal alan1 nedir?

16.6. Bir Fonksiyonun Ortalama ve Etkin (Efektif) Degerleri

16.6.1. Bir Fonksiyonun Ortalama Degeri

Hatirlanacag gibi y = f(x) egrisi x = a, x = b dogrular1 ve x-ekseni ile sinirli bolgenin
b
alani; A = Lf(x)dx olarak elde edilmisti. Asagidaki sekilde tarali bodlge bu alam

gostermektedir.(Sekil 16.41)
y
A

Yort c

o
D
>
<]

o

Sekil 16.41

Ayni aralik i¢ersinde bu fonksiyon ortalama ordinati olan yort degeri egri altinda kalan alan ile

ayni degere sahip olan abcd dikdortgeninin alanidir. Yani;
b
(b-a)y, =A= Lf(x)dx

ve buradan; y,, = bij'abf(x)dx olarak bulunur.
-a

Ornek.16.29: v=VmaSinwt siniisodial gerilimin yar1 dairesinin ortalama ordinatini bulunuz.

Coziim.16.29:a=0,b=n  olduguna gore ;

Vinax |— Coswt‘z
T

ort

A% :Vﬂrsin wt.dt =
nt—0-0
olarak bulunur.

= Vﬂ(— cosm+cos0) = EVmax =0,637V,,,
T T
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16.6.2 Bir Fonksiyonun Etkin Degeri

Bir fonksiyonun etkin degeri (rms: root-mean-square) ordinatlarin karesinin ortalamasinin
karekokiidiir. Eger, Sekil.16.41°de Ax esit uzunlugunda boliinmiis n tane y degerini géz dniine

alirsak;

2 2 2
V1 +y2 +...+¥Yn
rms = veya rms =

n

olur.Bu ifadede pay ve payda Ax ile garpilirsa ; rms =

elde edilir. Burada n.Ax, (b-a) aralik genisligini verir. n sonsuza yaklasirken ;

Limi yizAx = Ib [f (x)]2 dx elde edilir. Buna gore;
T :

rms = \/ ! jb [f (x)]2 dx ifadesi bir fonksiyonun etkin degerini veren formiildiir.
—a a

Ornek.16.30: Onceki 6rnegin siniisodial voltaj1 icin rms degerini bulunuz.

Co6ziim.16.30: a=0, b= degerleri rms formiiliinde yerine yazilarak ;

2

Y a2 o2 B Vmax s 2
rms = JoV< Sin“wtdt =4[ —=% [;Sin “wtdt
n—0" max n—0

wt  Sin2wt n_n Sin2n_E
0o 2 4 2

"Sin 2witdt = | — —
Jo 2 4

v? Vi
olur. Bu sonucu rms * de yerine yazarsak; rms = \f Eex g = \/”gx =0,707V ., elde edilir.
T

Ornek.16.31:Tam dalga dogrultulmus siniisoidal gerilim sekil.16.42’de gosterildigi gibi

kirpilmistir. Bu fonksiyonun ortalama ve etkin degerlerini hesaplayiniz.

1tV [volt]
/—|V\Hll\
SR I
—2.\./’””\
0 i T T 2n " 3m ot
T 3

Sekil.16.42
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Co6ziim.16.31:Fonksiyonun tanimi;

O<a)t<% =  u=U,_, -Sinot
—<ot<— u= Q-Umax
2

37
T<wt<” = u=U_._ -Sinot

1,7
Uortalama ?_[0 U(t) d (a)t)

_ J‘ U S' 37'\/_ i .
U, riatama = inot-d (ot)+ L —-u,,-d (a)t)+J-3lUmax -Sinet - d (t)
- \/— o

Umax n 2 4 ”

Uortalama = = (—COSa)t) :+7a)t . +(—COSC()t) 37,,

U oraiama = —= (—Cos zj—(—COSO)%—Q(?’—”—zj-i-(—COSﬂ') ( —Cos 3—””
- 4 4 4 4

C

2

_ “max \/— \/— Zﬂ' \/— _ \/— Zﬂ'
Uortalama_ ju _T +1+ 77 1_7:|_ |:\/_ +2+ Z 4:|

=

U =0,5401-U

ortalama max

Ornek.16.32:Geciktirilmis tam dalga dogrultulmus siniisoidal gerilimin ortalama degeri
naksimum degerinin yarisina esit olduguna gore gecikme agisini (0) hesaplayiniz .

(Sekil.16.43)

o o T (n+0)

1V [volt]

max

Sekil.16.43

Co6ziim.16.32:Fonksiyonun tanimi;

Uortalama = TEIT u (t) -d ((()t) Ugax = U;;ax (—COSﬂ' +C039) = U%(l-l— COSH)
H Umax r
ortalama = J U -Sinet -d (a)t) = _(—COSa)t)
4 ¢ U max U max U max
U - = Cos¢ = Cosf=
ortama = —— (—Cos7z +Cos) 2 7 7
T

T

ortalama

U N ..
u = ;ax olarak verildigine gore
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16.6.3. Bir Fonksiyonun Ortalama Degeri ile ilgili Alstirmalar

1. y=4sinx fonksiyonu'nun x =0'dan x = arasindaki ortalama degeri nedir?

2. y=2sin’ % fonksiyonu'nun x =0 ile x =2n arasindakiortalama degeri nedir?

3. Q=2+ Jt )* fonksiyonu'nun t=0 ile t =1 arasindaki ortalama degeri nedir?
4. Q= %t3 V9 —t?> fonksiyonu'nun t=0 ile t =3 arasindakiortalama degeri nedir?

V= ?t - % t* bir pargacifin hizina bagl denklemdir. Buna gore, t =0 ile t=16sn

arasidaki ortalama hizi nedir?

4t
t+2
ortalama hiz nedir?

6. V=

hi1z denklemi veriliyor. Buna goére , t =2 ile t =14sn arasindaki

7. y=cos’x fonksiyonunun x =0 , x = arasmdaki ortalama degeri nedir?

16.7. Agirlik ve Kiitle Merkezi

Diizlem alanlarin agirlik merkezleri ve bir eksen etrafinda dondiiriilen farkli sekillerin kiitle
merkezlerini ele almadan 6nce bir eksen boyunca yerlestirilen kiitlelerin olusturdugu sistemin

kiitle merkezini asagidaki 6rnek ile inceleyelim.

Ornek.16.33: x-ekseni boyunca 2 kg.,3kg., ve 5 kg’ lik ii¢ kiitle sirasiyla (1,0), (3,0) ve (6,0)
noktalarma yerlestiriliyor. Buna goére tahtanin kiitlesini ihmal edilirse x-ekseni boyunca
sistemin kiitle merkezi ne olur?

Co6ziim.16.33:

5kg

3 kg
2 kg

\/

* (1,0) *(3,0) o (x,0) o (6,0)

Kiitlenin merkezinin momenti momentlerin toplamina esitlenerek,

(2+3+5) x=10x

345



2.(1)+3.(3)+5.(6)=10 X ise X = f_g ~4.1 olur.
16.7.1.Agirhik Merkezi
X bir alanin agirlik merkezinin apsisi olup, y-eksenindeki momentlerin toplaminin toplam

alana boliinmesiyle elde edilir. Yani, X = Ty

y ayni sekilde bir alanm agirlik merkezinin ordinati olup, x-eksenindeki momentlerin toplam

X

alana boliinmesine esittir. Yani, y =

Ornek16.34: Asagidaki seklin agirlik merkezini bulunuz.

A
5
4 cm [E’zj
/ Agirlik Merkezi
' ad
i ’ o (52) 2cm
cm o (1L
o] 6y | | ‘
2cm lcm - 4cm g
Co6ziim.16.34:
= M, _ 2.(1).(0) +1.(4).(5/2) +4.(2).(5 _37
A 2.0 +1.(4)+4.(2) '
1
- M, 2-(1)-(§)+1-(4)-(2)+4-(2)-(1) 17

A 2.() +1.(4) + 4.(2) "t

16.7.2.Diizlem Alanlarin Agirhk Merkezi:y=f(x) egrisi, x-ekseni x=a ve x=b dogrulari ile
sinirli boélgenin alanina A diyelim.(Sekil.16.44)Bu alanin bir pargast olarak dA olarak
isimlendirilen dikdortgen seklindeki alani ele alalim.Moment, kuvvet ile kuvvet kolunun

carpimi oldugundan olarak ele alirsak,
x-eksenindeki moment:Mx:(%).dA:(%).y.dx

y-eksenindeki moment: My=x.dA=x.y.dx olur.
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dA

A

y=f(x)

—» dx -—

Sekil.16.44

Buna gore; x-ekseni civarindaki dA’nin momenti, (% ).dA:(% ).(y.dx)

y-ekseni civarindaki dA’nin momenti;  x.dA=x.(y.dx) oldugundan (16.7.1)ile verilen agirlik

merkezinin koordinatlar ;

b b y2

M Ixydx Y J.7dx

X :Ty: 2 ve y= AX =2 elde edilir.
jydx Jydx

16.7.3.Kiitle Merkezi

Bir alanin bir eksen etrafinda donmesiyle olusan cisme donel cisim denir. Boyle bir kati

cismin kiitle merkezini bulmak i¢in asagidaki sekli goz oniine alalim.(Sekil 16.45)

YA

dV = my2.dx
Y y=f(x)

Sekil.16.45

y = f(x) egrisi, x-ekseni ile x = a ve X = b dogrular ile simurl alanin x-ekseni etrafinda
dondiiriilmesiyle olusan hacmi g6z dniine alalim (Sekil 16.45). Buna gore, V hacim elamanini

gostermek lizere,
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dV=w.y?dx (*) dir. Ayrica, , x = a’dan x = b’ye kadar dV dairesel disklerinin toplaminin

limiti (*) ifadesinin her iki yaninin integralinin alinmasiyla;
b b
V=n j y2dx =1t j [fO)Pdx olarak elde edilir.
a a
y = f(x) egrisi, x-ekseni ile x = a ve X = b dogrular ile simirl alanin x-ekseni etrafinda

dondiiriilmesiyle olusan kati seklin kiitle merkezine X diyelim. Bu kiitle merkezi y ekseni

etrafindaki hacim elemanlarinin momentleri toplaminin toplam hacme bdliinmesiyle elde

edilir. Buna gore kat1 seklin kiitle merkezi koordinatlari ()_(, 0) olup asagidaki gibi ifade edilir.

Benzer sekilde; x=g(y) egrisi, y-ekseni, y=a y=b dogrular1 ile sinirli bolgenin y-ekseni
etrafinda donmesiyle olusan kati sekli gostermektedir.(Sekil.16.46) V hacim elemani ise dV
dairesel disklerinin hacimlerinin toplaminin bir limiti olup (*) ifadesinin her iki yaninin

integrali alinip y=a’dan y=b’ye kadar olusan hacim elemant;

V= nixzdy = “i [9(y)I"dy

\ x=g(y)

dy

dv = n.xz.dy

\

Sekil 16.46

x = g(y) egrisi, y-ekseni iley = a ve y = b dogrulari ile sinirh alanin y-ekseni etrafinda
dondiiriilmesiyle olusan kat1 seklin kiitle merkezine 3_/ diyelim. Bu kiitle merkezi x ekseni

etrafindaki hacim elemanlarinin momentleri toplaminin toplam hacme béliinmesiyle elde

edilir. Buna gore kat1 seklin kiitle merkezi koordinatlari ()_/, 0) olup asagidaki gibi ifade edilir.
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b
Vi j)-xzdy

a

Ornek.16.35:y = x3 egrisi x = 1, x =2 ve y = 0 degerleri ile siirli bolgenin agirlik merkezini

bulunuz.
Co6ziim.16.35:
b 2 x® 2
3 R
A ~ Ix.y.dx Ix.x .adx c
X = a — 1 — 1
b 2 4 2
Iy.dx Ix3.dx X
a 1 4
1
32 1
- 5 5 314 - 124
X=2—J="C_ s x=""
16 1 515 75
4 4
2
7
b 2 e,
> [ Yax J'—d(x Yax 14| 128 1
__a2 _ 1 2 — 1_ﬁ_ﬂ_1274
Y= T ST P16 1 T1a1s
Iydx Ix3dx x* 2 a2
a 1 1

Ornek.16.36: y = x?egrisi y = 0, x = 1, x = 2 dogrulart ile sinirl1 bélgenin x — ekseni etrafinda
dondiiriilmesi ile olusan kat1 cismin kiitle merkezini bulunuz.

Co6ziim.16.36:

y =0olur.
b 2
) Ix.y.dx jx.(xz)z.dx
TPy =X L _ a 1
X=5 -2
Iyz.dx J.(xz)z.dx
a 1
2 2
L Y IXS.dX 64 1
X =1 _°h_6 6 @i
.z[x“.dx Xiz 21 63
1 5| 5 5
- 315
X =—

5 =17 ise agirlik merkezi (1,7, 0) olur.
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Ornek.16.37: y = x? egrisi x =0, y = 0, y = 3 dogrular1 ile sinirl1 bdlgenin y ekseni etrafinda

dondiiriilmesiyle olusan kat1 seklin kiitle merkezini bulunuz.

Coziim.16.37: _
x=0
Y 0 h
T [yxdy [yydy
3 y:ab :03
Ix.dy _[y.dy
2 ’ ’
3 33
e 5 T 2 oy
y=2 =—3 S —9f-2=(xy)=(02)
X 2 9 9
> Iy.dy Yy E—o
0 20

Ornek.16.38: Sekildeki homojen ¢ubugun kiitle merkezini bulunuz.

Co6ziim.16.38:
Aly
dx
1 m N x:y2:>d—y:2y.
x=y N X =X,y =y alalim.
2
2 2 dx 2
aL = (@) +(dy) = ,/[@j +(dy)
X,y
L4 i |
>~Q szwf(Zy) +1.dy=+/4y’ +1dy
y=y
(o lxdL xy4y® +1dy
0l — X S Jayt 41y

350

[ y’yay' +1dy 0,746

[ Jay?> +1dy 1479

=0,504m



Ornek. 16.39: Seklin agirlik merkezini bulunuz.

Co6ziim.16.39:
Ay
] 7T dA=ydx=>%=x S/:X
b 2'
.o JLxdA _Jixydx _[ix’dx 0,250 —0.75m
jAdA J(l) ydx Jéxzdx 0,333
x | Il m
(xy) ! 1|y 1 x’ 2
- = |yd f — X
(%5) ~—JAy'dA—IO 272 =010 5m
- Y JAdA J:)ydx Jloxzdx 0,333
0 —fdxfe— | X
Im
|

16.7.4. Atalet Momenti Ornekleri

Ornek.16.40: Sekildeki dikdortgenin atalet momentini

a-) X eksenine gore,

b-) x,, eksenine gore bulunuz.

c-) C noktasina gore (agirlik merkezi) Polar atalet momentini bulunuz

Co6ziim.16.40:

(a)dA=bady’

dy’ % L
P E ., :IA y"dA:thlz ylz(b'dy’):bj;ylz.dy,:Ebhs

— <

1 hY 1
b)I. =IX+A-d?=—=bh*+bh| = | ==bh®

o)l :ihb3:>lx,+l ,:ibh(h2+b2)
12 v,

y

b
-
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Ornek 16.41. Sekildeki par¢anim atelet momentini bulunuz.

Coziim.16.41:

X 'XH =( s Jmm“

16.8. Belirli integralle Ilgili C6ziimlii Problemler

+——  100mm 4-|

1) y=5x-x? egrisi ile y=4 dogrusu arasinda kalan smirl1 bdlgenin alanini bulunuz.

0zim:
¢ 5x —x% =4
x2—5x+4=0
5 25
2 (??) x=1 x=4

ry 4

———+—+—1 3
O 41 253 4 5 Az(éxz—x——4x == br?
2 2 3 1
2) y=x?-4 egrisi ve x-ekseni ile simirli bdlgenin alanini bulunuz.
Coziim:
X -4=0=>%x,=-2, X,=2
2 2
A= [(y,-yodx = [[o-(x? - 4)}ix
-2 -2
(-20) 20 z 3f
A= [(4-xP)dx =] 4x- " _32 2
) 3 3
- -2
04
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3) Birinci bolgede f(x)=4x-x3 egrisi ve x-ekseni ile sinirli bdlgenin alanini bulunuz.

Coziim:
1.3 2
A= j(4x —x%)dx
0
2 2
2m @0 A= I4XdX —IX?’dX
0 0
W2 42
-1.3) A=4X— X = 4br?
21, 0
4) x=2-y-y? egrisi ve y-ekseni ile siirli blgenin alan1 nedir?
Coziim:
v
1 1 1
—! A= [(x;—x)dy = [(2—y-y*-0)dy
-2 -2
- 1
2 3
5 2 3|, 2

5) y=x3-6x%*+8x egrisi ile x-ekseni arasinda kalan alan1 bulunuz.

Coziim:
Xx=0 icin  y=0
g y=0 igin x® —6x*+8x=0
X(X* —6Xx+8)=0=x,=0, X,=2, X,=4
0 2 > A=I(x3—6x2+8x)dx—j;(x3—6x2+8x)dx

4 3 2 4 3 2
A =8br?

(x“ 6x3 8x2}2 [x“ 6x3 8X2:|4
A=l —-— + - —= +

0 2
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6) x*=8y egrisi ve X-2y+8=0 dogrusuyla sinirl1 bdlgenin alanini bulunuz.

Coziim:

2
\ x2=8y:>y=%:>x:2y-8:> y=XT+8
o x+8 x°
y=y =>T=?:>2x2-—8x-64:0

8

8 2 2 3
A=| X8 X k= vax- K| Z360r?
2 8 4 24,

('412)

7) y>=x+4 egrisi ile y-x+2=0 dogrusu arasindaki alan1 bulun.

Coziim: b
A= [0 =x)dy
a

2 /
7 yi=x+4=>x=y? -4
/ y—-X+2=0=>x=y+2
y2—4=y+2=y?-y-6=0>y,=3 ve y, =2
3
%f A=_[[(y+2)—(y2—4)]dy
he

( yz y33
= —_ 2 = — —_——
A—:“Z(y+6 y“)dy 2+6y 3 2

4

125 e
6

2
8)y— =x3 egrisinin x=1"den x=4’e kadar olan kisminin uzunlugunu bulunuz.

Coziim:

1+9x=u:>dx=d?u olur.

y2=4x3:>y=2x3/2:>y’:d_y:2_§xll2=3\/§

dx 2
4 4
s=[\1+(3Vx)2dx = j\/1+9xdx=éju1/2du =%.%u3/2
1 1
_2 3/2 4_3( 3/2_10%/2)
_ 27[(1+ 903/2 "= 2 (373210
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9) 9x2+16y?=144 egrisinin a) X-ekseni etrafinda b) y-ekseni etrafinda dénmesiyle olusan
cismin hacmini bulunuz.
Coziim:

7t Ox? +16y? =144

2 2
K\ Y
16 9
-4 4 > X 2
\/ X2 :16(1_y_J
9

-3 x=0 icin y=+3

2
2_gl1- X
T S
V =nfydx=2n[9[1-=— |dx =18n x———| =48

R 0 16 480 y=0 icin x=+4

3

b 3 2 3

_ 21— _Y gy = _| Y
Vy—n!x dy—2nz|;16[l 9}dy32n[y (27}

=641

0

10)y = 8 egrisi x=1, x=8 dogrulart ile sinirl bolgenin X-ekseni etrafinda donmesiyle olusan
X

hacmini bulunuz.

Coziim:

V = ni ydx
1

8 8
! 5 V. = ﬁ.‘-G—?dX = 647[[— 1:‘
1 X X

|
|

| | V =567
|

11) y=sinx egrisi x=0, X=nt dogrular1 ile sinirlt bélgenin x-ekseni etrafinda
dondiiriilmesiyle olusan donel cismin hacmini bulunuz.

Coziim:

s 2 T ) 2 nT[
W V. =n_([y dX=TCJ.SIn XdX=E_([(1—COSZX)dX

N T o 2
H‘un ) U v :E(x g—%SiHZX |g :%(H—O):n—br3

2 2
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12)y=4-x>, y=x" egrileri x=0 ; x=2 dogrular ile stmirli alan1 bulunuz.
g

Coziim:
N -
y=4-x> ve y=x" isey=y
_ 2
4 —>y=X y:0:>x:¢2:>4-X2=X2
3
) x=0=y=4=4=2x}5x2=2 x=F2
1 _ 2 2
y—4-X‘ Alzj(yl—y?_)jX
1/2 2 o 0
2 V2 72
4
Al=I(4—x2—x2)jx:Al:I(4—2x2)1x:(4x—§x3 = A, =42 \?{_
0 0 0

R N R S S DR e o)

A=A, +A, = (4& 4‘/_J (g—s—% 4\/—J

13) y?=4x egrisi y=0 , x=0 , x=4 dogrular1 ile sinirli bdlgenin x-ekseni etrafinda dénmesiyle
olusan donel yiizeyin alanin1 bulunuz.

Coziim:

= 2JX i
A y xisey = \/_

X=4=y=F4=>x=0=y=0
b > F 1
N A S=2n[y-y1+(yf =S=2n[2Vx- |1+ dx
X
a 0

4 :8?“(5\/5—1)

0

( )2 :Eolur

4
S= 4n.f\/x +1dx = 8?ﬁ((x +1)%
0
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14)y = Jx egrisi y=0, x=1, x=4 dogrulari ile siirli bolgenin

a) A=?b) V,=? ¢)V,=? d) Agirlik merkezi ?. e) Kiitle merkezi?

Coziim:
4 4 ) )
a)  A=[(y,—y,)dx b)  V, =xfly,? v, Jdx
1 1
4 2 % 2 4 4
A:J.\/;dX:—X :—(4\/2—1) V, =1IJ.y2 dX:nJ-XdX
1 3 3 1 1
2
A =Ebr2 V, =n(x—j=@
3 2 2

|

b 4 4 s
)V, =2r[(xy)dx =2n[xy.dx =2n[x+/x.dx :?{XAJ _ 1254n
1

a 1

D

br3

d)
b
Jx.y.dx 124
-5 10 124 3 372, _ 372 45
X = b = = -—=—(X’y)= _—,
,[ 14 10 14 140 140 56 372 45
y dx o 2
. 3 (140 ' 56
b 2 4
y X NG .
.dx —.dx 2 15
y=£ 2 =! 2 =i=4=£
SR LR R T V-
!y X 3 3
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b 4 3
J‘xy2 dx IX.XdX X
X< _1 _4 |*_632_126 126
_bzd 15 14 11 3 15 15 [Ts’oj
[viac 5 5 u
126
%3)=| —.0
(%) (45 j
15)
f:[-22] >R _ _ ,
) fonksiyonu ile x-ekseni arasinda kalan alani bulalim.
f(x)=x"+2x-3
Coziim:
R 2 1
A= []f(x)dx= - F(x)dx+ [ £ (x)dx
/ ) )
1 2
\ :j—(xz+2x—3)dx+j(x2+2x—3)dx
2 0/ R N
-3 12 X X, ' ) ’
=— —+X =-3X| + + X" —3X
,,,,,, 2 3 , 1
:9+Z:%
3 3

16) y = x> —4x+3ile y = —x* + 4x—3egrileri arasindaki alan1 bulunuz.

Coziim:

y=-x*-4x-3 icin x=0=>y=3 y=0=>x=1 X=

y=-—X>+4x-3 i¢cin x=0=>y=-3 y=0=>x=1 x=3

3

b
A=[(y,-y)dx ty

3
A=_[[(—x2+4x—3)—(x2—4x+3)]dx 3

1

3 2 y=x’-4x+3
A=J[(—x2+4x—3—x2+4x—3)]dx 1

1

0 3 X

3 3
A:'[(—2x2+8x—6)dx: (—§x3+4x2—6x)|
1 1

A= (—%.33 +4.3° —6.3)—(—%.13 +4.1 -6.1) =gbr2
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17)f: IR > IR; g: IR > IR; f(x)= 22
x"+1

; g(x) = x’ fonksiyonlar veriliyor. f ve g fonksiyonlarinimn

gosterdigi egriler,x = 0 ve x = 2 dogrular1 arasinda kalan alani hesaplayin,

Coziim :
A= j [£(x) - g(x)dx

|f(x) g(x)|dx+.[ |f(x) g(x)|dx

|
=£(X22+1_X2}1X 1(){ i1 ]d

:(2Arctanx—%x )— (2Arctanx—§x )

25 1 oarctan2 840 L
4 3 3 74 3

= n—%—ZArctanZ

fonksiyonunun temsil ettigi egri parcasinin x-ekseni etrafinda dondiiriilmesiyle

18)
f:[Le] >R
f(x)=Inx

olusan donel yiizeyin hacmini bulalim.

Coziim :
e, e,
V= n{f (x)dx = n{Ln (x)dx olur.

Bu integrali kismi integral yontemiyle ¢ézelim.

u=In?x,dv=dx diyelim

du:Z.EInx.dx v=X olur.
X

V =TxIn’ x]e—zjln xdx
1

=TI[e - 2(xIn x - x)]
=Tl(e-2)
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19)f: {O,E} —>IR f(x)= E+sin X
4 2
fonksiyonunun gosterdigi egrinin x-ekseni etrafinda dondiiriilmesiyle olusan dénel ylizeyin
siirladigr hacmi bulalim.
Coziim:

Tn/4 ) Tn/4 3 2 7R/4 9 1—C032X
V=II I f (x)dx =11 I (—+SinxJ dx =11 I (—+35inx+—}dx
0 5 \2 o \4 2

q97m V2 17n 1
4 4 2 2 2 4

H(?? _3£+13)

_n JRN—
16 2 4

20) f(x)=+/1—x? fonksiyonunun [—1,1] araligindaki  pargasinin x-ekseni etrafinda

dondiiriilmesiyle olusan donel cismin yiizey alanini hesaplayiniz.
Cﬁzﬁm:y:ﬂ yi=1-x> x*+y’=1 y
v, = ( ﬂ) . —2X — X

= oL = N -x_

S= anﬂ.\/l+((ﬂ))z .ax

1 2 1
s:ZnJ.\/l—xz. 1+ dx= 2n_[\/l—x2 .1/1 1x2 dx
1 -1 o

1-x%’
1

s=on[dx=(2nx =[(2n(1))- (2n(-1)]}=4r

-1
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BELIRLI INTEGRALE AIT CESITLI ALISTIRMALAR

. y=3x,y=15-3x dogrular ile X — ekseni arasinda kalan alan nedir? C: (18.75)
. y*=x° egrisi ile X = 4 dogrusu arasinda kalan alan nedir? C: (25.6)

. y2=4x ile x2 = 4y egrileri arasinda kalan alan nedir? C: (16/3)

10y = x2 - 80 egrisiile y =0, X = 1 ve X = 6 dogrular1 arasindaki alan nedir? C: (32.83)
y=x2+2e¢grisiiley =3,y =5, x =0 dogrular arasindaki alan nedir? C: (2.797)

. y*=16-xegrisiy =0, X = 0 dogrulari ile sinirli bolgenin alani nedir? C: (126/3)

Jx +.,Jy =legrisiiley = 0, x = 0 dogrular arasindaki alan nedir? C: (1/6)

. 4y*=x3 egrisi ile X = 8 dogrusu arasinda kalan alan nedir? C: (72.4)

. Birinci bolgede y? = x® - 3x* +3x egrisi ile X = 1 dogrusu tarafindan sinirlanan bdlgenin

x—ekseni etrafinda donmesiyle olusan donel cismin hacmi nedir? C: (0.785)

10.

y:%(ex +e*)egrisi x =0,y =0, x =1 dogrulan ile smirli bdlgenin x — ekseni

etrafinda donmesiyle olusan hacim nedir? C: (4.42)

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

y = x3 egrisi , X = 0, y = 8 dogrular1 ile siirli bolgenin y — ekseni etrafinda donmesiyle
olusan donel cismin hacmi nedir? C: (60.3)

9x2+16y* = 144 elipsoidinin y — ekseni etrafinda donmesiyle olusan donel cismin hacmi
nedir? C: (329)

2/3
(gj +(%) =1 egrisinin y-ekseni etrafinda donmesiyle olusan donel cismin hacmi
nedir?
y =e*egrisi, X =1,y =0, X =0 dogrular ile sinirli bélgenin X = 1 dogrusu etrafinda

donmesiyle olusan donel cismin hacmi nedir? C: (4.51)

y = 4x - x* egrisi , y = 3, x = 0 dogrulari ile sinirli bélgenin y = 3 dogrusu etrafinda
dénmesiyle olusan donel cismin hacmi nedir? C: (3.35)

y2 = 24 - 4x egrisi y=0 , x = 3 , x = 6 dogrular ile sinirli bolgenin x- ekseni etrafinda
donmesiyle olusan donel yiizeyin yanal alani nedir? C: (58.6)

x?3 + y2I =1 egrisinin 1.bolgedeki kismmin x-ekseni etrafinda dénmesiyle olusan dénel
ylizeyin yanal alan1 nedir?

y=4-x2egrisi X=0,x =2,y =0 dogrulan ile sinirli bélgenin y-ekseni etrafinda
donmesiyle olusan donel yiizeyin yanal alani nedir? C: (36.2)

y = 5x? egrisi X =2, X =4,y =0 dogrulart ile sinirli bolgenin y-ekseni etrafinda
donmesiyle olusan donel yiizeyin yanal alan1 nedir? C: (1408)
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