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INTEGRAL

BOLUM 1. GIRiS

1.1. integralin Tanim ve Tarihgesi

Integral kavranu diferansiyel ve antitiirev kavramlarini icerir. Burada, antitiirev integral (veya
bir fonksiyonun ilkeli) anlamindadir. Tiirevin birka¢ yiizyillik gecmisi olmasma ragmen
integral kavraminin ge¢miginin insanoglunun alan hesabina getirdigi aciklamalar kadar eski
oldugu bilinmektedir.Integral kavramini bir fonksiyonun integrali anlaminda su sekilde
verebiliriz.F(x) + ¢ fonksiyonunu g6z Oniine alalim. Burada, ¢ keyfi bir sabittir. Bu

fonksiyonun x’e gore tiirevi;

i[F(x)+c]:F'(x)+o:F'(x)
dx

ve buradan;
d[F(x)+c]=F’(x)dx olarak elde edilir. Buna gore;
F(x)+c fonksiyonunun diferansiyeli F'(x).dx iken
F’' (x).dx fonksiyonunun integrali F(x)+¢ demektir

F' (x) = f (x) alalim. Bu durumda, y=f(x) fonksiyonunun belirsiz integrali;
j f(x)dx = F(x)+¢

(c=sabit) seklinde tanimlamir. Burada kullamlan [ isareti integral isareti olup Sum(Toplam)
kelimesinin bas harfi olan S harfinin uzatilmis halidir. ¢ keyfi sabiti ise integrasyon sabiti olup
fonksiyon hakkindaki bilgiler mevcut iken belirlenir. dx diferansiyeli integral icinde olmak

zorundadir ve x’e gore integral alinacagim ifade eder.

jf(x)dx =F(x)+c veya d[F(x) + c] =f(x)dx

iligkisi her zaman gegerlidir. Bunu bir 6rnekle aciklayalim.

/» Tiirev \
‘\ Antlturev



Burada antitiirev belirsiz integral olarak da bilinir ve iki isimden birisi kullanilir. Integral veya
antitiirev bulma islemine integrasyon, integrali alinacak fonksiyona ise integrand denir.Bu
aciklamalarin 15181 altinda bilinen fonksiyonlarim integralleri ile ileride ayrica inceleyecegimiz

ozel tipteki integraller agagida verilmistir.

1) j dx=x+cC

2)_|'du=u+c (u=u(x))

3) j a.f(X)dx =« j f)dx=a[F(x)+c]  (a=sbt)

4) [[F1()+ 20+ £3(0)+ —— ==+ (®)]dx = [£](X)dx+ [ £ (x)dx+—————

n+1

X
5) | x".dx =
)I n+1

+c (n=-1)

6)'|.%= Lnjx|+c  (x#0)
X
7)'|'exdx=eX +C

S)Iaxdx:L.ax+c (a=0,a>0)
Lna

9)J.sinXdX:—cosX+C
IO)Jcosxdx=+sinx+c

11) Itan xdx = —Ln|cos X| + ¢
12).[c0t anxdx = Lnjsin X + ¢
13)Isec xdx = Ln|secX + tan X/ + ¢

14) I cosecxdx = Ln|cosecx — cotanx| + ¢

IS)Jseczde=J. d)i =I(1+tanzx)dX:tanX+c
cos” X
16)JcoseC2XdX:J ,d)z( :j(1+cotan2x)dx:—cotanx+c
sin” X
17)J' o = ArcsinX+c¢C
1-x?
18)J — o = ArccosXx+c¢C
1-x?



dx
- = ArctanX+c¢C

—dx
= Arccotanx+c
+ X

= L
1-x* | —x|

21)J dx 1 |1+x|

22)J.i\/czleLn‘xi\/x2—l‘+c
X° -1
23)J%=Ln‘x+\/x2+l‘+c

X" +1

dx . X

24)Iﬁ=ArCSIHE+C (aiO)
25] :—ArctanX+C (a=0)

a’+x? a
26)J. L.Lna+x+c

a’—-x*> 2a a—x

27)Ji%= Lnjx£+vx*—a’|[+c

28)J+m= Lnjx£vx> —a’|[+c

u=u(x) olmak iizere;

29) je“du =e" +c

30)ja”du=L.a”+c (a=0,a>0)
Lna

n+l1

nq,_ U B
30) [u du=——-+c (n=-1)
32)Jdu—u= Lnu|+c (u=0)

33)Jsinudu =—cosUu+C
34)Ic0sudu =—sinU+¢C
35)J.tan udu = —Ln|cosu| +C

36)Jc0t anudu = Ln|sin u| +C



37)Jsecu.du = Ln|secu + tanu| +C

38)J.cos ecudu = Ln|cos ecu — cot anu| +C

39)_[se:c2 udu :J

—I(1+tan u)du =tanu+c
cos’u

du

sm u

40)Icoseczudu :j = j(1+cotan u)du = —cotanu +¢

r/U

41)je°°u cos fudu = i (aCospu+B.Sinfu) + ¢ (a, B € IR)

)M Lacanic (@felR)
a’ +ﬂ u ap a
du 1w |
43) =—Ln +c (a#0)
J‘u.(uz +a’) 2a’ ‘az +u2‘

44)jd—”:l.Ln

+C (a#0
uu’+a’) «a ( )

u
a++va’ +u’
Simdi de; I f'(x)dx = f(x)+cesitligini gosterelim

u=f(x)+c alinirsa;

u’=il= f'(x)= du = f'(x)dx olur.
X

Bu son ifadenin her iki tarafinin integrali asagidaki gibi alinir;
[du=T £'(x)dx
ve (1) nolu formiilden yararlanilirsa; u = J. f'(x)dx= f(x)+c

olur.Boylece; j f'(x)dx= f(x)+c elde edilir.
1.2.1= J (ax + b)n dx (a#0) (a,b cIR) (ncQ) seklindeki Integraller

Bu tip integrallerde integral teknikleri konusunda ele alinacak olan degisken doniistimii
teknigi kullanilarak integral kolayca goriilebilen bir integral formuna indirgenir.

Buna gore; ax+ b =u= a.dx =du ve buradan dx = du olur.
a

Bu degerleri I integralinde yerine yazarsak;

n+l

Izju“.d—uzlju“duzl.u +c(n#—1) olarak elde edilir.
a a a n+l




Bu son ifadede u'nun degeri yerine konursa;

n+l
I(ax+b)“dx=l.M+c(n¢—l)
a

n+1

olur. n= -1 i¢in yukaridaki doniisiim tekrar uygulanarak;

I= j( ax+b)'dx = I dx = l du = 1 .Lnlu| + ¢ ve u=ax+b degeri yerine konursa;
ax+b a‘u a
I de = 1 .Lnlax +b| + ¢ olarak bulunur. Bu iki sonucu bir arada yazacak olursak;
ax + a
n+1
1 @x+D™ | -1
I= I(ax +b)"dx =42 n-+ genel sonucunu elde ederiz.

—.Lnfax +b|+c(n =-1)
a

Ornek.1.1: IS\/2X—5dX =9

Coziim.1.1:
2x->=u du 1 13 3
2dx =du +|3/2x —5dx = 3u.—u:— WPdu==—"u*3+c=202x-5*"+c
-[ -[\/_ 2 2-[ 2 4 8( )
du
dx =—
2
Ornek.1.2: J. 3dx =9
4-2x
Coziim.1.2:
4-2x=u
—du
3¢d 3 3
S2dx=dupf B[ Bgf 2SS e -2 Lnf4-2x] e
4-2x 4-2x u 27 u 2 2
dx=—d—u
2




1-3-Kuvvet Fonksiyonunun Integrali :u=u(x) olsun.

n+l n n+1
dfu =(n+1). e ,ﬂzu“.d—u veya d e =u".du
dx\ n+1 (n+1) dx dx

olur. Bu son ifadenin her iki tarafinin integrali alinirsa;

+1 n+l

Id[zll]zj‘u".du ve boylece; Ju“.duz :11+1

ifadesi kuvvet fonksiyonunun integrali i¢in genel formiilii verir. Benzer sekilde n=-1 i¢in;

+c(nz-1)

J' du _ Ln|u| +c¢ oldugu agiktir.
u

14. 1= je(ax * b)dx seklindeki Integraller: (a,b € IR)
ax+b=u diyelim. Buna gore; a.dx=du ve buradan dx=du/a olur. Bu degerler I integralinde

yerine yazilacak olursa;

1 1
Izjeu.d—uz—jeu.duz—.eu+c
a a a

ve boylece u=ax+b degeri tekrar yerine yazilarak I integrali
I= je(aX By = l.e(aX ) | ¢ olarak elde edilir.
a
3_x
Ornek.1.3:  [e 2dx=?

Coziim.1.3:

2" 3x 3x
édx—du jezdx:jeu.zdu:zjeudu:%eu+c:ze2 +c
- 3 3 3 3
dx = 2du
3

Ornek.1.4: Ies_4xdx =9

Coziim.1.4:

5-4x=u ;
~4dx=duy [e5H =je”.—u=—lje“du:—le“+c=—le5‘4"+c
. 4 3 4 4
dx=——u
4



1.5. integrasyon Sabiti: (Egri Aileleri)

¢ integrasyon sabiti keyfi bir sabit olup problemin tipine gore farkli anlamlar tasir. Bu
nedenle ¢ integral sabitinin geometrik, fiziksel, elektrik v.b. uygulamalari i¢in ne anlama

geldigini 6rneklerle agiklayalim.

Ornek.1.5: Herhangi bir P(x,y) noktasindaki egimi 2x olan egri ailesinin denklemini

bulunuz?

Coziim.1.5: y' = % =2x = dy = 2x.dx olur.Her iki tarafin integrali alinirsa;
X

.[dy = j?.xdx: x* +¢ olur. Buna gére;y=x"+c istenilen egri ailesinin( Parabol Demeti)

denklemi olup c sabitinin her bir degeri i¢in 6zel bir egri verir. (Sekil-1)

(Sekil.1.1. y=x*+c egri ailesi)

Elektrik devre uygulamalar1 ve fiziksel uygulamalara gegmeden Once tiirev bahsinde ele
aldigimiz temel fizik ve elektrik kanunlarinin integral formlarini bulalim ve her bir temel

formiil i¢in 6rnek verelim.
1.5.1: Elektrik Devre Uygulamalari

a) Yiik: Tirev bolimiinde gordigiimiiz gibi bir iletkenden gegen akim birim zamanda

degisen yiik miktarina esittir. Yani, I amper cinsinden akimi, t saniye cinsinden zamani ve q

coulomb cinsinden yiik miktarmi gostermek ﬁzere;lz% idi. Simdi, bu ifadeden q yiik

miktarin1 I akimina bagl olarak bulalim. Bunun i¢in dq degiskeni yiilk miktarmni yalniz

birakip elde edilen ifadenin her iki tarafinin integrali alinirsa;



ve sonug olarak da I=I(t) olmak iizere;

dq=TLdt = [dq=[Tdt = q=[I(t)dt
ifadesi bir iletkenden herhangi bir zaman araliginda gegen yiik miktarini veren formiildiir.

Ornek.1.6: Bir kondansatorden gegen akim I(t)=3t>-2t ile veriliyor. Kondansatérde bulunan

baslangi¢ yiik miktar1 5 coulomb ise t=3 sn iken kondansatorde biriken yiik miktarini bulunuz.
Coziim.1.6: q = [I(t)dt idi. Buradan;
q= J~(3t2 —2t)dt =t —t* + ¢ olarak bulunur.

t=0 i¢in g=5 coulomb olduguna gore c=5 coulomb olarak bulunur. Buna gore, herhangi bir
anda kondansatdrdeki yiik miktarini veren formiil;
q(t) = £'-*+5 olur. t=3 saniyede kondansatordeki yiik miktart ise g=(3)’-(3)*+5=23 coulomb
3
olarak bulunur. Ileride belirli integralle bu problemi; _[ I(t)dt olarak bulabiliriz.Boylece;
0
3 3
q=[G-20dt = q= (£ ~¢*|
0 0
ve q = 3*-3% = 18 coulomb olarak bulunur. Burada, q=5 coulomb baslangi¢ yiikiide ilave

edilirse, t=3sn iken kondansatorde biriken yiik q=18c+5c=23c¢ olarak bulunur.

b) Bir Kondansatordeki Gerilim Miktari:

Bir kondansatordeki akim [=C.(dV/dt) idi. Yani, birim zamanda degisen gerilim miktar ile
kondansator sabitinin ¢arpimina esittir. Burada, C farad cinsinden, t saniye cinsinden ve V
volt cinsindendir. Buna gore, I=C.(dV/dt) formiiliinden bir kondansatérdeki gerilim miktar

I= C.C:l—\t/ =dV= é.l.dt olur. Her iki tarafin integrali alinirsa;

fav= éjl(t)dt V= % [Tt

ifadesi herhangi bir anda kondansatérdeki akimi veren formiildiir.



Ornek.1.7: 2F’lik bir kondansatér 20V baslangig gerilimine ve zamana gore I (t) =t> —1

akimina sahiptir. t=2 saniyede kondansatordeki gerilim miktarin1 bulunuz.

Coziim.1.7:

1 l¢ ., 1t
LYol: V=—|I()dt=—|(t"=Ddt=—| ——t |+
ol: V= [I(tde=_[(-1) 2(3 jc

olur. t=0 i¢in V=20 olduguna gore; 20 = é(O)3 = %.(0) +c¢=c=20 olur.
Bdylece, herhangi bir anda kondansatoérdeki gerilimi veren formiil,

V(t)= ét3 —%t + 20 bulunur. Sonugta t=2 sn i¢in;

V= é( 2) - % 2+20= %Volt olarak bulunur.

IL. Yol: Belirli integral yardimiyla;

1§ 1(t* 2 1(8 1
V :E'([ (t> =1)dt =E(?—t|o =5(§—2J =§V01t olur ve V=20V baslangic gerilimi

ilave edilerek istenen gerilim ; V=20+1/3=61/3 bulunur.
¢) Bir Bobindeki Akim: Bir bobindeki gerilim ; V = L.% idi.Buna gore; t saniye cinsinden
zamani, I amper cinsinden akimi, L henry cinsinden bobin sayisin1 gostermek {izere;

dl = % V.dt olur. Burada, I akimini elde etmek i¢in, bu son ifadenin her iki tarafinin integrali

alinirsa; jdl = %J.V.dt olur ve boylece; I(t)= %.jV(t).dt

ifadesi herhangi bir t anindaki bobindeki akimi veren formiildiir.

Ornek.1.8: 10 Henry’lik bir bobindeki gerilimV = /4t +1 volt olarak veriliyor. Buna gore

baslangi¢ akimi 7,5 Amper olmak iizere t=2 saniyede bobindeki akimi bulunuz.

Coziim.1.8:1.Yol: I=%J.V(t)dt idi. Bu ifadede verilenler yerine yazilacak olursa;

I = LJ.«M‘[ +1dt = iJ.(4t +1)"?dt ve buradan;
10 10

=L,

12 3/2 1 3/2 .- < .
—=.(4t+1)""+c=—(4t+1)""" + ¢ olur.t=0 i¢in I;=7,5 A olduguna gore;
073 (4t+1) 60( ) ¢in Io guna g



7,5 =i(4.0+1)3/2 rome =
60 60

bulunur. Boylece, herhangi bir t anindaki bobindeki akim;

I= %(M +1) %2 + % formiilii ile bulunabilir. t=2 sn i¢in bobindeki akim ise;

1= L(4,2 + 1)3/2 + 449 = 2Amper olarak bulunur.
60 60 15

2 2
IL. Yol: Belirli integralle; I = % J Nat+1dt = %(M +1)*? | =% Amper bulunur.
0

0

10=7,5 A degeri ilave edilerek istenen akim; I = % +75= % Amper olarak bulunur.

Sonug olarak, bu temel kanunlari bir tablo halinde 6zetleyelim. (Tablo-1)

(Tablo.1.1) Temel Elektrik Formiilleri

Tanim Tiirev Formu | integral Formu
Yiik(q) 1= c('l—‘tl q= j I(t).dt
Gerilim (V) | I= c,% V= éjl(t).dt
Ak | V= L.% I= % j V(t).dt

1.5.2: Fiziksel Uygulamalar :

a) Yol: s=f(t) fonksiyonunu g6z 6niine aldigimizda tiirev konusunda ele alinan kinematigin

o g . ds ... .
temel konularinda hatirlanacagi gibi bir nesnenin hizi; V = m idi.Burada, V, nesnenin hizini,
t

s, metre cinsinden yolu, t ise saniye cinsinden zamam gosterir. Burada belirli bir zaman

araliginda nesnenin aldig1 yolu (s) bulmak istedigimizde ;ds=V.dt ve her iki tarafin integrali

almirsa; J.ds = IV(t)dt =>s= jV(t).dt olarak bulunur.

b) Hiz:V=f(t) fonksiyonuna sahip oldugumuzda bir nesnenin herhangi bir andaki ivmesi

: e : : dv .. . :
kinematigin temel diferansiyel kanunundan; 0 :E idi. Burada,V nesnenin hizini, t saniye

cinsinden zamam gostermektedir. Buna gore, bu son ifadeden dV ifadesini ¢ekersek;

dV =0 dt olarak elde edilir.
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Béylece; V = j a(t).dt olarak elde edilir. V = J' a(t).dt ifadesi nesnenin herhangi bir andaki

hizin1 veren formiildiir.Kinematigin bu temel kanunlarini1 bir tablo halinde tiirev ve integral

formlarini agagidaki gibi verelim. (Tablo -2 )

Tablo — 2 - Kinematigin temel kanunlar

Tanim Tiirev Formu | integral Formu
ds
1- Yol (s V=— s=|V(t).dt
© « [vo
dv
2- Hiz (V a=— V = a(t).dt
W) " Ja®

Ornek.1.9 : Bir nesnenin hiz1V(t)=2t+5 ile veriliyor. Buna gore, nesnenin 4 saniyede aldig
yolu bulunuz.

Coziim.1.9:

L Yol: V= % idi. Buradan, s = jV(t )dt olur. Boylece;

s= I( 2t +5)dt =t + 5t + c olarak bulunur. t=0 i¢in s=0 olacagindan;

0=0>+5.(0)+c=c=0 elde edilir.Boylece, nesnenin herhangi bir zaman araliginda aldig:

yol;s = t* + 5t ile hesaplanir ve t=4 sn i¢in s=4*+5.4=36 m olarak bulunur.

4 4
II. Yol:Belirli integralle s = J.( 2t+5)dt = (tz + 5t| =36m ayni sonug bulunur.
0 0

Ornek.1.10:Bir nesnenin ivmesi 8=3t>-2t ile veriliyor. Nesnenin baslangictaki hiz1 10 m/sn

olduguna gore t=5 sn esnasinda nesnenin hizini bulunuz.

Coziim.1.10:

L. Yol: 5= 9V ivmenin diferansiyel formu idi. Buradan hiz kavrami ifadenin integrali alinarak;
dt

V= j 0.dt seklinde bulunmustu. Buna gore;V = I( 3t* —2t)dt =t° —t* + celde edilir. t=0 icin

Vo=10 m/sn olduguna gore; 10=(0)’—(0)*+c=c=10olarak bulunur. Sonug¢ olarak,

herhangi bir anda nesnenin hizini veren formiil; V=t>-t*+10 olur.t=5 sn i¢in nesnenin hizi;

V=5-5%+10=110 m/sn olarak bulunur.

5 5
IL. Yol: Belirli integralle V = I( 3t* —2t)dt = [t3 —t? | =100m/ sn
0 0

V=10 m/sn olduguna gore istenen hiz V+ V=110 m/sn olarak bulunur.
11



1.5.3. Kinematik ile ilgili 6rnekler

Ornek.1.11:. ilk hiz1 V; olan bir cisim asagidan yukariya dogru atiliyor. Cismin atildig1 yere
tekrar donmesi igin gegen siire cismin maksimum yiikseklige erigsmesi i¢in gecen siirenin iki

kat1 oldugunu gosteriniz. (Havanin direng kuvveti ihmal edilecektir.)

Coziim.1.11: Newton Kanununa gore;

dv
m.a=-m.g veya m =—g= =g

dx dv  d*x
V=— =a
dt dt dt?

2

t=0 i¢in v=v¢ ve x=0 oldugundan; (:1‘[_? =-g

%:-g:dV:—g-dt:jdV=J'—g.dt:>V=—gt+c1

t=0 i¢in v=v, oldugundan v(= c; bulunur. V=-gt+c; =-gt+ Vo = V=V,- gt (*) olur.

d
d—’t‘=y:>dx=v-dt:>jdx=jv-dt:>x=J'(V0—gt)dt:x:j(vo—g.t).dt

=Xx= Vot—%gtz +c, (*%)

t=0 i¢in x=0 oldugundan ¢; =0 bulunur. Cisim maksimum yiikseklige eristigi noktada

(*) denklemindeki V=0 olacagindan;

V,
0=Vp-gt = Vo=gt = tmax=_0 (% %)
g

. : 2V, S .
(**) ifadesinde x=0 yazilirsa t;=0 , t,=— bulunur. t;=0 cismin ilk atildig1 yer yani baslangig
g
e . 2V,
cismin gidis doniis zamamidir. Yani; t, =——=2-t .-
g

Ornek.1.12: Bir cismin diizgiin bir yol {istiinde sabit bir ivmesi ile hareket ediyor. Ik hiz1 V,

Vo

noktasidir. t,=

t zaman sonra hiz V ve kat ettigi yol s ile gosterilirse;
1) V =Vytat
i) s=Vo.t+1/2.a.t? oldugunu gosteriniz.

i)  V=Vi+2.as

12



Coziim.1.12:
dv
a) a= E = dV=adt = J[dv=ladt = V=a.t +c;

t=0 i¢in v=vo oldugundan c;=v( bulunur. Boylece hizin zamana bagl denklemi:

V = Vyta.t (i) elde edilir

b) V=$ idi. Buradan ds=V.dt = [ds=[V.dt = s=[V.dt olur.(i) ifadesindeki V degeri

yerine yazilarak;s = [(Vo+a.t).dt = v, t+ %at +c,
t=0 i¢in s=0 oldugundan c,=0 bulunur.Buna goére yolun zamana bagli denklemi; s =
1, .
A -t+Eat (ii)

¢) V= Vyta.t denklemindeki t degeri (ii) ifadesinde yerine yazilirsa;

2

V-V V-V vVi-v,
s=YV, b +la( 0 )2:>s=—°:>2as=V2—V02
a 2 a 2a

= V2=V +2.a.s (iii) oldugu goriiliir.
Ornek.1.13: Dogrusal hareket eden bir cismin hiz1 orjinden olan uzakligindan ii¢ birim
fazladir. Eger t=0 i¢in V=06 ise hareket denklemini bulunuz.
Coziim.1.13:

V=cismin hizi

x=orjinden olan uzaklik

V=((11—); =x+3 ; t=0 i¢in V=6 idi.

d_X:X+2 = _dx =dt= jd—x =Jdt = In|x+3|=t+Inc
dt (X + 3) (X + 2)
= In| X+3 =t = X+3_ ¢! = x+3=c.e¢' = x=c.e-3
_dx_

4 c.e' olup t=0 i¢in V=6 idi. 6=c.e’ = ¢=6

x=6.¢'-2 hareket denklemidir.
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ALISTIRMALAR

dx
3'J‘ (5—2)(% =7
e 4
2 1 D 2 C . ..
4.y"=3x"—-x+1 olan ve —5,3 noktasindaki egimi ngolan egrinin denklemini

bulunuz.

5.Herhangi bir P(x,y) noktasindaki egimi m = 37)( olan egri ailesinin denklemini bulup, bu

ailenin (1,-2) noktasindan gegen iiyesini belirtiniz.

6.Herhangi bir P(x,y) noktasindaki egimi m = 2x olan egri ailesinin denklemini bulunuz.

7.Bir kondansatérdeki akim 1(t)=3%/t—1 ile veriliyor.Baslangictaki yiik miktar1 q,=3

Coulomb ise t=2 saniyede kondansatorde biriken yiik miktarini bulunuz.

3t
8.0,5 F’lik bir kondansator 10V baslangi¢ gerilimine ve zamana bagl I(t)=e 2 akim ile

veriliyor. Buna gore, t = 2 saniyede kondansatordeki gerilimi bulunuz.
9.Bir top 128 m/sn”’lik bir ilk hiz ile asagidan yukar1 dogru atiliyor.

a) 2,4,6 saniye sonraki hizlar1 bulunuz.

b) Ne zaman ilk atildig1 yere doner?

¢) Maksimum yiikseklik nedir?
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BOLUM 2. BELiRLI INTEGRAL (Bir Egrinin Altinda Kalan Alan)
2-1. Riemann Darboux Alt ve Ust Toplamlar1 ve Bir Fonksiyonun Belirli integrali

f:[a,b]=> IR’ye sinirl1 bir fonksiyon olsun. [a,b] araligini;

a= x9<x1<X <Xp-1<X,= b olmak iizere (n+1) nokta yardimiyla;

[X0.X1]s [X1:X2]s [X25X3]5ecccecceccacccne S[Xic1sXi]seeeeee s [Xn-1,Xnl
seklinde n tane alt araliga ayiralim. iste, bu araliklarin kiimesine veya daha basit olarak
, Xn} kiimesine [a,b] araliginin herhangi bir béliintiisii denir ve P ile gosterilir.
i=1,2,3,.....,n olmak iizere; [X;1, X;] araligina [a,b] araliginin i.nci alt aralig1 denir ve I; ile
gosterilir.x; — X;.1 sayisina i.nci alt araligin uzunlugu denir ve Ax;ile gosterilir. Buna gore ;

AX; = x; — Xi1 olur. Ax; sayilarinin en biiyiigiine [a,b] araliginin P boliintiisiiniin normu

denir ve |[|P|=maxAx; (i=1,2,---,n) ile gosterilir. f fonksiyonu [a,b] araliginda smirh
oldugundan [x;1, xi] alt aralifinda da smirlidir. Bu nedenle, f fonksiyonunun her alt aralikta
iist sinir (supremum) ve alt sinirindan (infimum) s6z edilebilir. Boylece;
M = Supf(x) = M. =Supf(x)
xel[)a,b ! xel,
m = Inf f(x) = m_=Inff (x)
xela,b ! eri
tanimlanirsa  m; <m < M;SM (i=1,2,3,......... ,n) her zaman gecerlidir.Bu tanimlamalarin
15181 altinda f fonksiyonunun P bdliintiisiine karsilik gelen Riemann-Darboux alt ve iist

toplamlari sirasiyla;

s(P,f) =m,(x; —=X() +my(Xy —X;) +eevveennene +m, (X, — X, ;)= Z:miAxi

S(P,f) = iMi.(xi —X; )= i:Mi.Axi
i=1 i=1

olarak tanimlanir.

'"*Supremum = Ust smirlarm en kiiiigii " Infimum = Alt sinirlarin en biiytigi
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Alt ve iist toplamlar sirastyla belirli integral konusunda bahsedecegimiz kiicliik ve biiyiik
dikdortgenlerin alanlar1 toplamina esittir.[a,b] arali§inin biitiin boliintiilerinin kiimesini p ile

gosterelim. Buna gore, Sup Sp(P,f) sayisina f fonksiyonunun [a,b] araligi iizerindeki alt
Pe

b
integrali denir ve J.f(x)dx seklinde gosterilir.

a

Benzer sekilde; inf sp (P, f) sayisina f fonksiyonunun [a,b] araligindaki iist integrali denir
Pe

b
ve; J.f(x)dx ile gosterilir.

Teorem.2.1: f:[a,b]> IR’ye siirl bir fonksiyon olsun. Bu durumda;
b b
j f(x)dx < j f(x)dx olur.

Tamim.2.1: f:[a,b]> IR’ye sinirh bir fonksiyon olsun. Eger;

b 5
J f(x)dx = J f(x)dx ise f fonksiyonuna [a,b] araliginda Riemann-Darboux

anlaminda integre edilebilir bir fonksiyondur denir ve;

b
If(x)dx seklinde gosterilir. Burada, f(x) fonksiyonuna integrand yani integrali aliacak

a
fonksiyon, a sayisina integralin alt sinir1, b sayisina da integralin {ist sinir1 ve x degiskenine

de integrasyon degiskeni denir.

Teorem.2.2:f:[a,b]> IR’ye smirli bir fonksiyonunun integre edilebilmesi i¢in gerek ve yeter

sart; S(P,f)—s(P,f) < € olacak sekilde bir P boliintiisiiniin mevcut olmasidir.

Teorem.2.3:f:[a,b]> IR ’ye monoton ise integre edilebilir.

Teorem.2.4:f:[a,b]> IR ’ye siirekli ise integre edilebilir.
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2.2. Belirli integralin Ozelliklerine Dair Teoremler :

f:lab]>IR ve g:[a.bl]>IR } ikifonksiyonolsun

Teorem.2.5: f+g:[a,b]— IR fonksiyonlar: integre edebilsin. Bu durumda;

(g =fx)+gX)
fonksiyonu da integre edilebilir ve;

b b b
j(f +g)(x)dx = j f(x)dx + j g(x)dx seklindedir.

a

Teorem.2.6:f:[a,b]> IR’ye fonksiyonu integre edilebilsin. Bu durumda; —f:[a,b]> IR olmak

iizere ;(-f)(x)=-f(x) fonksiyonu da integre edilebilir ve integrali;
b b
_[(—f)(X)dX = —_[ f(x)dx olur.

Teorem.2.7: f:[a,b]=> IR’ye fonksiyonu integre edilebilsin ve ¢ € IR olsun.Bu durumda;
c.f:[a,b]=> IR olmak iizere (c.f)(x) = c.f(x) integre edilebilir ve integrali;

b b
[(eH)(x)dx =c[ f(x)dx olur.

a

Teorem.2.8: a<b<c a,b,ceIR olsun. f:[a,b]=> IR verilsin. Bu fonksiyonun [a,b] ve [b,c]
araliklarma kisitlanmigina sirasiyla f; ve f, diyelim. Eger f fonksiyonu integre edilebilirse f)

ve f; fonksiyonlari da integre edilebilir ve bu integral;

c b c
j f(x)dx = jfl (x)dx + jfz(x)dx olur.
a a b
Teorem.2.9:f:[a,b]=> IR integre edilebilsin ve Vxe[a,b] i¢cin f(x) >0 olsun. Bu durumda;
b
J' f(x)dx > 0°dr.
Teorem.2.10:f:[a,b] > IR integre edilebilsin ve Vxe[a,b] igin f(x) < 0 olsun. Bu takdirde;

b
j f(x)dx < 0°dr.
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Teorem.2.11:

f:[a,b] > IR

fonksiyonlari integre edilebilsin ve Vxe[a,b] i¢in f(x) < g(x) olsun.
g:[a,b]> IR

b b
Bu takdirde; j f(x)dx < j g(x)dx dir.

Teorem.2.12:f:[a,b]=> IR fonksiyonu integre edilebilsin. Bu takdirde;

|f]:[a,b]> IR olmak lizere |f] (x)=| f(x)| fonksiyonu da integre edilebilir ve integrali;

b
If(x)dx

b
< [IF(x)|dx seklindedir.

Teorem.2.13:

f:[a,b]> IR

fonksiyonlar1 integre edilebilsin. Bu durumda; (f.g)(x) = f(x).g(x)
g: [a,b] — IR

fonksiyonu da integre edilebilir ve integrali;

b b
j(f.g)(x)dx = j f(x).g(x)dx olur.
Ozellik.2.1:f:[a,b]-> IR fonksiyonu integre edilebilsin. Bu durumda;

b a
[£(0dx =—[£(x)dx bzelligi gegerlidir.
a b

Ozellik.2.2: j f(x)dx =0

2.3. Bir Egri Altindaki Yaklasik Alan :

y=f(x) fonksiyonunun grafigini géz oniine alalim. y=f(x) egrisi, x=a, x=b dogrulari ve x-
ekseni ile sinirhi bolgenin alanimi bulmak istiyoruz. Bunun i¢in, ilk olarak bdlgenin bu
alanini xg, X1, X2, .....,Xn Noktalarinda diisey dogrular ¢izerek ardisik noktalar arasindaki
uzakligin esit ve Ax kadar oldugu dilimlere ayiralim. Bundan sonra, bu dilimlerin herhangi

biri i¢in yaklasik alan1 belirleyelim. (Sekil-2.1)
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Tirey edrisi
— b

______________ ﬁégw v=f)

Ko Xy ¥g i w1 Koq ¥n

Sekil-2.1

Bunun i¢in, x;; ve X; noktalar1 arasindaki dilimi goz Oniine alalim, x;; ve X; noktalari
arasindaki herhangi bir x; noktasin1 se¢elim.Egrinin bu noktadaki degeri f(x; ) olsun. Buna

gore, AA yaklagik olarak f(xi*) yiiksekligi ve Ax genisliginde bir dikdortgen olarak alinirsa;
AA = f(x;).Ax

istenilen yaklasik alani verir.Bu yaklagik alanin AA (*) esas alanindan kiiglik veya biiylik

olmast x; noktasinin secimine ve Xi- Xi.; noktalar1 arasindaki uzakliga baghdir.
Diger dilimlerin alanlar1 da buna benzer olarak;
1. Dilim igin yaklagik alan = f(x,").Ax

2. Dilim i¢in yaklasik alan = f(Xz*).AX

3. Dilim i¢in yaklasik alan = f(X3*).AX

n Dilim i¢in yaklasik alan = f(xn*).Ax seklindedir.

Buna gore, y=f(x) egrisi, x=a, x=b dogrular1 ve x-ekseni ile sinirli bdlgenin alanina A
diyecek olursak, bu alan n tane dilim i¢in alinan yaklasik alanlarim toplaminin yaklasik bir
degeridir. Yani;
A=f(x,)AX+(X, )AX ... +T(x,, )AX
veya diger bir gdsterimle;
A= if (xi*).Ax olur.x" noktalarmin segimine bagh olarak bu yaklasik alanin
i=1

nasil bulunacagini asagidaki metot ile gosterelim.
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2.3.1.0rta Nokta Metodu:y=f(x) egrisi, x=a, x=b dogrular1 ve x-ekseni ile smirli bolgenin
yaklasik alanim Ax genisliginde ve X degerlerini ait olduklar1 dilimlerin orta noktas1 segerek

elde edilen dikdortgen seklindeki dilimlerin alanlar toplami olarak aldigimizda;

A= Zf (xi*).Ax olur. Burada , f(x; ), i. dilimin orta noktasindaki yiiksekligi ifade eder.
i=1

(*) AA=A alaninin kii¢iik bir parcasini, Ax=x;- x;; farkini ifade eder.
Ornek.2.1: Orta nokta metodunu kullanarak f(x)=4x> egrisi x=0, x=8 dogrular1 ve x-ekseni
ile sinirli bolgenin alanini dilim genisligini 2 birim alarak yaklagik olarak hesaplaymiz.

Coziim.2.1:

y=4x

256

225+

144

64 | ;

36 T
16

Sekil 2.2

Istenilen alan 4 dilimden olusmaktadir ve bu dilimlerin orta noktalar1 sirastyla 1, 3, 5 ve 7’dir.
(Sekil-2.2) Bu orta noktalarda fonksiyon degerleri hesaplanirsa ve bu degerler asagidaki
tabloya yazilacak olursa;

X*

1 3 5 7

fx*)| 4 36 100 196

olarak bulunur. Buna gore alan; A = 4.(2)+36.(2) +100.(2) +196(2) = 672 elde edilir.
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2.4. Bir Egri Altindaki Kesin Alan

Sekil . 2.3 Sekil. 2.4

Egri altinda kalan alanin hesabi i¢in Sekil-2.3, Sekil-2.4’e gore daha iyi bir yaklagimdir. Yani,
dilim genisligi olan Ax sifira yaklastik¢a (dilimlerin sayis1 sonsuza yaklastik¢a) bu dilimlerin

alanlar1 toplami egri altinda kalan A kesin alanina yaklasir. Bdylece; bu yaklasgim limit

yardimiyla; A = lim z f(x ").Ax olarak tanimlanur.
Ax—0 pry 1

Ornek.2.2: y=3x" egrisi x=0, x=10 dogrular1 ile x-ckseni tarafindan smirli bélgenin alanim

dilim genisliklerini 2, 1, %, Y4,........... alarak orta nokta metodunu kullanarak bulunuz.
Coziim.2.2:
A y=3x2
300 ——
150 ——

\

Sekil-2.5
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Sekil-2.5°den de goriildiigii gibi y=3x> egrisi x=0, x=10 dogrular1 ve x-ekseni ile smirl
bolgenin alan1 Ax=1 olacak sekilde gosterilmistir. Ax=2 alarak istenilen alan1 bulmak

istedigimizde kullanacagimiz degerler asagidaki tablo ile ifade edilebilir. Buna gore;

x* 3 5 7 9

fx*) | 3 27 75 147 243

A =3.(2)+27.(2)+75.(2) +147.(2) + 243.(2) = 990br?* olur. Ax=1 alinirsa;

N S e A A & U I I AR L
X 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2
favy| S 2 75 1472430 363 307 675 867 1083
4 4 4 4 4 4 4 4

en son tablo kullanilarak istenilen alan;

147 243 363

1083
+ .

A

1R

3 27 75 507 675 867
Z'(I)JFT'(DJFT'(D+T'(l)+T'(l)+T'(l)+ 1 )+ 1 )+ 1 (1)

A=997,5 br’
olarak bulunur. Eger dilim genisligini benzer sekilde daraltirsak;
Ax = % = A =999375 br’

Ax = % = A =999,8438 br’

Ax = % — A =999,9609 br’

Ax = % — A =999.9902 br’

Ax = 3L2 — A =999.9968 br

Ax= A= 999,9996 br’
64

@

olarak bulunur. Bu hesaplamalardan da goriildiigii gibi Ax=>0 iken A->1000 elde edilir.
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Ornek.2.3: f(x)=9x2 egrisi x=0, x=10 dogrular1 ve x-ekseni ile sinirli bélgenin alanin1 dilim
genisliklerini 2, 1, %, Y4, alarak orta nokta metoduyla bulunuz.

Coziim.2.3:

200 y=9x2

729

a4a1

225 [T

81

Sekil 2.6
Yukaridaki sekilden de goriildiigli gibi y=9x2 egrisi x=0, x=10 dogrulan ve x-ekseni ile

siirlt bolgenin alanint Ax=2 alarak hesaplayalim. Buna gore;

1 3 5 7 9

X*

f(x*) 9 81 225 441 729

yukaridaki tablodaki hesaplanan degerler kullanilarak istenilen alan yaklasik olarak;

A =9.(2)+81.(2)+225.(2)+441.(2)+729.(2) =2970  bulunur.

Ax dilim genigliginin 1, %2, ¥ olmas1 halinde benzer hesaplamalar;
Ax 2 1 0.5 0.25
Alan 2970 2992 2998 2999

seklinde bir tabloda toplanacak olursa; Ax—0 olmas1 halinde A—3000’e yaklagir.
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2.5. Bir Toplamin Limiti Olarak Integral :

Simdi de y=f(x) egrisi x=a, x=b dogrular1 ve x-ekseni ile sinirli bélgenin alaninin Limit

kurali ile belirlenmesine iliskin birkag 6rnek ¢6zelim. Bu 6rneklerde n dilim;

Ax = b-a esit genisligine sahiptir.

(")rnek.2.4:f(x)=x2+l egrisi x=1, x=2 dogrulari ve x-ekseni ile siirli bdlgenin alanini

bulunuz.

Coziim.2.4: Ax = b-a = 2-1 = 1 olarak alinirsa buna bagli alana ait dilimler asagidaki
n n n

sekildeki gibidir.( Sekil.2.7)

2
y (1+(n|:|—2) \ (1 +(I‘l+2)) +1)

2
ENE D
5] 5 25
(5 (o) ) ——— /
41 2
(4 () ) —— /
2
A ) pd
=]
2 1.2
14
*
1 2
| g R
Sekil.2.7

Buna gore; 1. Dikdortgenin Alani = (lj@)
n

2
2. Dikdortgenin Alanmi = (l){l + (1 + lj }
n n
Lo 1 2Y’
3. Dikdortgenin Alani=| — || 14| 14+ —
n n
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2
4.Dikdortgenin Alani = (lj{l + {1 + éj }
n n

(n-1).Dikdértgenin Alani = (lj{l n (1 N (n— 2)} }

n

1 n-1Y
n.Dikdortgenin Alani = (—j{l + (1 + j }

n n

olarak bulunur ve bu n tane dikdortgenin alanina A, diyecek olursak;

S O P E NCY (RESS

ve gerekli islemler yapilarak;

A, :% 2n+2.(1+%}+(i}2 +2.(1+§)+(§j2 Foerrinns +2[1+2‘$)+(n7—1j2}

olarak elde edilir. Bu son parantezler agilarak;

(T T X R e |

ve gerekli iglemler yapilirsa;

A, =1[2n+3(1+2+ ...... F-D)+ (P42 +(n—1)2)}
n n n

son halini alir. Burada kullanacagimiz formiiller
Sy 2 D@D oo sy 0OFD o indedr
k=1 6 k=l 2

Bu son formiilleri gerekli yerlerde kullanirsak;

A :l{szrz‘n(n—l)+L2'n(n—1)(2n—l)}:2+n—l+(n—l)(22n—1)
n 2 n 6 n 6n

denklem son halini alir.Buna gore, n tane dilimden olusan A alani bir toplamin Limiti olarak

asagidaki gibi bulunabilir. Soyle ki;

n—oo n—oo 2

A =LimA =Lim 2+n—1+(n—1)(2n—1) =2+1+l=& brzbulunur.
" n 6n 3 3
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6rnek.2.5:f(x)=x2—1 egrisi x=1, x=3 dogrular1 ve x-ekseni ile sinirli bdlgenin alanin1 bulunuz.

Coziim.2.5:11k 6nce bu probleme ait sekli ve buna ait baz1 hesaplamalar yapalim. (Sekil-2.8)

gt

1 2 (3E) w=xld

8 (1+2-("'—|;1). (1+2-':"%1J —1)

2 /
(1+2-E"'—|:|2). (1+2-':"'i) —1) —

(=[N
H

n

2
g |1+ 142

(n-13
T2

Sekil-2.8

Ax = b-a = 3-1 = zdilim genigligi olarak alindiginda sirasiyla dikdortgenlerin
n n n

alanlar1 agagidaki gibidir.

1. Dikdortgenin Alani Z(EJ.O
n

2 2)’
2. Dikdortgenin Alani =(—j. (1 + —) — 1}
n n

o 2 2\’
3. Dikdortgenin Alan1=| — ||| 1+2.—| —1
n n

(n-1). Dikdortgenin Alani =[%)Kl +(n- 2).%) - 1}

2
n. Dikdortgenin Alanmi =(%j[(1 +(n— ng — 1]
n n
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n tane dikddrtgenin alanlar1 toplamina A, dersek;

2 2 (22 A ft0-02 a2

olarak elde edilir. Gerekli islemler yapilacak olursa;

i 2
A =2 3.2(1+2+3+....+(n—1))+(3J 2224 +(n—1)2):|
n|n n

ve daha 6nceki problemdeki formiiller ilgili yerlerde kullanilirsa;

N :2_i'n(n—l)J{zjz.n(n—l)@n—l)
n|ln 2 n 6

}sekline gelir. Buna gore, istenilen A alani n tane

dikdortgenin alanlar1 toplaminin bir limiti olarak;

3
A=LimAn= Lim{M + [gj w:l = ? br? olur.

n—o n—o n n 6

3 3 3
Belirli integral yardimu ile ayni1 deger; A = .[(xz -Ddx = (X? — x} = ? br? bulunur.
1 1

2.6. Analiz Hesabinin Temel Teoremi :

Yukaridaki 6rneklerden de goriildiigii gibi bir egri altinda kalan alan1 bulmak i¢in yiizlerce
dikdortgensel dilimlerin alanlarini bulup toplamak ¢ok kiilfetli bir islem olup bunun bir islem
ile olup olamayacag: sorusu akla gelebilir. Iste bu sorunun cevabini biz analiz hesabin temel
teoremine gotiirecek bir cercevede verebiliriz.Asagida Sekil-2.9 ve Sekil-2.10 ile verilen
egrileri gdz Oniine alalim. Bunlardan sekil-2.10 ile y=f(x) fonksiyonunun tiirev egrisini temsil

ederken, sekil-2.9 ile de tersine F(x) fonksiyonunun integral egrisi ele alinmistir.

irtecral Edrizi
F)f————-——--—--== |
! |
Fok — — — — — — : |
—————— |
Fe )7 = =~ = ! l |
i ! | G = T
|1 ! | | | Tiirew Edrisi
[l [ | | ,
Fa) | — N ! : | |
I [ -
l 1! I % & S n x
@ g b ca=
Sekil-2.9 Sekil-2.10
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Buna gore, sekil-2.10 ile verilen y=f(x) egrisi sekil-2.9 ile verilen F(x) egrisinin tiirevi
iken,.F(x) egrisi sekil-2.10 ile verilen f(x) egrisinin integralidir.
Sekil-2.10 ile gosterilen tiirev egrisinde orta nokta metodu i¢in herhangi bir dilimin orta

o * . * . - o v . - .
noktasinda bir X; secelim. X; noktasini da integral egrisinin Q noktasinin egimi olacak

sekilde segelim ki bu PR dogrusunun egimine esit olsun.Q noktasindaki egim f(x; ) olup PR

") Fo)—F&xi)

dogrusunun egimi; f (xi ) A ve buradan;
X

f (Xi*)AX = F(x;) = F(x,_,) elde edilir. Her bir dilim i¢in bu formiilii yazacak olursak;
f(x ).Ax =F(x )—F(a)
f(x,")Ax =F(x ) -F(x )
f(x,).Ax =F(x,)-F(x)

f(x ).Ax=F(b)-F(x )
olur.Bu ifadeleri toplayacak olursak;

f (xl* )Ax +f (xz* )Ax +f (x; )Ax F e +f (xn* )Ax = F(b)—-F(a) ve toplam semboliiyle;

Zf (xi*)Ax =F(b)—F(a) elde edilir. Buradan Ax=>0 igin;
i=1

Lime (xi* )Ax =F(b)—F(a) ifadesinin sol tarafi egri altinda kalan A kesin alanim
A—0 o

verirken sag tarafi da a’dan b’ye kadar y=f(x) fonksiyonunun belirli integralini verir.

Bunu daha basit bir 6rnekle sekil olarak ifade edecek olursak, asagidaki sekil 2.11-a-b ile

verilebilir.
f(x) A )
&
F(O)[- === === N
. F(b)-F(a) Tiirev Egrisi
Integral Egrisi
Fla)-— i A P
X = X
0 a A=F(b)-F@a) b 0 a b
Sekil-2.11-a Sekil-2.11.-b
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Sekilden de gortldigii gibi tiirev egrisi altindaki A alani integral egrisi altindaki F(b)-F(a)

ordinatlar farkina esittir.Boylece;

b
jf(x)dx = F(b) — F(a) olarak elde edilir.

ALISTIRMALAR

1. f(X)=x>+2 egrisi x=0 , x=1 dogrular1 ve x-ekseni ile smirli bdlgenin alanmi limit

yardimiyla bulunuz.

2. f(x)=23x"egrisi x=0 , x=6 dogrular x ekseni ile sinirli bolgenin alanim dillim genisligini

¥, 1, 2 birim alarak orta nokta metodu ile yaklasik hesaplayiniz.

3. f(x)=x*-2 egrisi x=2 ,x=4 dogrular1 ve x-ekseni ile siurli bolgenin alanmni limit

yardimiyla bulunuz.

4. f(x)=x>-2x egrisi x=0 , x=2 dogrular1 x ekseni ile siirli bélgenin alanim dillim genisligini

%, 1, 2 birim alarak orta nokta metodu ile yaklasik hesaplayiniz.

5. f(x)=x2+2x egrisi x=0 , x=2 dogrular1 x ekseni ile smirli bolgenin alanini dillim

genisligini 5, 1, 2 birim alarak orta nokta metodu ile yaklasik hesaplaymiz.

6. f(x)=¢* egrisi x=0, x=3 dogrular1 x ekseni ile sinirli bolgenin alanini dillim genisligini %,

1, 2 birim alarak orta nokta metodu ile yaklagik hesaplayiniz.

7. f(x)=Cosx  egrisi x=0 , x=[1/2 dogrular1 x ekseni ile siirli bolgenin alanin1 dillim

genisligini 5, 1, 2 birim alarak orta nokta metodu ile yaklasik hesaplaymiz.

8. f(x)=Sinx egrisi x=0 , x=I1 dogrular1 x ekseni ile siirli bélgenin alanini dillim genisligini

%, 1, 2 birim alarak orta nokta metodu ile yaklasik hesaplayiniz.
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BOLUM 3. INTEGRAL TEKNIKLERIi

Integral konusunun basinda integral ile tiirev arasindaki iliskiden bahsetmis ve bundan
hareketle bazi fonksiyonlarin integrallerini formiiller ile sunmustuk. Bundan bagka, integre
edilebilen fonksiyonlarin integralini almada daha oOnce verdigimiz formiiller yeterli
olmayabilir. Bu durumlar i¢in integre edilebilen fonksiyonlarin integralini almada bize
yardimci olacak temel teknikler ve baslica fonksiyon cesitlerine ait integraller bu boliimde

incelenecektir.
3.1. Degisken Doniisiimii

Eger bir fonksiyon ile o fonksiyonun tiirevini igeren bir integrale sahip oldugumuzda yani;

b
I (p )du seklinde ise; x =@(u)degisken doniisiimii yapilarak;

b
Jf(x)dx integrali elde edilir. Boylece, integralimiz daha dnce kurallarini verdigimiz

a

integral formiillerine indirgenmis olur. Bu teknigi bir ka¢ 6rnekle acgiklayalim.

Ornek.3.1: J. x>V x* +1.dx integralini hesaplayalim.

Cozim.3.1: X’ +1=u dersek 3x’dx=du  olur.Boylece I integralinde;

x=0=u=1 ve x=2=u=9 U’ ya bagh yeni integralin sinirlar1 olmak {izere;
1= jfdu j/du—(z /j [9/ 1/j 5

olarak bulunur. Bu sonug, integralin siir degerleri degistirilmeden yine X’ e bagl sinirlarda
da bulunabilirdi. Yani, X’ in sinirlarini U cinsinden ifade etmenin zor oldugu problemler igin

bu doniisiim yapilmadan belirsiz integral gibi u cinsinden hesaplanir. Buna gore;

I= J.\/_du .[/du——u { +l)/ﬂ =—ayn1 sonug elde edilir.

Ornek3.2:I:I -
i) sinx +3

cos xdx

Integralini hesaplaymiz.

Coziim 3.2:3+Sinx=u dersek Cosx.dx=du olur ve buna gore u’nun sinirlar;

x=0=u=3 ve x:%: u = 4olur.
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. tdu 4
Boylece; 1 = j— = (1n|u|]: =ln4-In3=1In gveya;

3 u

du . . . 4 ..
I= o = 1n|u| = (1n|3 + sin x|% = (1n|3 + sin %| - 1n|3 + sin O|)= In 3 olarak elde edilir.
Ornek 3.3: 1 = j e*"* cos xdx Integralini hesaplayiniz.
Coziim 3.3:Sinx=u dersek Cosx.dx=du olur ve buna gore;

I= je“du e +c=¢""% 4+ ¢ bulunur.

Ornek 3.4: | = J»ln_x dx Integralini hesaplaymiz.
X

Coziim 3.4:Inx=u= dx =du olur. Bu degerleri I integralinde yerine yazilirsa;
X

2 2
1= .[udu L +c= 1n_x +c¢ olarak bulunur.
2 2

ALISTIRMALAR
3 3
1) J.3xzeX 1dX:? (ex 1+CJ
m 2 _1
2) Isin xe dx=? [e ]
0 e
3 4
3) _[ 2X4dx =9 (25 (x4+2) +c}
Vx' +2 8
cos tdt —sint
4y [—=" (—e +cj
e
1 eﬁ
5) —dt="? e—1
{2 T (e-1)
NE) 2
6) Arctarzlx K= _5Sm
1 1+x 36

xLnx

p Lol [w]



3.2.Kismi Integrasyon :f ve g [a,b] araliginda siirekli tiirevlere sahip iki fonksiyon olsun.

d(f.g)= f.dg + g.df idi. Buradan;
f.dg = d(f.g)- g.df
ve bu son ifadenin her iki yaninin integrali alinirsa;
[tdg=[d(fg)-[gdf
olur. Bunun sonucu olarak;
j fdg="fg- j g.df
ifadesi bize kismi integral formiiliinii verir. a ve b integralin alt ve {ist sinirlar1 olmak iizere

belirli integral olarak ayni ifade;

b
jf.dg = (fg] - jg.df
seklini alir. Bdylece iki fonksiyonun carpimini igeren integraller i¢in gelistirilen kismi integral

formiilii;
b b b
Ji@.g dx = (0200 [} -[f 0.gax

olarak elde edilir.

Ornek 3.5: | = Jln xdx integralini hesaplayalim.

Coziim 3.5:
dx
=1 -
e = du = x olarak bulunur. Boylece;
dv =dx V=x

_f udv=uv— J. v.du kismi integral formiiliinde yukaridaki degerler yerine

yazilacak olursa;
Ilnxdx =xInx —Ix.d—x
X

ve gerekli islemler yapilirsa;

[Inxdx = xlnx —x+c¢  olur.
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Ornek 3.6: 1 = Ixz.e3 *dx  integralini hesaplayalim.

Coziim 3.6:
2 =u 2x.dx =du
= l 3x _
*dx =dv 3 ¢ =V

buna gore bu doniisiimler; I udv =uv - I v.du

formiiliinde yerine yazilirsa;

Izlx2

e3x —zj. xe X .dx olur.
3 31 &=

I

Simdide; I, = J-XGSXdX integraline kismi integrasyon uygulayalim.

Xx=u dx =du,
= U v e . .
. = 1 5, donisimleri yapilsin. Boylece;
e dx =dv, V=3¢

3

3 1

L :fxe3xdx:lxe X —1[e3xdx:7 X _163
3 3 3

xe3 X4+c olur.

Hesaplanan degeri | integralinde yerine yazilirsa;

I= sze3xdx = lxzeSX - %xeSX + ieSX +c¢ olarak elde edilir.
3 9 27

Genel Kural: I x".e**.dx seklindeki integrallerde

x"=u ve e®™dx=dv .donisimi yapilr.
Ornek 3.7: | = je’“ cos3x.dx integralini hesaplayalim.
Coziim 3.7:
U = cos3x }du = 3sin3x.dx

|
dv=¢ **dx V=T3¢ ?

olur. Buna gore; 1= f X cos3x.dx = —%e 2% cos3x + % f 2% sin3x.dx

sekline gelir. Simdide |; integralinde kismi integral icin tekrar doniisiim uygulayalim.

u, =sin 3x

|
dv, = e 2*dx ?

Vl = -—¢€

du, = 3cos 3x.dx
}:
2

olur.
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Cox | 3¢ -
Boylece; I, = Ie X sin 3xdx = —5¢ X sin 3x + Eje ¥ cos 3x.dx
olarak hesaplanir ve bu |1 degeri | integralinde yerine yazilirsa;
I= f X cos 3xdx = -le' x c0s3x—-—§e ¥sin 3x + 2 f ¥ cos 3xdx
2 4 4

olarak bulunur.

Boylece | integrali;
I=——le'2X cos 3x——§e"2" sin 3x + 21
2 4 4

seklini alir. Sonug olarak;

ilz__le 2
4 2

X §in3x +c¢

* cos3x - % e’
veya,

I= f X cos3xdx = %e X Cos3x + %e 2Xsin3x +¢ olarak bulunur.
Genel Kural:

J.e"’x cos fxdx seklindeki integrallerde;

cos fx=u  doniistimii yapilir.

J-eax sin AxdX seklindeki integrallerde;

sin /X =u  donligiimii yapilir.
Ornek 3.8: 1= f*Inxdx="?

Coziim 3.8: [ Inx.f(x).dx

tipi integrallerde Inx=u doniisiimii yapilir. Buna gore;

dx_d

Inx=u ?_ u
5 =] olur

x“dx=dv L J—

Bu degerleri kismi integral formiiliinde yerine yazarsak;
I= Jx2 In x.dx = lxz'lnx —lj.x3.d—x
3 X

olarak bulunur. Sonug olarak;

I= '[len x.dx = %x3lnx—éx3 + ¢ bulunur.
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Ornek 3.9: I= f“ In™ x.dx =2

Coziim 3.9:

1
v= Xn+l

n+l

1
m)  du=m(lnx)™'—d
u=(Inx) _ u=m(Inx) " X
dv=x"dx

Bu degerler | integralinde kismi integral formiiliine gore yazilirsa;

Xn+1

I= Ixn In" x.dx = In™x _J.ﬁl x"(Inx)™ " dx
n+

n+l

olur. Kismi integrasyon teknigi (n) defa uygulanarak istenen ¢oziime ulagilir.

Ornek 3.10: | = .[2XArC tan x.dx integralini hesaplayalim.
Coziim 3.10:
u = Arctanx du= dX2
dv =2x.dx _1 +2X
V=X
Buna gore;
5 x2dx
I= J.ZxArc tan x.dx = x“Arctan x —J. > olur.
I+x
2
Simdi de; 1" = .[ X d)i Integralini hesaplayalim;
I+x
2 2 2
x“dx 1+x7-1 I+x dx
I'= = dx= dx—
I1+x2 J 1+x% j1+x2 I1+x2

« dx
I'=|dx— =x—Arctanx+c
J. I 1+x?
I” integralini | integraline yazacak olursak;
I= I2xArctan x.dx = x*Arctanx —x + Arctanx +c olarak bulunur.
Ornek 3.11: | = J.sec3 x.dx integralini hesaplayalim.

Coziim 3.11: 1 = j‘sec3 x.dx = jsecz X sec x.dx

seklinde yazalim. Buradan kismi integral formiilii uygulayalim;

u=secx } du =secx tanx.dx
=

dv =sec® x.dx v=tanx
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Boylece integral ;

I= _fsec 3 x.dx =sec x.tan x — Isec x.tan x.dx seklini alir.

1+tar’ x =sed x =tar’ x =se¢ x—1 6zdesligi en son ifade de yerine yazilirsa;

1= Isec3 x.dx = sec x.tan X — Isec x(sec > x —1).dx

I= Isec3 x.dx =secx.tan X — Isec3 x.dx + Isec x.dx

I =sec x.tan x — [ + Isec x.dx ve buradan;

2l =secx.tan X + I secx.dx olur.
Boylece;

I, = j sec x.dx olarak elde edilir.Simdide;

ZJ. sec’x.dx = secx.tan x + Isec x.dx integraline kismi integral uygulayalim.

u=secxt+tanx alalim.Buna gore;

du = (sec X.tan x + sec’ x)dx olarak bulunur . Bylece
du

I, = J.sec x.dx = J.— = 1n|u|+ c= 1n|sec X +tan x|+ ¢
u

olur. Bu son integral | integralinde yerine yazilirsa;

1
I= J.sec3 xdx = 5 (sec X.tanx + 1n|secx + tan x|)+ ¢ sonucuna ulasilir.
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Kismi Integrasyon Ile Tlgili Problemler :

1.

10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

J'Xsin X.dX =sin X — Xcos X+ C

jx\/I— x.0x = —%(2+3x)(l— X)’? +c
_szecz X.dx = X tan X + 1n|cos x| +C

: X

Ixﬁn—dx:L20

0 2

jXCosx.dx = Xsin X+ cosX+¢C

3 3
Ixz Inx.dX =~ InX—~—+¢
3 9

2
IXsinz 3X.dX=X——Lsin6X—Lcos6X+C
4 1 72

. 1 .
.[cos3 x.dx = sz—§s1n3 X+C

sIn(x+1)
dx =1,24
'!\/X—i-l g
3
.[ x X =l\/1—x2(2—5x2)+c
1-x> 3

1
e ) dx = —m(ln|x+1| +1)+c

4
_[x3 In.dx = 2 lnx—l +C
4 4

4
jxe2&dx==5217
0

2
X
J.Xtanz X.dX = Xtan X —7 + 1n|cos X| +C

J.x3x/1—x2.dx:—x?2(l—x2% —%(l—xz)% +C

x2dx 1 X
ImzzArctanx—21+x2 +C
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17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.

24.

25.

26.

27.

j( X”.dx —Arctan X +¢C

1)/J—

J'xze’x.dx =—x%e* —2xe " —2e*+c
2 2X 1 2X 1 2X
_[x dx = ——xe* +—e* +c¢

2 4
_[xz e ¥ dx=—-x%e*—2xe *-2e " +¢c

szex.dx =e*(x> —2x+2)+c

X

. e /.
J.eX sin x.dx = 7(s1nx—cos X)+C

_[xz cos X.dx = 2xcos X + (x> = 2)sin X + ¢

3
je-x sin 4x.dx = —0,081

X

e .
J.eX cos X.dx = 7(s1nx+cos X)+C

—X

_ e
.[e X coszx.dx =
- +1

(7 sin 7% + cos 7x) + C



3.3. Rasyonel Fonksiyonlarin Integrali :

P:IR—>IR ve Q:IR— IR iki polinom fonksiyon ayrica;
d(P(x))=m ve d(Q(x))=nolsun. Bu durumda;

R:IR —{Q(x) =OJ — IR seklinde tanimlanan bir polinom iken;

P(x
R(X)Z ((x)) rasyonel fonksiyonun integralini gz Oniine alalim. Eger m>n ise pay

paydaya polinom bolmesiyle bdliinerek;
R = P =K+ Lil olarak elde edilir. Burada, K, (n-m). dereceden polinom fonksiyon

Q

iken P ise m. dereceden kiigiik bir polinom fonksiyondur. Bu nedenle;

P kesrine Has Kesir denir.Buna gore;
P(x) { Pi(x) } Pi(x)
R(x)dx = | ——=.dx = || K(x)+—=dx |= | K{x)dx+ | 7= dx
Ptk = g =T K g =[x ot
sekline gelir. Boylece, R rasyonel fonksiyonunun integrali K polinom fonksiyonunun

integrali ile Ry has kesrinin integrali toplamina indirgenmis olur.

) x> .dx .

Ornek 3.12: | = _[ NEEDN Integralini hesaplayalim.
2

Coziim 3.12: kesri bir has kesirdir.

3

Ciinkii payin derecesi paydadan kiigiiktiir. Simdi bu integrali ¢ozelim.

x* -2 =u= 3x%.dx = du olur. Buna gore;

2
1= J. X3 dx = l d_u: lln|u|+ c= lln‘x3 —2‘+ ¢ olarak bulunur.
x>=2 37 3 3

3x° =5

x? =1

Ornek 3.13: | = J .dx integralini hesaplayalim.

3
3 _15 kesrinde payin derecesi paydadan biiyiiktiir. O halde, pay paydaya
X —

Coziim 3.13:

polinom bdlmesiyle boliinerek agagidaki sekle indirgenmis olur.

3% -5 3x -5
2—=3x+ >
x =1 x° -1
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Bu son ifadenin integralini alirsak;

I=I3;23:5.dx = I3x.dx +J‘3:;:?.dx
I:j3x.dx +J‘i)§ixl dx —SJ. ng_l

I= 3 x2 + zln‘xz - 1‘ - 2ln|x - 1| + §1n|x + 1| + ¢ olarak elde edilir.
2 2 2 2

3.3.1. LTip Basit Kesirler :

A,A, IR x#a  olmak iizere;

A
L ye 2 (n>2,nelN)

(x-a) (x—aft

seklindeki kesirlere 1. Tip basit kesirler denir. Buna gore;

1= A, dx = A, dx

X =0 X =0

X—0=u

du
dx =du }IzAljjzA11n|u|+c=A11n|X_a|+C

olarak bulunur. Simdi de;
A
I, = | —2—.dx
2= (x—a)

integralini hesaplayalim.

X -0 =u dersek dx =du olur.

—n+l

L= Ay .dx=Azj%1=A2ju_n.du=A2u +c

(x—a)“ -n+1

—n+1
L=A, % +c= (AZJ((IJ +celde edilir.

x—a)

Ornek 3.14: | = J-2_dx integralini hesaplayalim.

(x-3)

Coziim 3.14: x-3=u dersek  dx =du olur.Buna gore;

-2
I=2J.il;=2ju_3.du=2u+c=—12+c=—

>+e olarak bulunur.
-2 u (x — 3)
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3.3.2.11 Tip Basit Kesirler: A|,A,,B,,B, € IR ve p°—4q<0 olmak iizere;

A x+B A x+B
21 L ve 2 2 —(n=2,nelN)
X +px+q (xz +px+q)

seklindeki kesirlere 2. Tip Basit Kesirler denir.

I_J- dx
3 x2+px +q

integralini goz oniine alalim. Kareye tamamlama metodu kullanilarak;

2

pY p pY  4q-p’
2

X“HpX+q=| X+= | ——+q=| x+= | +

( 2) 4 [ 2} 4

seklinde yazilirsa I3 integrali;

dx
L= .[ 2 -2
o PV, 4a-p”
2 4
sekline gelir. Buradan;
2
x+g=u ve % = a diyecek olursak;
1 u ce e
I, =I 5— olur ve I; = —Arctan—+c elde edilir. Boylece;
u +a a a

I, = #Arc tan “P_, ¢ olarak bulunur,

2x
4q9-p’ V4q-p’
NOT: Eger integralimiz b*-4ac<0 ve a=0 olmak iizere;

I= J.zd—x seklinde ise kareye tamamlama metodu yardimiyla;
ax“+bx+c

2

ax“ +bx+c =a(x2

+P x+cj ifadesindeb =p ve L q almaralk
a a a a

2
p2 —4q= b— - 4E = 1 (b2 - 4ac)< 0 olur ve buradan;
a2 a a2

I= IZ— integrali I3 integraline doniismiis olur.
ax”+bx+c
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Ornek 3.15:

dx
[=[—" =9
Ix2+6x+14

Coziim 3.15: p=6, =14 olduguna gore p2-4q=-20<0 olup kareye tamamlama metodundan;
x?+6x+14 =(x+3)+5

olur. Bé')ylece u=x+3, du=dx olarak alinirsa;

1
1= — Arctan—+c¢
J- X+3 JAu +5 \/_ \/_

elde edilir ve bu son ifade de u degeri yerine yazilirsa;

I=LArctan X+

3 + ¢ olarak bulunur. Simdi de ;

5 55
L= [22Bl gy (R -4g<0) (A, #0)
X“+px+q

integralini hesap edelim. I, integralinde pay kismini paydanimn tiirevini igerecek sekilde

olusturalim. Buna gore;

2

Al( Ap
T
Ax+B 2

[,=|—12 "1 ({x = d
4 J‘x +px+q j-

3 X
X"+pxX+q

seklinde yazarsak I, integrali;

I, = A J’ ﬂd +( A‘ij' 5 dx seklinde iki integralin toplami haline
2 Y x*+px+q 2 ) xT+px+q

gelir. Simdide bu integralleri ayr1 ayri hesaplayalim.u=x"+px+q dersek (2x+p)dx=du olur ve

boylece;
2X+p du 2
j ——.dx I— = lnlu| +c= ln‘x +pX+ q‘ +cbulunur. Ayrica;
X +pxX+q
dx . : . .
.[2— integralini daha 6nce hesaplamistik. Bu degerler 14 integralinde yerine yazilirsa;
X" +pxX+q

I, = %ln‘x2 +px + q‘+ (Bl —%).13 veya,

X+Dp

A Ap 2 2
I,=—lInlx>+px +q +[Bl— 1 ) Arctan ————— |+¢
2 ‘ ‘ 2 \/4q—p2 /4a—p2

olarak elde edilir.
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3x +2

2

Ornek 3.16: I=J. .
x2 +4x +

.dx Integralini hesaplayalim.

Coziim 3.16: x*+4x+5=(x+2)*+1 alalim. Buna gore;

3x+2 3 2x +4 dx
[=| 5——dx== -4
'[X2+4X+5 2Jx2+4x+5 '[x2+4x+5

olur. Simdi bu son iki integrali ayr1 ayr1 hesaplayalim.

dx dx ‘
j x2 4+ 4x +5 = j (x N 2)2 1 olarak yazilir ve;

X+ 2 =u= dx =du donlsimii yapilirsa;

dx du
Ixz A% 45 =Iu2+1 =Arctanu+c=Arctar(X+2)+C

olarak bulunur. Ayrica, x*+4x+5=u dersek; (2x+4)dx=du olur.

Bu degerler ; j 22X 4 dx integralinde yerine yazilacak olursa;
X" +4x+5
.|.22X—+4dx = jd—uz ln|u|+c = ln‘x2 +4x+5|+c
X" +4x+5 u

elde edilir. Boylece istenilen integral hesaplanan iki integralin yerine yazilmasiyla;

I=.[23X—+2dx =zln‘x2+4x+5‘—4Arctan(x+2)+c
X" +4x+5 2

olarak bulunur. Bundan baska; p> —4q <0 = n>2 ve n e IN olmak iizere;

dx

I, = J integralini hesaplayalim.( n>1) olmak iizere;
(x2 +PX + q)1

I= J‘ dx olur. Burada;
2 2"
[(xe2g) o495

X + % =u = dx = du doniisiimii yapilir ve;

2
% = a denilirse;

I, = _du (a > 0) seklini alir. Simdi bu son integralin yerine;

e

)‘_ integralini ele alalim.



Bu integrali hesaplamak i¢in kismi integral uygulayalim. Bunun igin;
1 o du—— 2nx
(x2 +a2)n (x2 +az)n+l

ve dv=dx diyelim. Buradan, v=x elde edilir. Buna gore;

u= dx

2

I,= (X2 jaz)" +2n (XZ o )n+1 dx olur.
Boylece;
d d
A vwe A [ eve s e

elde edilir. Buradan;
d d
[ = J (Xz :;2)1 ve I..,= .[ (X2 +:2)1+1

diyecek olursak;

I, = S 2nl —2na’l_, (n>1)
(x2 +a2)"

bulunur. Bu son ifadede gerekli diizeltmeler yapilip I+, yalniz birakilirsa;

1 X 2n—1I (n>1)

1., = +
1 .
" 2na’ (x2 +a2)“ 2na’ "

olarak elde edilir. Sonug olarak;

Lo 1 x . -3
" 2up4yf'@z+qu1 2(n-1)a> ™

(n>2)

seklinde yazilarak bostaki integralimizi indirgeme yOntemiyle ¢oziime ulastiran Rekiirans

(Indirgeme) formiilii elde edilmis olur.

Ornek 3.17: 1= dx =9
X2 +2x + 5)3

Coziim 3.17: p*-4g=-16<0 ve x’+2x+5=(x+1)*+4 olarak alinirsa;
dx dx

I= -
(><2+2x+5)3 l(x+1)2+4

lur.
J3 0

Burada; x+1=u dersek du=dx elde edilir ve bu yukarida yerine yazilirsa;
dx du

= ()<2+2x+5)3 ) [u2+4]3
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ve buna indirgeme formiilii uygulanirsa; n=3, a=2 olmak {izere;

1
I= ST — 3 xI; veya;

2.2.4 (u2+4)2 2.2.4
u 3 u
= 2 2+__[ 2 2
16(u>+4)> 167 16(u> +4)

bulunur. I; integraline tekrar indirgeme formiilii uygulanirsa;

B u +i 1 L S 1 I
16> +4)> 16(2.1.4 (W®+4) 2.14 7

B u N 3u +ij~ du
16(u> +4)>  128(u®+4) 1287 u?+4
u 3u 3

= > >+ > +—X1Arctan£+c
16(u+4)* 128(u®+4) 128 2 2

ve son olarak u=x+1 degeri yerine yazilirsa;

_r X x+1 3(x+1) 3
1= + —— Arctan
12 +2X+5)3 16(x> +2x+5)*  128(x> +2x+5) 256

x+1D

olarak elde edilir.

Rasyonel Kesirlere Ait Cevaph Ahstirmalar

L. J- (4x —2).dx (m x(x - 2)

x? —x%-2x (x+1)2

:

3 3x—1 .dx

X—X

(0,5232)

N
.w—.

3. iiz_xz& (~0,1054)
1

x> +3x2 +2x
2
J‘#‘j}is (x+21n‘x2—4x‘+3Arctan(x—2)+C)
x+1 ( )
5, N
J.X3+4x2—3X i /(X+3)/

6. }&;3__2@ (2,788)

3 2
,» X —X

+C

+c
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

46

(-0,8982)
(1,946)
(4,159)

(l In
4

(-0,349)

x+1

—lArctanx +cC
x—1 2

(0,667)

(0,3635)

X2 2+4 8
——4ln|x+ ————+c¢
2 X" +4



Rasyonel Kesirlere Ait Cevapsiz Alistirmalar

10.

11.

12.

13.

14.

J. dx
2

X“+6x+14

dx
I3ix2+2x+5i
J-3x2+2x+2

d
X3(X —1)2 )

IX2_2X+2dX

(x2 +4)2

x2 +3x—14

e
I 2x +7

2x -2
—d
I(2x2 rax o) '
x.dx
I(X+1)2 x% +1

dx

J.\/1+x+xz
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3.4. TRIGONOMETRIK INTEGRALLER

Bu baglik altinda trigonometrik fonksiyonlar1 igeren degisik tipteki fonksiyonlarin integrali ile
trigonometrik doniisiimler yardimiyla integre edilebilen fonksiyonlarin integralleri tiplerine

gore ayr1 ayri incelenecektir.

34.1. Il=,fR(sinx).cosx.dx seklindeki integraller

Bu tip integallerde u=sinx doniisiimii yapilirsa du=cosx.dx olur ve boylece integralimiz;
Il=,fR(u).du

seklinde u degiskenine bagli bir rasyonel integrale doniisiir. Bu integral yazilarak ve u=sinx

degeri integralde tekrar yerine konarak ¢6ziime gidilir. Bunu basit bir érnekle agiklayalim.

Ornek 3.18:1 = J.M integralini hesaplayalim.

3 +5sin 2x
Coziim 3.18: 3+sin2x=u dersek 2cos2xdx=du olur.Bu degerleri yerine yazarsak;

I= IM = S du = ELn|u| +c= ELn|3 +sin 2x| + c olarak bulunur.
3+sin2x 29 u 2 2

3.4.2. L= R(cosx).sinx.dx seklindeki integraller

Bu tip integrallerde ise cosx=u doniisiimii yapilir. Buna goére; —sinx.dx=du olur ve bu

degerler I, integralinde yerine yazilarak ;
I=-/ R(u).du

seklinde u degiskenine bagl bir rasyonel integrale doniistiiriiliir. Sonugcta; u=cosx degeri

yerine yazilarak istenen ¢oziime ulasilir.

3sin 2xdx

— integralini hesaplayalim.
l-sin”x

Ornek 3.19; 1= ‘[

Coziim 3.19 : sin2x=2sinx.cosx ve cosx=u doniisiimii yapilirsa; —sinxdx=du olur.
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Buna gore;

I:"‘3sm 2xdx :J-6s1n X COS de;

1-sin?x 1-sin?x
seklini alir. Burada 1-sin’x=cos’*x=u’ olup integralimiz;

oudu du
I = _Iu—z = _6IT =—06 1n|u| +C=-6 111|00S X| + C olarak hesaplanir.

343. L=[R (tanx).dx seklindeki integraller
Bu tip integrallerde u=tanx doniisiimii yapilir. x=Arctanu ve dx=du/(1+u’) olur.
Buna gore, I; integrali;
L=/ R(u)du/(1+u?)
sekline gelir. Bunu bir 6rnekle agiklayalim.
Ornek 3.20: 1=/ tan’x dx integralini hesaplayalim.

Coziim 3.20: tanx=u dersek dx =du/(1+u®) olur. Bu degerler yukaridaki integralde yerine

yazilirsa;

3
G B R e

seklinde iki fonksiyonun integraline doniisiir. Simdji; [(udu/(1+u?)) integralini ayrica hesap

edelim. Burada; 1+u®=t dersek 2u.du = dt ve udu = (1/2).dt = dt/2 olur. Buna gore;

J. udu2 = Lpdt = l1n|t| +c= lln‘l + uz‘ + cbulunur.Boylece I integralimiz;
l+u” 27t 2 2

szudu—jllid;lz =u—;—%ln‘l+u2‘+c

sekline gelir. Bu son ifadede, u = tanx degeri yerine yazilarak;

I=ftan’xdx = (1/2) tan’x — (1/2) Ln|1 + tan2x| + ¢ olarak bulunur.
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3.4.4. 1,=[Sinax. Sinbx. dx (a,b € IR) seklindeki integraller
Bu tip integrallerde a ve b sayilariin durumuna goére iki tip integral s6z konusudur.

i) a=b olmasi hali:
L=/ sin’ax dx = I(l/Z)(l-cosZax)dx
= (1/2)ldx — (1/2)cos2axdx =(1/2)x — (1/4a)sin2ax + ¢
ii) a#b olmasi hali: Bu durumda asagidaki trigonometrik 6zdeslikten yararlaniriz.

sinax.sinbx=(1/2)[cos(a-b)x — cos(a+b)x] idi . Buna gore;

I, = jsin ax.sin bxdx = %J.[cos(a —b)x —cos(a+ b)x]dx

= %J.cos(a —b)xdx — % J. cos(a +b)xdx

= sin(a—b)x —
2(a—Db) 2(a+b

) sin(a+b)x+c¢
olarak bulunur. Simdi bu iki hal i¢in birer 6rnek yapalim.
Ornek 3.21: 1=/ sin” 5xdx integralini bulalim.
Coziim 3.21: sin25x=(1/2)(1—c0510X) olduguna gore ;

I=[sin®5xdx= (1/2)(1-cos10x) dx = (1/2)Jdx — (1/2)Jcos10xdx

=(1/2)x — (1/20)sin10x + ¢ olarak elde edilir.

Ornek 3.22: 1=/ sin5x.sin4x dx integralini hesaplayalim.
Coziim 3.22: sin5x.sindx=(1/2)[cos(5-4)x-cos(5+4)x] ifadesi I integralinde yerine yazilirsa;

I=[sin5x.sindxdx=J(1/2)[cos(5-4)x — cos(5+4)x]dx

=(1/2)Jcosx — (1/2)[cos9xdx=(1/2)sinx — (1/18)sin9x + ¢ olur.
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3.4.5. Is=/Cosax.Cosbx.dx (a,b € IR) seklindeki integraller
i) a=b olmas1 hali:
I=fcos®axdx = [(1/2)(1+cos2ax)dx=(1/2)/dx + (1/2)cos2axdx
=(1/2)x + (1/4a)sin2ax + ¢
ii) a=b olmasi hali:

Bu durumda; Cosax.Cosbx=(1/2)] Cos(a-b)x + Cos(a+b)x]

0zdesligi kullanilir.Bu 6zdeslik Is integralinde yerine yazilirsa;
1
I = J.cos ax.cosbxdx = EJ.[cos(a —b)x +cos(a+ b)x]dx

= %J‘cos(a —b)xdx + %J-cos(a +b)xdx

= sin(a—b)x +
2(a—b) 2(a+b)

sin(a+b)x +c
olarak elde edilir. Simdi Is tipindeki integraller i¢in birer 6rnek yapalim.
Ornek 3.23: I=fcosz3xdx integralini bulalim.
Coziim 3.23: cos’3x=(1/2)(1+cos6x) olduguna gore, I integrali;
I=[cos?3xdx=[(1/2)(1+cos6x)dx=(1/2)]dx + (1/2)|cos6xdx
=x/2 + (1/12)sin6x + ¢ olarak elde edilir.

Ornek 3.24: I=|cos4x.cos3xdx integralini hesaplayalim.

Coziim 3.24: cos4x.cos3x=(1/2)[cos(4-3)x + cos(4+3)x] idi. Bu I integralinde yerine

yazilirsa;
I = Jcos4x.cos3xdx=](1/2)[cos(4-3)x+cos(4+3)x]dx =(1/2)[cosxdx + (1/2)Jcos7xdx
olur. Bu son ifadedeki integralin alinmasiyla I integrali;

I=[cos4x.cos3xdx=(1/2)sinx + (1/4)sin7x + ¢ olarak bulunur.



3.4.6. I=JSinax. Cosbx. dx (a,b € IR) seklindeki integraller

Daha 6nceki dort tip integralde oldugu gibi buradada a ve b © nin durumuna gore iki ¢esit

integralle karsilasiriz.
i) a=b olmas hali:

sinax.cosax=(1/2)sin2ax olduguna gore;

[=/sinax.cosaxdx= J(1/2)sin2axdx = (1/2)fsin2axdx = (-1/4a)cos2ax + ¢ olur.
ii) a#b olmasi hali: Bu durumda asagidaki 6zdeslik kullanilir. Buna gore;

sinax.cosbx=(1/2)[sin(a-b)x+ sin(a+b)x] 6zdesliginden yararlanilirsa I integrali;
I= jsin ax.cos bxdx = %J.[sin(a —b)x +sin(a+ b)x]dx

= %J.sin(a —b)xdx + %J.sin(a +b)xdx

cos(a—b)x —

~2(a-b) 2(a+b)

cos(a+b)x+c¢

olur. Simdi bu iki durum i¢in birer 6rnek yapalim.

Ornek 3.25: 1=[ sin3x.cos3x dx integralini bulalim.

Coziim 3.25: Sin3x.Cos3x= (1/2) sin6x olduguna gore;
[=[sin3x.cos3xdx = [(1/2)sin6xdx = (1/2)Jsin6xdx = - (1/2) cos6x + ¢

Ornek 3.26: | sin5x.cos4xdx integralini hesaplayalim.

Coziim 3.26: sin5x.cosdx=(1/2)[sin(5-4)x+sin(5+4)x] Ozdesliginden I integrali;
[=[sin5x.cos4xdx=[(1/2)[sin(5-4)x+sin(5+4)x]dx

seklini alir ve bu son ifadenin integrali;

[sin5x.cos4x dx=(1/2) | sinxdx + (1/2) [sin 9x dx = - (1/2)cosx — (1/18)cos9x + ¢

olacak sekilde bulunur.
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3.4.7. 1;=JSin™xdx=/(Sinx) "dx seklindeki integraller
m sayisiin tek veya c¢ift olmasina gore bu tip integraller iki durumda incelenir.

i) m=2k+1 tek say1 olmasi hali:

(2k+1) (2)

. . . . . 2k . .2k - .
sin"x=sin X=sin""x.sinx=(sinx)"".sinx =(sin"x)".sinx olacak sekilde alalim.
I=[sin™xdx=J(sin’x)".sinxdx olur.

. ) 2 2 o . . .
Burada, cosx=u dersek —sinxdx=du ve sin"x=1-cos"x=1-u" degerleri bu son integralde yerine

yazilirsa 7 integralimiz;
I=[sin™xdx=](1-cos’x)"*.sinxdx=-[(1-u*)*.du
sekline getirilip bu acilim yapilarak integral alinir.
ii) m=2Kk cift say1 olmasi hali:
sinmx=(sinx)m=sinzkx=(sin2x)k ve sin2x=(1/2)(1-cos2x) olduguna gore I; inegralimiz;
I=[sin™xdx=J(sin’x)*dx=-J[(1/2)(1-cos2x)] *dx=(1/2 *)[(1-cos2x) *dx

haline gelir. Bu acilim ilgili probleme bagh olarak yapilir ve integral alinir. Bu iki durum i¢in

birer 6rnek yapalim.
Ornek 3.27: 1=Jsin *xdx integralini hesaplayalim.
Coziim 3.27: sinsx=sin4x.sinx=(sin2X)2.sinX ve ayrica
sin’x=1-cos’x degerlerini I integralinde yerine yazacak olursak ;
I=[sin’xdx=](sin’x)*.sinxdx=] (1 -cos’x)’sinxdx
elde edilir. Burada u=cosx dersek —sinxdx=du olur. Buna gore;
I=[sin’xdx=-J(1-u?) *du=-[(1-2u*+u*)du=-Idu + 2Ju’du - [u* = -u + (2/3)u* - (1/5)u’ + ¢
bulunur. Bu son ifadede u=cosx degeri yerine yazilirsa ;

I=[sin’xdx = - cosx + (2/3) cos’x - (1/5) cos’x + ¢ olarak elde edilir.
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Ornek 3.28: I=Jsin*xdx integralini bulalim.
Coziim 3.28: 1=[sin*xdx=/(sin’x) 2dx=][(1/2)(1-cos2x) *]dx
=(1/4)[(1-2cos2x+cos*2x)dx=(1/4)[dx — (1/2)[cos2xdx + (1/4)[cos2xdx
Burada, cos”2x=(1/2)(1+cos4x) degeri yerine yazilirsa;
I=[sin*xdx=(1/4)dx — (1/2)cos2xdx + (1/8)[dx + (1/8)|cos4xdx
=(1/4)x — (1/4)sin2x + (1/8)x + (1/32)sin4x + ¢ olarak bulunur.
3.4.8. Is=[(Cos)™dx=|Cos™x.dx seklindeki integraller

Bu tip integrallerde yine bir 6nceki tipe benzer olarak m sayisinin tek veya ¢ift olmasina bagl

olarak iki durum s6z konusudur.
i) m=2k+1 tek say1 olmasi hali:

@Dy dx=[cos**x.cosxdx=] (coszx)k.COSXdX

Ig=J(cosx) "dx=Jcos™xdx=[cos
Burada, sinx=u dersek cosxdx=du olur. Ayrica ;
cos’x=1-sin’x=1-u’ oldugu g6z 6niine alinirsa I5 integrali;
Ig=lcos ™ Vxdx=] (1 —uz)kdu
sekline getirilip parantezler acilarak ayri ayr integral alinir.
ii) m=2Kk cift say1 olmasi hali:
Ig=l(cosx)™dx=[(cos™x)dx=[cos*xdx=[(cos’x)"dx
cos’x=(1/2)(1+cos2x) dzdesligi bu son ifade yerine yazilacak olursa Iy integrali;
Ig=lcos™xdx=[[(1/2)(1+cos2x)]*dx=(1/2").[(1+cos2x)*dx
sekline gelir. Burada parantez ac¢ilimi yapilarak ayr1 ayri integral alinir. Bu iki durum igin yine

birer 6rnek yapalim.
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Ornek.3.29: I=Jcos’xdx integralini hesaplayalim.

Coziim.3.29: I=/cos’xdx=[cos’x.cosxdx seklinde yazalim ve burada sinx=u doniigiimii
yapalim. Buna gbre, cosxdx=du olur. Ayrica, cos’x=1-sin’x=1-u’ doniisiimii gozoniine

alinirsa I integralimiz;

I=/cos’xdx=] (cos’x) *cosxdx=[(1-sin’x) > .cosxdx=] (1-u?) *du
=[du - 2fu*du + Ju*du=u — (2/3)u’ + (1/5)u° + ¢

olur. Buradan u=sinx degeri sonug ifadede yerine yazilirsa;
[=]cos xdx= sinx — (2/3) * sinx + (1/5) sin’x + ¢

olarak elde edilir.

Ornek.3.30: I=Jcos*xdx integralini hesaplayalim.

Coziim.3.30: I=[cos*xdx=[(cos’x) 2dx=[[(1/2)(1+cos2x) *]dx

=(1/4)]dx + (1/2)cos2xdx + (1/4)[cos’2xdx

Burada, cos”2x=(1/2)(1+cos4x) degeri yukarida yerine yazilip integrali alinacak olursa I

integralimiz ;

[=[cos*xdx=(1/4)[dx + (1/2)cos2xdx + (1/8)[dx + (1/8)Jcos4xdx

=[cosdxdx=(1/4)x + (1/4)sin2x + (1/8)x + (1/32)sin4x + ¢ olarak elde edilir.

3.4.9. Iy=JTanax.dx, oe IR seklindeki integraller

Io=/tanoxdx=[(sinax/cosax)dx alalim. Burada u=cosox dersek -a..sinoxdx=du olur. Bu

degerler yerine yazilirsa;
Lo=[tanaxdx= - (1/a)[(1/u)du; (o # 0)
=-(1/a) Lnfu| + ¢

= - (1/a)) Ln|cosax| + ¢ sonucu elde edilir.Bunu bir 6rnek ile agiklayalim.
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Ornek 3.31: I=Jtan7xdx integralini hesaplayalim.

Coziim 3.31: tan7x = sin7x / cos7x alinir ve u = cos7x iken —7sin7xdx=du doniisiimii
yapilirsa I integrali;
sin 7x ledu 1

1
dx=——|—=—-=In|u|+c=—=In|cos7x | +c
cos 7x 77 u 7 7

I=J.tan7xdx =I

olarak bulunur.

3.4.10. I;p=JSin"x.Cos™xdx seklindeki integraller

Bu tip integrallerde n ve m sayilarinin tek veya ¢ift olmalarina bagl {i¢ durum s6z konusudur.
n veya m’ den en az biri tek say1 ve n # m olsun.

n=2k+1 diyelim . Bu durumda I, integralimiz;

@k*Dy cos™xdx olur. Burada, cosx=u dersek —sinxdx=du ve

I1o=Jsin"x.cos™xdx=][sin
o R 2,1 .2 .
sin“x=1-cos"x=1-u" olur. Buna gore;

L= - J(1-u)*.u™du sekline getirilerek gerekli islemler yapilir ve integral alinur.

n ile m’nin ikiside tek say1 ise kiiciik olan birisini dx’ in yanma carpan olarak ayirilir bu
¢arpan du olacak sekilde doniisiim yapilir. Bunu 6rnekle agiklayacagiz.n ile m’nin ikiside ¢ift

say1 olsun ve c=2k , m=2L diyelim. Boylece, I;( integralimiz;
I10=/sin"x.cos™xdx=[(sin’x)*.(cos’x)"dx seklini alir. Burada;

sin’x=(1/2)(1-cos2x)ve cos’x=(1/2)(1+cos2x) déniisiimleri yerine yazilirsa I, integralimiz;

I10=Jsin"x.cos"xdx= j Lk (1-cos2x)* i (1+cos2x)"dx olur. Béylece;

Lo = ~[sinn x.cos™ xdx = 21(%‘[ (1-cos2x)*.(1+ cos x)"dx

olup parantezler agilirsa cos2x’ in kuvvetlerine bagli bir integral bulunur. Simdi, bu ii¢ durum
i¢in birer 6rnek yapalim.
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o 4
Ornek 3.32: 1= J.sin3 x.cos xdx integralini bulalim.

Coziim 3.32: Sin’xCos*xdx = Sin’x.Cos*x.Sinxdx  seklinde yazalim. Burada u=cosx dersek

du=-sinxdx ve sin’x=1-cos’x=1-u” olur. Bu degerler I integralinde yerine yazilirsa;
[=[sin’x.cos*xdx= - [(1-u?).u’du= - [u'du + [u®du

v’

=——+—+cC
5 7

cos’x  cos’ x
=— + +c¢ olur.
5 7

Ornek 3.33:1= j sin® x.cos’ x.dx integralini hesaplayalim.

Coziim 3.33:Bu tip integrallerde iki ¢esit ¢oziim vardir.
1.Yol:sinx = u diyelim. Buna gore cos’ = 1-sin’x = 1-u? ve cosx.dx=du olur. Boylece;

I= jsinS x.cos’ .dx = J.sin5 x.cos® x.cos x.dx

12
g, 3 o u

2y LI
8 10 12
ve son olarak u = sinx degeri yerine yazilirsa sonug integral;

sin®x 3 . g RIT sin'? x
—=sin®Xx+—sin " x—
8 10 12

I= J.sinS x.cos’ d.dx = +c

olarak bulunur .

2.Yol: 1= Jisin5 x.cos’ ..dx = Isin“ x.cos® x.sin x.dx

seklinde ayirip u=cosx dersek du=-sinx.dx ve sin’x=1-cos’x=1-u’ olur.

57



Buna gore;

I= J.sin5 x.cos’ ..dx = —j(l —u2)2u7.du = —ju7du + 2J-u9.du —u'ldu

118 U.]O 1112 COS8 X COS10 X COS]2

= 4~ 4= + - X 1 ¢ olarak bulunur.
8 5 12 8 5 12

Ornek 3.34: 1= J.sin2 x.cos x.dx integralini bulalim.
- . 2 1 2 1
Coziim 3.34: sin” x = E(l —0s2x) Ve cos’X = 5(1 +00s2x)

degerleri /integralinde yerine yazalim.
I= Isinz x.cos” x.dx = Il(l —cos 2x).l.(1 +cos2x ) .dx
2 4

= %‘[(I —cos 2X>(1 +C082X + cos” 2x)dx

= %Idx + %J. cos2xdx — %J' cos’2xdx — %Ic0s32xdx

olur. Buna gore daha 6nceki 6rneklerimizde gordiiglimiiz gibi sonug integrali;

I:J.sin2 x.cos? xdx :lx+Lsin2x—Lx—isin4x—isin2x+isin3 2X+c¢
16 16 64
veya

I= J.sinz x.cos? xdx = Lx - isin 4x + Lsin2 2x+c¢ olarak elde edilir.
16 64 48

34.11.1,, = J.f(sinx, cosx).dx seklindeki integraller

sinx ve/veya cosx igeren rasyonel integrallerde asagidaki durumlar s6z konusu olabilir.
[f(sinx,cosx).dx integralinde sinx yerine -sinx yazildiginda ilk integralin negatifi elde
ediliyorsa yani;

i) .[f (—sinx,cosx)dx = —.[ f(sin x,cosx)dx oluyorsa verilen integral;

I= I(cos x).sin xdx seklini alir. Buna gore, cosx=u dersek, -sinxdx=du ve sin’x=1-cos’x=1-u’

olur. Bu doniigiimler yardimiyla; J f(sinx,cosx)dx = —IR(u)du seklinde bir rasyonel integrale

doniigiir.
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ii) J.f (sinx,cosx)dx integralinde cosx yerine —cosx yazildiginda ilk integralin negatifi elde

ediliyorsa yani;

jf (sinx,—cosx)dx = —j f(sin x,cos x)dx oluyorsa verilen integral;
I= J.f(sin x)cos xdx

seklini alir. Boylece, bu son integralde u=sinx dersek;du=cosxdx ve cos’x=1-sin’x=1-u’ olur.

Bu degerler en son integralde yerine yazilacak olursa;
I= j f(sinx)cosxdx = jR(u)du

seklinde bir rasyonel integrale doniisiir. Simdi 3-4-11"deki integraller i¢in ii¢lincii duruma

gecmeden 6nce ilk iki duruma ait bir 6rnek verelim.

sin® x.cos? xdx

2

Ornek 3.35:
Ism 2x+2cos’x

integralini bulalim.

sin® x.cos® xdx sin’ x.cos> .sin xdx
Coziim 3.35: j —j

sin?x +2cos? x sin? x +2cos’ x

olsun. Burada cosx=u dersek —sinxdx=du ve sin’x=1-cos’x=1-u” olur. Béylece I integralimiz;

.3 2 2
sin”X.cos“X (d-u Hu du (u -1)

I= %dxz - du
in’ 2 Jl u? +2u? J 1+u?

SIn“X +2cos“x

2 du
I= ou du— Q‘u - 2+ ool jdu— ﬁdu 2fu+2f+—u

3
u 1
I= 3 2u+2arctanu+c = §c0s3 X - 2cosx + 2arctan(cosx) + ¢

olarak bulunur.
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iii) I = If(sinx,cosx)dx seklindeki integraller

Eger, sinx ve cosx’in rasyonel fonksiyonunu igeren integrallerde yukaridaki iki durumda

yapilan doniistimler uygulanamiyorsa bu tip fonksiyonlar1 iceren integrallerde;

X ; X
t= tan; doniisiimii yapilir. Buna gore; t = tan— = x = 2arctant ve dx =

o S S < : < -
Simdi; t= tanE doniisiimiine bagli olarak sinx ve cosx degerlerini

1+¢

. bulalim.
w2
1 . . X X
sinX = 2sin—.cos—
0zdegsliklerinden yararlanilarak;
2 X .2 X
COSX =COS”——sin” —
2 2
) 1 2
sinx = 2.

t
1462 A1+4¢2 1+t
Ve

2 2 5
cOSX = 1 B 1 1t
J1+¢ J1+¢ L+t

olarak bulunur. Bu degerler I integralinde yerine yazilirsa;

2
IZIf(Sinx,cosx)dX:J'f( 2t 1-t j 2dt

1+t 1+t 1447

= [R(t)dt

sekline doniigiir. Simdi bu ¢esit integraller i¢in birka¢ 6rnek ¢ozelim.

sin X

Ornek 3.36:1 = J. dx integralini ¢6zelim

1+sinx

Coziim 3.36: tan% =t dersek x =2arctant ve dx=
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_ 42

Ayrica; sinx = V€ COSX = idi. Buna gore;

Y 1+t 1+t 8

2t 2dt
Cosinxdx 142142 4tdt

I_l+sinx_-" 2t _J 1+t2).(1+t)?

1424 (1+t7).(1+1¢)
1+t

4t _At+B C D

= + +
A+t).(1+1)*  1+t2 1+t (1+1)?
olacak sekilde kismi kesirlerin toplami olarak yazarsak;

4t = (At+B).(1+t)* + C(1+1).(1+t})+ D.(1+ %)

4t=(A+CO) +2A+B+C+D)t* +(A+2B+C)t+(B+C+D) olur.

Buna gore bu son esitlikten;

A+C=0 A=0
2A+B+C+D=0| B=2
A+2B+C4 C=0
B+C+D=0 D=-2

olarak belirlenir ve bu degerler integralimizde yerine konursa;

[ 4dt  @pdt aodt
)+t A d1+t)?

2 X
=2arctant+——+c ve t=tan—

2
in xdx X 2
ﬁL' =2arctan tan— +———+c¢
+sinx 2 X
1+tan—
2
pin xdx 2 .
H o sinx =x+ " +c¢ elde edilir.
1+tan—
2
Ornek 3.37: 1= I sin xdx integralini bulalim.
1+ cosx +cos2x

Coziim 3.37:cosx=u dersek —sinxdx=du ve cos2x=2cos’x-1 olur.
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Boylece;

- r sinxdx _.r du _.pdu _ pdu
A + cosx + cos2x A+u+202- 1 Hu? +u ‘4J(2U+1)

sekline gelir. Buna gdre son integralimizi kismi kesirlerin toplami olarak yazacak olursak;

1 A

_u(2u+1) B u 2u+l

sekline gelir ve buradan;

-1=A(2ut+1)+B.u elde edilir. Boylece;

2A+B=0 . .
Ae_1 B =+2 bulunur. Sonug olarak I integrali;
sin xdx du du du
I= =— =—|—+2
j1+cosx+0052x J.u(2u+1) u J.2u+1
[=-Ln|u|+2Ln|2u+1|+c
[=-Ln|cosx|+2Ln|2cosx+1|+c olur.
.. dx . C
Ornek 3.38:1 = I— integralini ¢ozelim.
5-3cosx
Coziim 3.38:
olur.

X
tanE =t dersek x =2arctant ve dx = 5

1+t

1-t2

sinx = 5 Ve CosX = 5 idi. Buna gore;
I+t I+t
2dt
2
Izj dx =I L+t 5 =I dt 5 olur. Burada;
5—-3cosx (1-t%) 1+ 4t

5-3.
1+t

u=2t dersek du=2.dt ve u’=4t> olur. Boylece son integralimiz;

1 du 1
1=_J' 5 = arctanu
21+u olarak bulunur.

1 1
I = —arctan 2t + ¢ = —arctan(2 tan i) +c
2 2 2
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1-tanx

Ornek 3.39: 1= j dx integralini bulalim.

1+ tan x
Coziim 3.39: Bu tip integrallerde 3.4.3’de oldugu gibi u=tanx doniisiimii yapilir ve

du

X =arctanu = dx = 5
I+u

elde edilir. Boylece I integralimiz;

1+ tan x l+u 1+u’

I:J-l—tanxd _fl-u du

sekline gelir. Simdi bu son integralimizin hesabi igin;

1-u A Bu+C
(1+uw)1+u?) 1+u  1+u?

seklinde basit kesirlere ayirip gerekli islemleri yapalim.

Boylece;

l-u=A(l+u?)+Bu+C)(1+u)

=(A+Bu’+(B+C)u+(A+C)
ve buradan;
A+B=0
B+C=-1;}A=1B=-1; C=0.
A+C=1

olarak bulunur. Bu degerler son ifadede yerine yazilirsa;

= (I-w _ . du udu 1 5
I_I(1+u)1+u2 .du—.[m—jpruz —1n|1+u|—51n|1+u |+c

olarak elde edilir. Boylece bu sonugta u=tanx degeri yerine yazilacak olursa;

1- 1
I= I tanx‘dx = lnﬂ +c¢ bulunur.
1+tanx V1+tan® x
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Ornek 3.40: 1= J.secx tan’ x.dx integralini hesaplayin.
Coziim 3.40: 1= jsec x.tan® x.dx = jsec X.tan x.tan” x.dx

= Isec X.tan X(SCC2 X = 1)dx

= jsecz x(secx.tan x )dx — Isec x.tan x.dx

seklinde yazalim. u=secx dersek du=secx.tanx.dx olur. Boylece; bu son iki integrali ayr1 ayri

hesaplayacak olursak;

J.secx.tan x.dx = Idu =u+c=secx+c

_sec’x
3

3
Isecz x(secx.tan x )dx = qu.du = u?+c +c

olarak bulunur.Buna gore hesaplanan bu iki integral /integralinde yerine yazilacak olursa;

C3X

se .
I= jsec x.tan® x.dx = +secx + ¢ seklinde bulunur.

Ornek 3.41: 1= J. dx integralini hesaplayalim.

8 —4sinx +7cosx

Céziim 3.41:integralimiz sinx ve cosx’ i igeren bir rasyonel integral oldugundan;

tanE = t donilisiimii uygulayamay1z. Buna gore;

2.dt
X =2Arctant ve dx = 5
1+t
. 2t 1-t? .
sinx = 3 ve COSX = 3 1di.
1+t 1+t
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Bu degerler /integralinde yerine yazilirsa;

2.dt

dt

8—4sinx +7cosx R_4 2t +7(1—t)

1+t 1+t

sekline gelir. Bu son integrali bulabilmek igin;

1 _ A N B
(t=3)t-5) t-3 t-5

seklinde basit kesirlere ayiracak olursak;

1=A(t-5)+B(t-3)
1=t(A+B)+(-5A-3B)

ve buradan;

A+B=0

= A= _—1 ve B= l olarak bulunur.
—-5A-3B=1 2 2

Bu degerler yerine yazilirsa;
IZZJLZZ[J e 1 i}
(t=3)t-5) 29t-3 27t-5

X
tan— 5

T s :2I(t—3).(t—5)

= J'i_ L 1n|t—5|—ln|t—3|+c —In—2|4+c sonucu bulunur.
t—5 t—3 X

tan— 3
2
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Trigonometrik integrallere Ait Alistirmalar

dx

1 J3cosx
“Jsinx+2

J- sin 2X<12x dx

1—sin

w

. J tan’ xdx

N

. J.sinz 4xdx

5. J.sin 5x.sin 4 xdx

o

J.cosz 2xdx

\l

. J.cos 5x.cos 3xdx

(o]

. jsin 3x.cos3xdx

©o

: Jsin3x.cos2xdx
10. Isin3 xdx
11. [sin’ xdx
12. Isinz xdx
13. Isin4 xdx

1

IS

: J(cosx)sdx
15. J.cos4 xdx
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16

17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.

24

25.

26.

27.

28

29.

30

. _ftan 3 xdx

4

.3
Ism X.cos xdx

.2 4
Ism X.cos xdx

.5 7
I sin” Xx.cos xdx

.2 2
sin x+2cos X

I cos ecxdx

jcot3 xdx

_[ sin xdx
1+sinx

dx
' I5—3cosx

.3 2
J‘ Sin X.COS X

J- sin xdx

1+cosx +cos2x

JAl—tanx
1+ tan x

. I2 tan 3xdx

sin 2t

7/4
4
. Jtan xdx
0

dx

I4COS2t_2

.4 4
Ism X.cos xdx

dt

dx
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3.5. Trigonometrik Yerine Koyma Metodu :

@ -x"), (- ve (+a’)’, pEQ
seklindeki ifadeleri iceren integrallerde asagida ayri1 ayri ele alacagimiz trigonometrik
dontisiimler uygulanir. Simdi sirasiyla bunlar1 inceleyelim.

351. 1= J f(x,(a? —x*)?)dx,(p € Q) seklindeki integraller :

Bu tip integrallerde;x=asin@ déniisiimii uygulanirsa dx=a.cos@.d@ olur.Buna gore;

I= If(a sin@,(a* —a’sin”0)").a cos0.d0

integrali ©’ya bagl bir integrale doniisiip sonucta tekrar x’e doniilerek istenen ¢oziim elde
edilir.

Ornek 3.42:

dx . .
I= Iﬁ integralini bulalim.

Coziim.3.42:

x=asin® dersek dx=acosOdO olur. Bu degerleri yukaridaki integralde yerine yazarsak;
a.cos0.d0 ¢ acos0do.

a’—a’.sin’0 - '[ \/az(l —sin’0)

[— J- \2/1:202((?;(2) _ J acos0do

I:J.\/azdixz :J.\/

=jde=e+c
acoso

olur. Simdi ilk déniisiimden 0°y1 x’e bagl ¢dzelim.

. X . . X
x=asin®@ =—=sin0 ve 0 = arcsin—
a a

bulunur. Béylece sonug integralimiz;

dx . X .
I= ﬁ = arcsmz + c olacak sekilde bulunur.

a’- x
3.5.2. 1= ﬁx, (a2 +x? )P)dx (p €Q) seklindeki integraller
Bu tip integrallerde;
x=atan0 veya x=sinhOdoniisiimii uygulanir. Buna gore;dx=asec’0d0 veya dx=acoshO olur.
Boylece;

1= f(a tan0,(a’ +a’ tan”0)").asec’ 0.d0 seklinde 0’ya bagl bir integrale doniisiir.
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Ornek.3.43: 1 = J. integralini bulalim.

X
x> +a’

Coziim.3.43:

x=atan0 dersek dx=asec’0d0 olur. Buna gore;
A sec’ 0.d0 A sec’ 0.d0
‘2% tan? 0 +a> Jaz(tanz 0+1)

2
sec” 0.dO 1 1
1= ?'—:_ 0 =—0 +c olarak bulunur 0'y1 x cinsinden
a’sec’ 0 a ‘ﬁ‘ a y

yazacak olursak

I=

X X .
Xx=a.tan0 =—=tan0 ve 0O =arctan— eldeedilir
a a

Sonug olarak integralimizi;

dx 1 X
I=J. 5——5 =—.arctan—+c¢ buluruz
X“+a a a

353. 1= ﬂx, (x*-2’)?")dx,(p €Q ) seklindeki integraller

Bu tip integrallerde ise;
x=asecO veyax=acosh® donilisiimii yapilir.Buna gore;

dx=asecO.tan0.d® veya dx=asinh6.d0 olur. Boylece;
I= J.f(a secB ,(a2 sec’ 0 — az)p ).asec6.tan 0.dO

seklinde @ ’ya bagl bir integrale doniisiir. Bu integralin sonucunda 0, x’e doniistiiriilerek

istenilen ¢6zlime ulasilir.

.. xdx . .
Ornek.3.44:1 = IW integralini hesaplayalim.

Coziim.3.44:x=asecO dersek dx=asecB.tan6.d® olur. Buna gore;

I_j xdx _jasece.asece.tan().de B az.secze.tanO.de
VX2—212 \/az.secze —a’ xlaz(sec29 -1)
2 2

Iz'[a sec 0.tan0.d0

2 2
Vva tan 0

= aj secze.dO =a.tan® +c olur.

Simdi tan@’y1 x cinsinden belirleyelim. Buna gore; tan =

olarak bulunur. Boylece;
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X o—a

xdx
I= J. \/ 2

X —a
elde edilir.Simdi konunun daha iyi anlagilmasi i¢gin trigonometrik yerine koyma metoduna ait

birka¢ 6rnek daha ¢ozelim.
Ornek.3.45: 1 = jd—x integralini hesaplayalim
3.45: N .

Coziim.3.45:x=sin0 dersek dx=c0s0.d® olur. Buna gore;

I_J- dx _J- cos0.d0 _J~ co0s6.d0 _I o Ccoth 4o
xN1-x" “sin’0 Nl-sin'0 sin O.cos0 " sin 0
olur. Buna gore cot® degerini hesaplayalim.
1
x
1-2° —x’
sinf=x = cotf = olur.Buna gore;
X
1-x° o
Izj zjx === X ¢ elde edilir.
x“Al-x X
Ornek.3.46: | =J 7 integralini hesaplayalim.
(9 + X )
dx 3sec 0.d0 3sec’ 0.0
[= 23/2:_[ 2 3/2:,[ 3 = _[
Coziim.3.46: (9 +X ) (9 +9tan 9) 27sec 0 sect

I= —jcosﬁ.dQ = lsin9+c
9 9

olarak bulunur. Simdi de sin@’y1 x cinsinden bulalim.

X
\/9+x2

X . . -
tan0 = 3 = sinf = olur. Boylece sonug integralimiz;

+ ¢ olarak bulunur.

2 .3/2

' dx
3 I= —
I(9+X )

O | —

X
\/9+x2
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Ornek.3.47: 1 = j

__dx integralini hesaplayalim.
V=x?+4x+5

Ciiziim.3.47:-x2+4x+5=-(x-2) 2+9=9-(x-2) % seklinde yazalim. Burada, u=x-2 doniisiimii

yapilirsa du=dx olur. Boylece;

I:J' du

V9 —u?

sekline doniisiir. Simdi bu integrali ayrica ¢6zelim.

u=3sinO dersek du=3cos0. d® olur. Buna gore;

_ 3cos0.d6 _J- 3c0s0.d0 _J-3cose.d9
> " J9_9sin’0 Jo(l—sin’9 ) - 3cosd

olur ve 0, u cinsinden tekrar hesaplanacak olursa;

:jde:e+c

I:'|‘\/9d—uu

. u_ . .u . .
u=3sinf = 3 =sinf = 0 = arcsin 3 ve u=x-2 yerine yazilirsa sonug integral;

I= jd—x X ;2 + ¢ seklinde bulunur.

= arcsin
N=x* +4x+5
Ornek.3.48: 1= jx3\/ x?—25dx integralini hesaplayalim .
Coziim.3.48 : x =5secO dersek dx =5sec6.tan0.dO olur.

Boylece integralimiz .

1= Ix3Vx2 —25dx = I125.sec3 0 .\/255602 0 —25.5secH.tan 6.do

I= 3125J. sec’ 0.tan’ 0.d0 =3125J.(tan2 0+ 1).sec2 0.tan” 0.d0

sekline doniisiir. Burada u=tan® dersek du=sec’0.d® olur. Sonug olarak, bu déniisiime gore

integralimiz;

x -25

=

3 5
1=3125[(1+u")u’du=3125[ (u” +u")du =3125[“?+“?J+c

tan36 ‘[an5 0
1=3125j + +c
3 5
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sekline doniisiir. Tekrar 0 degiskeninden x degiskenine donecek olursak;

Vx© =25

X .
x =5secd = 3 =secl  ve buna gore; tan6 =
X

olarak bulunur. Bu deger sonug ifadede yerine yazilirsa bastaki integralimiz;

I= I Vx? —25dx = —( -25)*"? +%(X2 —25)’"% + colarak elde edilir.

y dx
Ornek.3.49: I—3 =
’ (xz -6x+ 5)/2

Coziim.3.49 : Kareye tamamlama metodu ile X —6X+5=X —6X+9-9+5= (x— 3)2 —4olur.

i dx ¢ dx :6 du
!(x2 6x+5)2 !((X_3)2 _4)? ‘!.(uz )

x-3=u=dx=du u=a.SecHl = x —3 =2Sech
a’=4 du =a.SecH.Tan0.d0 = dx = 2SecO.Tan06.dO

ZSeCGTan6d6 ¢ 2SecO.Tan0d0

(x- 3)2 4V 486026 4y ! 4seco-1))2

J-2SeceTan6d6 1 JZSeCGTanGdG 1 J‘Secede

w'-—.O\

(4Tan26)% B Z Tan’0 47 Tan%0
J- _Cose_ _ J-Cosede ———J‘t’zdt 1 1+C__L. 1 .
Cose Sin’0 Sin’0 4t 4 Sin 0
x-3
=————4c
4 x*—6x+5
p— 2 f—
Sinb=t = Cos0d0 =dt X2 3 = SecH ise Sinf = # ve sonug integral;
X_

\/x -6x+5

e
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Ahstirmalar

[ 1d-Xx2 9. [5x*Vx> +4.dx
. sz j"_xz 10. j(xzixl)%
. XZ\/(::T 11. x3\/ixz——1
a. | 1d+xx2 12. j*/’i—_9.dx
5. J‘\/?.dx 13. \/%

6. j \/xdzxﬁ 14, th \/%
7. Vi6—x? dx 15, j\/’%

| 92;2"2 dx 16. jﬁ



3.6 Cebirsel Fonksiyonlarin integrali

Cebirsel fonksiyonlarin integrallerinde simdiye kadar kismi integrasyon ve degisken
degistirme yontemleri ile ¢oziilebilen cebirsel fonksiyonlarla ilgilenmistik. Bu yontemlerle
bulunamayan cebirsel fonksiyonlarin integralleri uygun bir degisken doniisiimii ile bir
rasyonel fonksiyonun integraline dontgiirler. Bu tip dontigiimler {i¢ alt baslik halinde

incelenebilir.
1= ](x,‘{/ﬁ)dx (a#0) (n€IN) (a,b&€R) seklindeki integraller:
Bu tip integrallerde; u = Yax+b doniisiimii yapilir. Buna gore;

u' =ax+b=>x = l(un -b) ve dx= l.n.un'l.du

a a

olur. Buradan,;

- fl (;( b ).j;.n.un- ' du= flu)du

seklinde rasyonel bir integrale doniistir.

Ornek 3.49:1 = J.(xi/ 3x-5 )dx integralini bulalim.

Coziim.3.49:u=3/3x-5=u’=3x-5 ve x= %(u3 +5)
olur. Buna gore dx=u’du elde edilir. Bu degerler I integralinde yerine yazilacak olursa;
1(3 2 | 5(.3
I=|=lw+S5hu“du==|u’.du+=|u’du
J3shutn = utau S

I= iu7 +iu4 +c= L(Elx —5)% +i(3x —5)% + ¢ seklinde bulunur.
21 12 21 12

ii) 1= f(x, | 2XFD j.dx (a#0,c#0) (a,b,c,de IR) (ad — be # 0) seklindeki integraller:

cx+d
Bu tip integrallerde;
ax+b .. . . . ., ax+b —du"+b
u=za doniistimii yapilirsa ;u” = >X=—-
cx+d cx +d cu'—a

olur ve buradan;
(ad —bc)

dx = n.u"".du bulunur.
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Buna gore;

I= j ( du” +b j(ad—bc) n.un_l.duzjf*(u).du

feu" —af

seklinde U’ ya bagli rasyonel bir integrale doniisiir.

Ornek.3.50:1 = J‘lJ 2% _11 dx integralini bulalim.
XV x+

-1
Coziim.3.50:u = dersek;
X +1
,  2x-—1 -1-u® 6u.du
u- = >X=—F- ve dx =— olur.
x+1 u -2 (u2 _2)2

Bu degerler integralimizde yerine yazilirsa;

e e

sekline gelir. Simdi bu integrali bulalim. Buna gore;

2

u :Au+B+ C N D
(u2+1 u2—2) Wl ou-2 u+42
seklinde yazilirsa;
u? = (Au+B)u—~2 Ju++2 J+ Clu+~2 fu? +1)+ Dlu® +1)u—E)

olarak elde edilir. Buradan;

u=+2  icci 2=6J2C=C=

> |5

V2

u=-2 icci 2=—6\/§D:>D=—?

u=0 icci 0:—2B+\/EC—\/ED:>B:%

u=1 g 1=—A-B+2(+v2)c+2(-

bulunur. Bu degerler tekrar yerine yazilarak;

1 1 2 1 V2o
I:—6J. —— = N2 du
3u +l1 6 u—\/E 6 u+\/§

1=—2j%—\/§jufu

e

J2)p=A=0
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- _zarctanu—\/Eln|u—\/5|+\/51n|u+\/5|+c veya;

= —2arctanu+\/§ln ut~2 +colur.

\/_
u—+2

Bu sonucta u degeri yerine yazilirsa integralimiz;

S J +v”
I= J dx = —2arctan + \/_ 2 In—=—"rr——
x+1

+/2
iii) (ax+b)" seklinde integraller: a=0 olmak iizere (ax+b)’nin rasyonel kuvvetlerini igeren

+ ¢ seklinde bulunur.

rasyonel bir fonksiyonun integralini ele alalim. Bu integrali bulmak igin ax+b’ nin rasyonel

kuvvetlerinin paydalarinin en kii¢iik ortak kat1 n olmak iizere;

u=%ax+b

doniigiimii yapilir. Béylece u’ nun rasyonel bir fonksiyonunun integrali elde edilir.

K+

Ornek.3.51:1 = I N .dx Integralini hesaplayalim.

Ciiziim.3.51:u=\/; dersek uw'=x ve 2udu=dx olur

Buna gore;

[— J-u+2 2udu_J-2u +4ud —2!(u+3+ijdu

u—1

=2ju.du+6jdu+6j—u1=u2+6u+6ln|u—1|+c
u—

=x+6J§+6mW§—q+c

olarak bulunur. Simdi cebirsel fonksiyonlarin integrallerine ait birka¢ 6rnek problem ¢ozelim.

Ornek.3.52:1 =I Vxdx integralini hesaplayalim.
1+ ‘\‘/_3

x/2dx
Coziim.3.52: 1= I B seklinde yazalim.
1+x
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Burada x’in kuvvetlerinin e.k.o.k’u 1/4 oldugundan;

u= x%‘ dersek  x=u"ve dx=4u’duelde edilir. Buradan;

u?4u’ u’
1= '[1+u '[1+u3 du

olur. Pay paydadan biiyiik oldugundan, pay paydaya boliinerek I integrali;

5 2 24
I=4I11j_—3du=4j(u2—lru Jdu 4_[u du— 4_[11 4

sekline doniisiir. Burada ikinci integrali ayrica hesap edersek ;

2
J. u 3.du l gzllnt=11n|1+u3|+c
1+u 3 3 3

l+u’ =t=3u’du=dt ve uzduz%

olarak elde edilir ve u degeri yerine yazilacak olursa;

3 3
Iz%u3 —§ln|l+u3|+c = %XA —%1n1+x4 +c¢ sonucunu buluruz.

(x+5)

Ornek.3.53: I= J‘(4—2
X+ X+

dx

Co6ziim.3.53: u=+vx+2 dersek w=x+2=>x=u’-2 ve dx=2udu

olur. Bu degerler integralde yerine yazilirsa;

u+3
u+2

_J- —2+5 Zd—ZJ.

sekline doniisiir. Buradan;

1= 2]“ +3d —2]“ +2 u+2ju2dj_2

olarak elde edilir. Burada;

d
Zju2jz

integrali daha 6nce inceledigimiz trigonometrik yerine koyma metodundaki gibi;

uzﬁtane

doniisiimii uygulanarak ¢oziiliir.
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.. 6+
Ornek.3.54:1= %.dx integralini hesaplayalim.
4

Coziim.3.54: x’ in kuvvetlerinin ek.ok’u 12 olup u=x"? doniisiimiinii yaparsak

x=u"? ve dx=12u'du olur. Béylece I integrali;

Y 1 f )

x/6+1 +1 2u u-+1

I= %.dx du=12
X%+X% Ll+1

sekline doniisiir .Simdi bu son integrali bulalim. Buradan;

2
ﬁLiQ— A+Ei+£l+Jl—waMMN1+L{A+DﬁﬁﬂA+Bﬁ2+®+Cﬁ+c
Cu+l) u u’ v ou+l

olur. Boylece;

A+D=0
B=-1
A+B=1
= A=2
B+C=0
D=-2
C=1

olarak elde edilip bu degerler yerine yazilirsa;
(=l fopde il gl pp e ]
1+u u u I+u

2 _ 12 2T
=12 1n(L) +u_21 +c =12/ In \/; + x -1 + ¢ sonucu bulunur .
l+u 2u 1+%¥x (21\2/;)2

Ornek.3.55 :1 =

dx
Sxrt+xa1)?
Coziim3.55 : Vx+ 1= (x+1) 2

3(x+1)2 :(x+1)2/3

)1/6:>t6 6

t=(x+1 ~ 1= dx = 6t7dt
6t dt £ dt £2 dt

bl e 3(l+t)_6 (1+1)

=x+1=>x=t

I = 6]((t—1)+ﬁj.dt = 3t2 —6t+61In[l+1t+c
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dx
\/X+1+4 x+1

Cozim.3.56: x +1=t* = Wx+1=t

\/x+1=t —x+1=t* = dx = 4t3dt
3

R A dt_4j( (t-1)+ ( Ddt 262 — 4t + 4t +1]+c
t7+t t+1

I = 2(@)—4(4 X+ 1)+41n|4M+ 1|+c

=7

Ornek.3.56:1 =

1/2

Ornek.3.57:1 :Il X —-dx=?
+X

Ciiziim357-t=x”":>t"=x:>x”2=t3:>x”3=t2:>x=t":>dx=6t5.dt

I J't o = 6[((t6 —tt 4t —1)+(1+1t2 D.dt

I :gt7 —ét5 +§‘[3 — 6t + barctgt + ¢ :gx% —éx% +2x"* —6x" + 6arctgt + ¢
ALISTIRMALAR
L o 2V - 2Infl+ /%] +¢)
1+\/;
dx
2. 2In/x -1 +c
A e
dx 3 y
3.jx_3 - (Injx 3—1‘+c)
4 dx 44/x —Inx+c
'.[\/;_4 3 ( n )
xdx
s.jm —\/(l+x) - \/(l+x) +C
xdx 2
6. (E/x—1(x+2)+c)
x—1 3
2_
7. [ L ax (x? —1 - Arctanx> —1 +¢)
X
8. | X (-2 2= 7x(7x+4)+©)
N2 —T7X 147
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9J-( xzdx5

4x+1)”
dx
10. | ——
I X8 4 x4

xdx

11.j—(1+x)%

dx
12.
‘[ Xv1—x2

x+5 dx
13'[ x+4

14.

15.[x3\/1+x.dx
f dx
16.| —————
'([(x+2)\/x+1
L
17..'-x 2dx
X+1

0

¢ dx
18.
'([1+\/;

% dx
19.
'!@9#\/5

, 0-} x.dx

L VAXH+2
21._[x3\/2x +3.dx

22.]1,/2X_1.dx
X\ X+1

23.‘- 2\/1_—

(x% - x% jdx
6x%

6X* +6X+1
12(4x +1)”

(dx/* —gx/s +ln(x% +1j+c)

2+ X
(2( J+c)
W1+ X
1—~/1-X%?
—+
X

(In

2Vx+2 +\/Earctan1/XJ2r2 +0).

(ix% —Exl%2 +C)

27 3

B 0% < (ax—

(28(1+ X)3 x (4x—3)+c)
(0,6435)

(0,2375)

(1,803)

(0,1042)

2.121



24J~ X+2

25.1 x2dx

2 I(9+x y/
21[7;%%?T2
2&]7;%%?T§

zg.j____lyi____
V=X +4X+5

X2
30. .ax
J‘\/x3+5

31J. 2X+5

Vax? +8x+9

) I CcOS 2X
") 34 4sin2x

3&va3+2xdx

1
34] J;Z dx
1+4/x7

35, I xdx

36.jV9-—4x2dx

37 J- (X +5)dx

X+ Ax+2
%44
R

38j
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BOLUM 4. BELIiRLi INTEGRALIN UYGULAMALARI

Bu boliimde, belirli integralin uygulamalar1 bashig: altinda bir egri altinda kalan alan hesabs,
iki egri arasinda kalan alan, donel cisimlerin hacmi, donel yiizeylerin yanal alani, yay
uzunlugu, agirlik ve kiitle merkezi, ortalama ve etkin deger ve donel ylizeylerin yanal alanlar

gibi konular ele alinacak ve bu konulara ait 6rnekler ¢oziilecektir.
4.1. Bir Egri Altinda Kalan Alan Hesabi
4.1.1. y = f(x) egrisi, x — ekseni, x = a ve x = b dogrular ile sinirh bélgenin alan1

y = f(x) egrisi, x — ekseni, x = a ve x = b dogrular ile sinirli bélgenin alan1 asagidaki gibi

olsun. (Sekil.4.1)

y=f(x)

x=a X X + AX x=b

Sekil 4.1
f(x), [a,b] araliginda pozitif olsun (Sekil 4.1). .A = A(x) fonksiyonu x=a’dan x=Db’ye kadar
alan1 temsil ederken AA ise x ile x+Ax arasindaki alan1 ifade eder. Buna gore;

y.Ax < AA < (y+Ay).Ax

oldugu agiktir . Bu son ifadeyi Ax ile bolersek;
y< AA <y+Ay
Ax

elde edilir. Bu esitsizlik, A alaninin x’e gore degisim oraninin y ile y+Ay arasinda oldugunu
gosterir. AX = 0,Ay > 0 i¢in;

o dA
Lim AA _dA ve burada esitsizlik; y <— <y olur.
Ax >0 AX dx dx
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Boylece y= (;—A ve buradan her iki tarafin integrali alinarak;

[ dA= Iydx = A=] y.dx veya A= [ f(x)dx olarak elde edilir.

A=[f(x)dx iken A=F(x)+c olur.
Burada ; f (x) = F’(x) olup x = a, A =0 iken c¢= - F(a) bulunur. Bu deger, A=F(x)+c
ifadesinde yerine yazilirsa;

A=F (x)-F (a)
alan fonksiyonu elde edilir. Bu son ifadede, x = b alinirsa y = f(x) egrisi x = a, x = b dogrular
ve x-ekseni arasinda kalan alan;

A =F(b)-F(a) olarak bulunur.
Boylece, y = f(x) egrisi, x =a, x=b dogrular1 ve x- ekseni ile simirh bélgenin alam
Sekil.4.2’dende gorildiigii gibi dikdortgen seklindeki dA elamanlarinin toplaminin bir Limiti
olarak belirli integralle asagidaki gibi ifade edilir.

y=f(x)

x=a dx x=b

Sekil 4.2

Sekilde, dA alan elamam y- yiiksekligine ve dx- genisligine sahip olan bir
dikdortgendir.

Buna gore;dA = y.dx = f (x).dx
olarak bulunur. Buradan, bu son ifadenin her iki tarafinin integrali alinarak dA alan
elamanlarinin toplaminin limiti olan A alam1 x = a’dan x = b’ye kadar belirli integral

yardimiyla;

b b
A= fdx = ﬁx)dx olarak elde edilir. Bunu basit bir 6rnek ile agiklayalim.
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Ornek.4.1: y=x’+1 egrisi x=1, x=2 dogrular1 ve x-ekseni ile smrli bélgenin alanim

bulunuz.

Coziim.4.1: Sekil-4.3deki tarali bolge y=x"+1 egrisi, x-ekseni, x=1, x=2 dogrulari ile sinirh

y A

5

dA

y:x2+l

1—dx——2

Sekil 4.3

bolgenin alanin1 gostermektedir. Bu smirli alan dA
alan elemanlarinin toplamina esit olacagindan bu
toplami; A = JdA = [(x*+1)dx ile bulabiliriz.
Boylece x-ekseni dogrultusundaki elemanlarin

x =1’den x =2’ye kadar olan toplami;

olarak elde edilir.

2 <3 2
A= +D)dx = (C-+x
) 3

3 3
= 2—+2 - 1—+1 =Ebr2
3 3 3

4.1.2. x = g(y) egrisi, y-ekseni y = a, y = b dogrulari ile sinirh bélgenin alan hesabi

y=b

dy

4

A

| x=g)

L x|

(x,y)

dA

Sekil 4.4

Yandaki sekil x = g(y) egrisi, y-ekseni, y = a ve

y = b dogrulart ile simirli bolgenin alanim
gostermektedir (Sekil 4.4). x = g(y) egrisi
tizerindeki (x,y) noktasindan x yiiksekligi ve dy
genisligine sahip yatay alan elemanmi bir
dikdortgen olarak alalim. Bu dikddrtgen elemanin
alanina dA diyelim. Boylece toplam alan, dA
elemanlarinin toplaminin Limiti olarak integral

yardimiyla;

A= [dA = [ xdy olarak elde edilir. Bylece x =g(y) egrisi y = a, y = b dogrulari ve y-

ekseni ile sinirh bélgenin alan;
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Ornek.4.2: y = x*+1 egrisi y-ekseni, y = 2, y = 5 dogrulari ile smirli bélgenin alanini bulunuz.

Coziim.4.2:  Asagidaki sekil, y = x’+1 egrisi y-ekseni y = 2, y = 5 dogrulari ile smirh
bolgeyi gostermek iizere bu alan dA yatay alan
y elemanlarinin toplaminin bir limiti olarak;
y=5 /y=X2+1
A b
5 || x | dA=xdy=> A= dey elde edilir. Buna gore;
dA !
5 5 2 3 15
A =Lxdy =L\/y—ldy = 3—(y - 1) i
2 3 3
= i—[(s -12 )2 - (2 - 1)2}

= i[8—1]= ibr 2 olur.
2 3
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4.2. iki Egri Arasinda Kalan Alan Hesabi

4.2.1. y=f(x), y>=g(x) egrileri ile x=a, x=b dogrular1 arasinda kalan alan
A .
. Yandaki sekil y;=f(x), y>=g(x) egrileri x=a, x=b
R dogrulari ile sinirl alani gostersin. (Sekil 4.6)

e Burada, bu smirli alan1 (A) bulmak igin kii¢iik

™ Y'Y,
bir alan elamanin1 dikdortgen olarak alalim ve

T ¥, bu elemana dA diyelim . Buna gore, dA,
yiiksekligi yi;-y2 ve genisligi dx olan bir

dx

\j

dikdortgen olup bu dikddrtgen elemanin dA
Sekil4.6

alan ;

dA=(y, - y,)dx = [f (x) =g (N)]dX ceevreennnnnn *)

olur. Burada, A, bir bdlgenin alan1 oldugundan pozitif olmak zorundadir. Negatif ¢ikmasi ise
f(x) - g (x ) yerine g (x ) —f (x ) olmasi ile ortaya ¢ikar. Boylece (*) ifadesinin her iki yaninin

integrali alinirsa x=a , x=b sinirlari i¢in;

A = Lb (yl -y, ).dx = Lb (f(x) -g(x) ).dX olur.

Ornek.4.3: y=x*+2 ile y=2x- x° egrileri ve x=0, x=2 dogrular tarafindan siirlanan bélgenin

alanini bulunuz.

Coziim.4.3:

| A :_Lb(}'1_}’2)dx

= '[02 ([x2 + 2]— [2X - xz])dx
) s y=x>42 R ,
= IO (2x - 2X + 2)dx
S = (% x’—x* +2X}2 = Ebr2
. 3 o 3
0 2
Sekil 4.7
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Ornek.4.4: y=x’-1 ile y=x>+1 egrileri arasinda kalan alan1 bulunuz.

Coziim.4.4:  Bu oOrnekte simirlar verilmedigi i¢in integral simirlarinin hangi x’ler icin

oldugunu bulmamiz gerekir. Simdi bu egrilerin grafigini ¢izelim.

y=x*-1 y:X2'1 > y:'X2+1
y=y
B ! x-1=-x+1

2x%-2=0 ise x>-1=0 ve x==*1 olur.

y =-x*+1

Sekil 4.8 Boylece x=-1 ‘den x=+1 ‘e kadar olan alan;
1 1
A= [y = [l 41~ -l
-1 e}

1
= f -2x 2 +2)dx =[ (-%x3+2x} ]11= %Jr%:%brzolarakbulunur.
-1

Ornek.4.5: y=x-4 egrisi x=1, x=3 dogrular ve x-ekseni ile sinirl bélgenin alanin1 bulunuz.

Coziim.4.5: Sekilde goriildiigli gibi istenilen alan A; ve A, olmak iizere iki alanin

toplamindan ibarettir. (Sekil 4.9) Bu alanlarin toplam belirli integralin 6zelliklerinden ;

A jf(x)dx = Joods + Jiwdx (e E[a.b])
yardimiyla bulunur. Buradan fonksiyonun x-eksenini

kestigi nokta; x*-4=0 = x=2 olur. Bdylece istenilen

1 2 A2
3 alan;
A1 2 3
A=A +A, = [ (y-y)dx+ [ (yi-y,)dx
yardimiyla;
Sekil.4.9

A=[20-(x?-4)dx + (x> - 4)-0)dx
A = —.flz()(2 — 4)dx + Jj(xz - 4)dx

3 2 3 3
:(_XMX} +(X_4X} 12 _ 402 elde edilir.
3 3 3

1 2
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x1=g(y), X2 = h(y) egrileri ile y=a, y=b dogrular1 arasinda kalan boélgenin alani

x1=g(y), X2 = h(y) egrileri y=a, y=b dogrulan ile smirli bolgenin alanim1 géz oniine alalim.
(Sekil. 4.10) Sekilde iki egri arasinda kalan alana A diyelim. Buna gore, genisligi dy ve
yiiksekligi g (y) — h (y) olan dA kiigiik alan elamanini gbz 6niine alalim.

x,=h (y) x=g (y)

 E-h )

dA |ay

Y

Sekil.4.10

Buradan;dA = [g(y)-h(y)]ldy bulunur.Her iki tarafin integrali alinirsa y = a, y = b sinirlar

itibartyla dA alan elamanlarinin toplaminin limiti olarak istenilen siirli bdlgenin alani ;

A=[" (i-xa)dy = [ fe(y)-n(y))dy

olarak elde edilir.

Ornek.4.6:y= 3Jx iley=3x* egrileri arasinda kalan smirh bélgenin alanin1 bulalim.

Coziim.4.6: Oncelikle bu egrilerin grafigi ¢izilir ve X ile y’nin sinirlari belirlenir. Buna gére;
y=y:>3\/_=3x2 x,=0i¢ciny,=0

9x -9x* =0 x,=liginy,=3
x,=0x,=1.

Yandaki sekilde goriildiigii gibi istenilen alan hem x’in simirlarina gore hemde y’nin

sinirlaria gore ¢oziilebilir. Boylece;

o'—.—-

(v, y»dx-j@f 3x7)dx

A =
( 2 X3j| =1br?

N W
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A
y=3x2 veya
y:3\/; 2
y—=x2,,ll=xldersek;
3 (13) 9 3
3 3
3 3 2 5 3
y |y 2(y) y
A=[(x, —x)dy=[| 2 =L |ay=[3Z[ 2| - L
i("‘ X !(\E 9Jy [3(3) 27]
0
> olarak bulunur.
1
Sekil 4.11

Not: Eger problemimiz hem x’in simirlarina goére hemde y’nin smirlarma goére ifade
edilebiliyorsa bunlardan birisi kullanilarak yukarndaki ¢oziime gidilir. x’in smirlan s6z
konusu oldugunda egriden asagidaki egri ¢ikarilarak integral alinirken y’nin sinirlart s6z
konusu oldugunda sagdaki egriden soldaki egri ¢ikarilarak integral alinip istenen alan ayni

olarak bulunur.
Ornek.4.7: y2 = 2x egrisi ile y=x-4 dogrusu arasinda kalan sinirli bélgenin alanini bulalim.

Coziim.4.7: Bu fonksiyonlarin grafiklerini ¢izip istenilen alan1 ve buna bagl olarak x veya

b
y’ye bagli siirlarimizi bulalim . A = I (X1 —X, )dy idi. Boylece;

y2

sz vey+4=x ise x=x esitligineh
Y. * _oy-g=
5 =y+4 buradany” —2y-8=0
=y, =2,y, =4 olarakeldeedilir.

2 2 374
A-[ {(yw)_ﬂd},:[y_wy_%} b
-2

-2 2

bulunur.

Sekil.4.12
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4.3. Donel Cisimlerin Hacminin Bulunmasi

Belirli integralin uygulamalar1 sadece bir egri altinda kalan alan veya iki egri arasinda kalan
alan1 bulmaktan ibaret degildir. Bu nedenle bu ve takip eden boliimlerde bir egrinin bir dogru
veya bir eksen etrafinda donmesiyle olusan donel cismin hacmi, donel yiizeylerin alani, yay
uzunlugu ve bunun yanisira bir fonksiyonun efektif (etkin) degerini ve ortalama degerini ele
alacagiz.Sinirli bir bolgenin bir eksen veya bir dogru etrafinda donmesiyle olusan cisme
donel cisim denir. Sinirli bir bdlgenin alan1 s6z konusu iken bir dénel cismin hacmi s6z

konusu olur. Bu hacim hesaplanirken iki metod uygulanir.
4.3.1. Disk Metodu: y = f(x) egrisi, x-ekseni ile x = a ve x = b dogrulari ile sinirli alanin

= x-ekseni etrafinda dondiiriilmesiyle olusan

v = my?.dx 0 hacmi goz Oniine alalm (Sekil 4.13).

Buna goére, V hacim elamanini

gostermek iizere bu elemanm1 bulmaya

calisalim.Sekilde goriildiigii gibi dV

X=a

hacim eleman bir disktir ve genisligi

dx ° dir. Disk bir dairesel silindir olup y

yaricapt ve dx yiiksekligine sahiptir.
Sekil.4.13

Buna gore;

dV=nydX coo. oo o (%)

olarak bulunur. Bdylece, V hacmi dV dairesel disklerinin hacimleri toplaminin limitidir.
Yani, x = a’dan x = b’ye kadar dV dairesel disklerinin toplaminin limiti (*) ifadesinin

her iki yaninin integralinin alinmasiyla;
b
V=n [yldx=n 7[f(x) Pax
olarak elde edilir.

Benzer sekilde, x = g(y) egrisi , y-ekseni, y = a ve y = b dogrular ile sinirli bolgenin

y-ekseni etrafinda donmesiyle olusan donel cismin hacmi su sekilde bulunur.

90



x=2) Yandaki sekil x=g(y) egrisi, y-ekseni, y=a y=b
dogrulari ile sinirli bolgeyi gostermektedir.

(Sekil-4.14) Bu alanin y-ekseni etrafinda
donmesiyle olusan donel cismin hacmine V
diyelim.Bu cismi olugturan dV hacim
elamanlarinin herbiri dairesel disktir ve bu

dV =n.x".dy
diskin genisligi y’nin diferansiyeli dy’dir.

> Buradaki diskler dairesel silindir olup
yarigaplar x, yiikseklikleri dy olup dV hacim

Sekil-4.14 elemani;

V hacim elemani ise dV dairesel disklerinin hacimlerinin toplamimin bir limiti olup (*)

ifadesinin her iki yaninin integrali alinip y=a’dan y=b’ye kadar olusan hacim elemant;
V ==& I xidy = =x I [g(y) ]2 dy olarak bulunur.

Ornek.4.8: y = X egrisiy = 0, x =2 dogrulari ile sinirli bolgenin alaninin x-ekseni etrafinda

dondiiriilmesiyle olusan hacim nedir?

Coziim.4.8: 11k once sinirli bolgemizin x- ekseni etrafinda dénmesiyle olusan hacmi goz

/
" oniine alalim. (Sekil 4.15) Bir sinirli bolgenin

dv= myz‘dx y=x2

A x-ekseni etrafinda donmesiyle olusan hacmi

Vi ile gosterirsek;

> x=2 Vx = nj()zyzdx = nj.oz x*dx

Sekil-4.15 olur.
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4.3.2. Shell (Kabuk)(Tabaka) Metodu

Disk metodunda yukarida gordiigiimiiz gibi sinirli bir alanin bir eksen etrafinda dénmesiyle
olusan cismin hacmini bulmak icin bazen disk yerine ince zarli bir kabuk (shell) kullanmak

daha kolaydir.(Sekil.4.16)
dr, - h —»

\j
dV =2nrhdr

Sekil-4.16

Burada, dV hacim elemani yarigap1 r, yiiksekligi h ve kalinlig1 dr olan ince zarl bir silindirik

kabuktur. Boylece, dV hacim elemanlarinin toplamimin limiti r=a , r=b sinirlar itibari ile;
V = 2nx [ rhdr

olur. Bu hacim yukaridaki sekilden de goriildiigii gibi yiikseklik boyunca dairesel dik
silindirdir. (Sekil 4.16) Bu tabakanin uzunlugu kabugun ¢evresine esittir. Burada, r, kabugun
yarigapidir. Tabakanin h yiiksekligi egriye baglidir ve smirli alan dondiigiinde buna baglh

olarak dr veya dy seg¢ilir. Buna gore, dV hacim hacim elemant;
dv=2z.r.h.dr

seklindedir. h yiiksekligi, r yaricapi ve dr kalinhg1 dénme ekseni ve dondiiriilmiis alana

baghdir. Yani h,r ve dr degerleri her bir problem icin belirlenmek zorundadir.
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Ornek4.9:y = /x,y = 2,x = 0 egrileri ile sinirl blgenin hacmi nedir.

Co6ziim.4.9: Seklimizdende goriildiigii gibi burada;

A r=y
h =x

y=2
vl dr = dy

olur.Buna gbére, dV hacim elemant;

dV=2nrhdr=2n(y).(x).dy=27y.y’dy=2ny’dy

ve buradan;

Sekil 4.17

2
4
V = Ide = ZnJ.Zysdy = Zn(y—} = 8n br °® olarak bulunur.
0 0 4 |

Ornek.4.10: y=x2 egrisi x=0, y=1 dogrular1 ve y-ekseni ile sinirli bolgenin y — ekseni

etrafinda donmesi ile olusan hacmi;

a) Shell Metodu
b) Disk Metodu yardimiyla bulunuz.

Co6ziim.4.10: i) Problemimizi shell metodu ile ¢dzelim. Oncelikle bunun icin seklimizi

¢izelim.(Sekil 4.18) Shell metodunda;

K h =1-y
r =x
2 dr = dx degerleri dV hacim elemaninda
_ 1? Tx &
i yerine yazilirsa;
— dV=2nrhdr=2m.x.(1-y)dx =2m(x).(1-x")dx

h=1-y

\ dV =2nrhdr

olur. Buna gore V hacmi;

dr=dx

Sekil.4.18 27l .
= n[y } = —br’
2
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ii) Disk yontemi: Ayni1 problemin seklini

A =

2

y=1

T
——

-_——

Sekil-4.19

Ornek.4.11:

disk yoOntemi igin ¢izelim.

V.= nszdy = nj.ydy

a

y=+/x, y =2 ve x =0 ile sinirli bélgenin x - ekseni etrafinda donmesiyleolusan

hacmi shell metodunu kullanarak bulunuz.

Coziim.4.11:

h=x

=y

y=vx

L[]
L

Yukaridaki

sekilde goruldiigi

dr=dy

Sekil-4.20

(Sekil-4.19)

gibi y=\/§ , y=2 ve x=0 ile siirlanan bdlgenin

x-ekseni etrafinda donmesiyle elde edilen cisme r=y ile yaricapi, h=x ile yiiksekligi ve dr=dy

alalim . Hacim elemanini bulmak i¢in yukaridaki degerler yerine yazilirsa;
dV=2nrhdr=2n(y)(x)dy=27(y)(y*)dy=2my’dy

olur. Buradan istenen V hacmi;

4
_ 2 _ 22 _ y_
V—JOdV —2nJOy dy —271( 4}
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Ornek.4.12: y = 1-4x%>, x = 0 ve y = 0 parabolii ile smirli bélgenin y-ekseni etrafinda

dondiiriilmesiyle olusan cisim hacmini bulunuz.

Coziim.4.12:

©,1)

(Sekil—4.21-a—-b)
ekil 4.21-a)’da verilen cisim hacmini disk metodu kullanarak cozelim. Burada x> yerine
S ) ¢ y

(1-y) / 4 konularak;

1
Y L S 05 el AW . | _=®
V—nJ.OXdy—nJ‘OTdy—Z(y—TO—g

olarak bulunur. (Sekil 4.21-b)* deki cismi simdide shell metodunu kullanarak ¢dzelim. Seklin

yarigap1 r=x , yiiksekligi h=y ve dr=dx alarak hacim elemanini bulalim.

dV=2nxydx=2mnx(1-4x*)dx=2m(x-4x>)dx

y=0 ‘a gore x’in pozitif degerinin alinmasiyla integralin {ist sinir1 bulunmus olur.

1 — 4x’=0=>x’=1/4 ve x=+1/2 bulunur.Buna géreV hacmi;

1

2 2

I
V = 2an(x — 4x 3)dx = ZH(XT— x4}

Boylece, ayni deger shell ve disk metoduyla bulunmus oldu.

- bulunur
o 8
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4.3.3. Iki Egri Arasinda Kalan Smmirh Bélgenin Alanmmin Bir Eksen Etrafinda

Dondiiriilmesiyle Olusan Dénel Cismin Hacmi:

43.3.1. y; = f(x), y2 = g(x) egrileri ile x = a, x = b dogrulan arasinda kalan smirh

bolgenin alaninin x-ekseni etrafinda donmesiyle olusan donel cismin hacmi:

A

dv, = n.yzz.dx

\

Sekil 4.22

(Sekil 4.22)’de de goriildiigii gibi bu iki egri arasinda kalan smirli bélgenin x-ekseni etrafinda
donmesiyle olusan hacim, egrilerin hacimleri farkina esittir. Bu hacmi bulmak i¢in hacim

elemant olarak alinan dairesel disklerin hacimlerini g6z 6niine alalim.
y1 = f(x) egrisine ait dairesel diskin hacmi —» dV; = nylzdx
y»= g(x) egrisine ait dairesel diskin hacmi — dV, = y,’dx

Buna gore bu iki hacim elemani arasindaki fark bize tarali olarak gosterilen dairesel diskin

hacmini verir. Yani;
dV = dV;-dV,=n(y, >y, )dx olur.

Boylece dV hacim elemanlarimin toplaminin limiti yani integrali;
fdv=fn(y12-y22)dx ve boylece x=a ¢ da x=b ° ye kadar istenilen hacim;
V,=n I (yi2-y2*)dx yada V, ==n ]([f(x)]z e i

olarak bulunur.
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4.3.3.2 : x;=g(y), Xx2= h(y) egrileri ile y = a, y = b dogrular1 arasinda kalan sinirh alanin

y-ekseni etrafinda donmesiyle olusan donel cisim hacmi :

A x,=h (y)

/VEB’\/ x,=g (¥)

» dV=dV1-dV2

y=a

Sekil-4.23
4.3.3.1’dekine benzer olarak istenilen hacim formuliinii bulmak i¢in ele alinan hacim eleman
(tarali olarak gosterilen dairesel disklerin arasindaki hacim) dairesel disklerin hacimleri
farkina esittir.

dv,= nxlzdy — Biyiik dairesel diskin hacmi.

dV,= nxzzdy — Kiigik dairesel diskin hacmi.olmak {izere;

dV = dVi-dV; = 1(x2x)dYeeenneennnns (*)olarak bulunur. Bdylece dV hacim

elemanlarinin toplaminin limiti yani (*) ifadesinin integrali istenilen V hacmi;
fdv = fn(xlz-xzz)dy

ve X = a, X = b sinirlart itibariyla

veya

Vy=nmn ﬂ[g(y) I -y )dy olarak bulunur.

(*) Vy: y-ekseni etrafinda donen cismin hacmini verir.
( **) Vi =x- ekseni etrafinda donen cismin hacmini ifade eder.

97



4.4. YAY UZUNLUGU

G

a0 |

.

Sekil.4.24

f:]a,b] —> IR siirekli tiireve sahip pozitif bir
fonksiyon olsun. (Sekil.4.24) Bu egrinin A ve B
noktalar1 arasindaki uzakligi bulmaya c¢alisalim. As
ile gosterecegimiz egrinin kiiclik bir parcasinin
uzunlugunu gozoéniine alalim. Pisagor teoremine gore

9

(As)” = (AX)* + (Ay)’ alinabilir. Bu son ifadenin her iki yam (Ax)* ile boliinerek;

8’ |, @y

(Ax)*

(Ax)?

bulunur. Buradan son ifadenin her iki tarafinin karekoki alinarak;

ve boylece;

As _
AXx

. As ds
Lim—=—
Ax—>0 AX  dx
Lim ﬂ = g
Ax—>0 AX  dx
E =1+ (ﬂ
dx dx
ds=,|1+ (ﬂ

dx

o

elde edilir. Ayrica ; Ax—0 igin;

Ay
AX

2
jdx

olarak bulunur. Boylece, A ve B noktalar1 arasindaki egri uzunlugu yukarida bulunan ds egri

pargasi uzunluklarinin toplaminin limiti olarak integral yardimiyla ;

s=J 1+((

dy

j )2 dx bulunur.

Buna gore, y = f(x) egrisinin x = a’dan x = b’ye kadar olan par¢asinin uzunlugu;
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Eger, x = g(y) egrisinin y = ¢’den y = d’ye kadar olan kisminin uzunlugu bulunmak istenirse

yukaridaki mantiga benzer olarak;

2
s = j' 1+(3XJ dy

y

veya elde edilir.
IR

Ornek.4.13: x = 0°dan x = 4 ‘e kadar y*= x> egrisinin L.bolgedeki uzunlugunu bulunuz.

Coziim.4.13: y’=x’ = y=x"" = dy/dx = 3/2x”2:>(dyj _ox

4
d 2
Boylece, s yay uzunlugu; s = ﬁ 1+ (dL) dx
X
formiiliinden; s = Z‘wf 1 +—dX olur.

Eger 1+ % =u dersek 1 dx du eldeedilir vebudegerler s integralinle u'nun

smirlart itibariyleyerine yazilirsa, x=0 i¢cin u=1 ve x=4 i¢in u=10
10
10
s= fé‘\/_du:ﬂz(uy2
93 1

:_(103/2 ) 13/2)
= % (10\/5 - 11 olarak bulunur.

Ornek 4.14: x2+y2 = ¥ merkezil cemberinin ¢evresini bulunuz.

Coziim 4.14:

%s =rj.;\/1+(y')2dx =J.; 1+ 3

= dx = J.r;dx

y=+r’—x*(r>0) et -

< 1 rodx T rcosQdQ
ylz_— —S=T7r1 2 =T 2dQ
i e
2
12 X 5
(y) :r2-x2 %s:r(Q Ozzr(%_o):szzﬂ.r olur
X =rsinQ x=0=Q=0
dx = cosQ.dQ x=r=Q=2

2
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Ornek.4.15: f[l,e]>IR, f(x) =£%) x*-Inx fonksiyonunun gosterdigi egrinin uzunlugunu

bulunuz.
Coziim.4.15:
e e
s= f1+H2ds= fl1+-x2 - dx
1 16 x2
2
e
= (1x+1j dx
'—lx_l 4 x
’ 4ox —ej(1x+1jdx
, 1 1 - 7la
() =—x*+= ! x
=(e +Ine \1
8
=[1e2+lnej- (1(1)2+11’11j=1(62- 7)312
8 8 8
ALISTIRMALAR
3/2 o e . 7 -
1. y=x""“ egrisinin x =0'dan x = 3 'e kadar olan uzunlugu bulunuz.

T
2. y=logcosx egrisinin x =0'dan x = 3 'e kadar olan uzunlugunu bulunuz.

X X

a =
3. y= 5 (e® +e ?)egrisinin x = 0'dan x =x; 'e kadar olan uzunlugu nedir?
4. y= 2% egrisinin x = 0'dan x = 3'e kadar uzunlugu nedir?

5 y= Ze& egrisinin x = 0'dan x =1'e kadar uzunlugu nedir?

x3 1

6. y= EY + Ix egrisinin x =1'den x = 3'e kadar uzunlugu nedir?
X
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4.5 DONEL YUZEYIN YANAL ALANI

Bir alanin bir eksen etrafinda dénmesiyle olusan cisme doénel cisim denir. Boyle bir cismin
ylizey alanina ise donel yiizeyin yanal alam denir. Bir donel ylizeyin yanal alanini1 gosteren

asagidaki sekli gozoniine alalim.(Sekil 4.25)

w=Tx0

[

didnme el=eni

Sekil 4.25

y = f(x) egrisi x = a, x = b dogrular ve x-ekseni ile ile sitmirh bolgenin x-ekseni etrafinda
dondiiriilmesiyle olusan donel yiizeyin alam (Sekil. 4.25) danda goriildiigii gibi koyu
renkli olan dairesel kesitlerin alanlari1 toplamina esittir. Bu toplami1 bulmadan 6nce bu
dairesel kesitlerden birinin alanin1 dS ve ds olarak kesitin kalinligimmi ifade eden yay

uzunlugunu alirsak;

dS =2myds ............. (1) olur.

/ d
Burada; ds = 1+( (d—yj )2 dx degeri (1)de yerine yazilirsa ;
X
dv )\
dS=2mny l+(d—yj dx olarak bulunur. Boylece a’dan b’ye kadar bdyle elemanlarin
X

alanlar1 toplami integral yardimiyla;

2
S:an:y‘ 1+($3 dx seklinde bulunur.

Ozet olarak :

i) f:[a,b]>IR siirekli tlireve sahip pozitif bir fonksiyon olsun. Bu fonksiyon gosterdigi egri

parcasinin x-eksenini etrafinda donmesiyle olusan donel ylizeyin yanal alan;

S=2n Lb f(x)/1+ [t" (x) ]2 dx olarak bulunur.
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Benzer sekilde;
ii) g:[a,b]>IR siirekli tiireve sahip olan pozitif bir fonksiyon olsun . Bu fonksiyonun

gosterdigi egrinin y-ekseni etrafinda dondiiriilmesiyle olusan donel yiizeyin yanal alani;

S =2n[ gy)\1+[g W ay

veya
b 2
S= ZnL xy/1+(x") dy
olarak elde edilir.

Ornek.4.16: f(y) = X egrisiy =1 , x = 0 dogrulari ile sinirli bélgenin y-ekseni etrafinda

dondiiriilmesiyle olusan donel ylizeyin yanal alanin1 bulunuz .

Coziim.4.16:
y= XZ =X = \/§
1 1 2 1 I 1 /
X=— = s=2xnfxy1+x")"dy =2n|,+/y.[1+—dy =
o s e
() =
4y -

Sekil 4.26

1

Jay +1 12 3

s== 2nj(1)\/§—d2i]/§ y = nj(l)w/4y+ 1dy znZ§(4y+1)2
0

=%(5\/§—1) br2

olarak bulunur.
Ornek.4.17: x =0 * dan x = 16 ya kadar olan y2 = 16x paraboliiniin x-ekseni etrafinda
dondiiriilmesiyle olusan donel ylizeyin yanal alanini bulunuz.
Coziim.4.17:
y2 = 16x =y = d/x
.4
Y 24x 0

, 4
) ==
X

Sekil 4.27
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16 16 4
5= 240 y/1+(y) dx = 27zj0 4\/;‘/1+;dx

16

3
=87 [ Vx+ ddx =8n§—((x+4)2

0

= ?n(20\/% ~8)=1365br? bulunur.
ALISTIRMALAR

2
1)y = X9_ egrisi x=0, x=3 dogrular ile sinirli bélgenin (x) ekseni etrafinda donmesiyle

olusan donel yiizeyin yanal alani nedir?
2)y 2 =24 —4x egrisi x=3, x=6 dogrular ile sinirli bélgenin (x) ekseni etrafinda

donmesiyle olusan donel yiizeyin yanal alan1 nedir?

3
3) y= % + 2L egrisi, x=1, x=3 dogrulari ile sinirl1 bélgenin (x) ekseni etrafinda
X

donmesiyle olusan donel yiizeyin yanal alan1 nedir?

4) y = e * egrisi, x=0, x=5 dogrular1 ile sinirli bolgenin (x) ekseni etrafinda donmesiyle
olusan donel yiizeyin yanal alan1 nedir?

5y =3x 2 egrisi, x=0, x=5 dogrular1 ile sinirlt bolgenin (y) ekseni etrafinda donmesiyle
olusan donel yiizeyin yanal alan1 nedir?

6) y = 4 — x? egrisi, x=0, x=2 dogrulart ile sinirli bdlgenin (y) ekseni etrafinda

dénmesiyle olusan donel yiizeyin yanal alani nedir?

Ty =24-x" egrisi, x=0, x=2 dogrular1 ile sinirlt bolgenin (y) ekseni etrafinda donmesiyle

olusan doénel yiizeyin yanal alan1 nedir?

2 2
8) x 3 + y3 =1 egrisinin L. bdlge ile sinirl kisminin x-ekseni etrafinda

dondiiriilmesiyle olusan donel ylizeyin yanal alan1 nedir?
9) y? = 4x egrisi, x=0, x=3 dogrulari ile smirh bolgenin (x) ekseni etrafinda dénmesiyle

olusan donel yiizeyin yanal alan1 nedir?

10) y? = x +3,y* = 4x egrileri arasindaki sinirli bélgenin (x) ekseni etrafinda dénmesiyle

olusan donel yiizeyin yanal alani nedir?
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4.6 Bir Fonksiyonun Ortalama ve Etkin (Efektif) Degerleri

4.6.1. Bir Fonksiyonun Ortalama Degeri

Hatirlanacagi gibi y = f(x) egrisi x = a, x = b dogrular1 ve x-ekseni ile smirli bélgenin alani;
A= Lbf(x)dx

olarak elde edilmisti. Asagidaki sekilde tarali bolge bu alani gostermektedir.(Sekil 4.28)

y

A

Yort c

\
=

Sekil 4.28

Ayni aralik i¢ersinde bu fonksiyon ortalama ordinati olan y, degeri egri altinda kalan alan ile

ayni degere sahip olan abed dikdortgeninin alanidir. Yani;
b
(b-a)y,, =A= j f(x)dx

ve buradan;

Vor = ! Ibf (x)dx olarak bulunur.
b—a-a

Ornek.4.18: V=vsinQ siniisodial gerilimin yar1 dairesinin ortalama ordinatin1 bulunuz.

Co6ziim.4.18: a=0,b=m  olduguna gore ;

V. = Y 0 Jon sin QdQ = %(— cosQJf

mT—

=X(—COSE+COSQ)=EV= 0,637v
n e

olarak bulunur.
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4.6.2 Bir Fonksiyonun Etkin Degeri

Bir fonksiyonun etkin degeri (rms-root-mean-square) ordinatlarin karesinin ortalamasinin
karekokiidiir. Eger, Sekil.4.28’de Ax esit uzunlugunda boliinmiis n tane y degerini gdz oniine

alirsak;

2

2 2

Y1 +y2 +... +¥Yn

ms = veya rms
n

12

olur.Bu ifadede pay ve payda Ax ile ¢arpilirsa ;

elde edilir. Burada n.Ax, (b-a) aralik genisligini verir.n sonsuza yaklagirken ;
1 b
Li i?Ax = [ [f(x)['d
ngg;w x=[[Feof dx

elde edilir. Buna gore;

rms = \/ b;jb[f (x)J dx ifadesi bir fonksiyonun etkin degerini veren formiildiir.
—ava

Ornek.4.19: Onceki 6rnegin siniisodial voltaji i¢in rms degerini bulunuz.

Co6ziim.4.19: a=0, b=n degerleri rms formiiliinde yerine yazilarak ;

2
rms = \/—1 JFv2sin?QdQ = \/V— isin?QdQ
-0 T

0o 2 4 2

Q sin2Q|" = Sin2x =
2 4

JFsin?QdQ = (
olur. Bu sonucu rms ° de yerine yazacak olursak;

Vig V

rms =,—— =—==0,707V elde edilir.
T 2 \/5
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>

ALISTIRMALAR

y =4sinx fonksiyonu'nun x =0'dan x = n arasindaki ortalama degeri nedir?

y = 2sin’ % fonksiyonu'nun x =0 ile x =2 arasindaki ortalama degeri nedir?

Q=02+ Jt )* fonksiyonu'nun t =0 ile t =1 arasindaki ortalama degeri nedir?

Q= §t3\/9 —t* fonksiyonu 'munt =0 ile t = 3 arasindaki ortalama degeri nedir?

V= ?t - % t* bir par¢acigm hizina bagli denklemdir. Buna gére, t =0 ile t =16sn

arasindaki ortalama hizi nedir?

4t

AVt+ 2

V =

hiz denklemi veriliyor .Buna gore ,t =2 ile t =14sn arasindaki

ortalama hiz nedir?
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4.7. Agirhik ve Kiitle Merkezi

Diizlem alanlarin agirlik merkezleri ve bir eksen etrafinda dondiiriilen farkli sekillerin kiitle
merkezlerini ele almadan dnce bir eksen boyunca yerlestirilen kiitlelerin olusturdugu sistemin

kiitle merkezini asagidaki 6rnek ile inceleyelim.

Ornek.4.20: x-ckseni boyunca 2 kg.,3kg., ve 5 kg. lik ii¢ kiitle sirasiyla (1,0), (3,0) ve (6,0)
noktalarina yerlestiriliyor. Buna gore tahtanin kiitlesini ihmal edilirse x-ekseni boyunca

sistemin kiitle merkezi ne olur.

Co6ziim.4.20: Verilenlere gore seklimizi ¢izelim.(Sekil.4.29)

A

5kg

3kg
2 kg

. (10) .(3,0) . W)— (60)

Sekil.4.29

Kiitlenin merkezinin momenti momentlerin toplamina esitlenerek,
(2+3+5) x=10x

-, - 41
2.(1)+3.(3)+5.(6)=10x ise X = m =4.1 olur.
4.7.1.Agirhk Merkezi

X bir alanmn agirlik merkezinin apsisi olup, y-eksenindeki momentlerin toplanunin toplam

alana boliinmesiyle elde edilir. Yani, x = Ty

y ayni sekilde bir alanm agirlik merkezinin ordinat1 olup, x-eksenindeki momentlerin toplam

alana boliinmesine esittir. Yani, y = —=
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Ornekd4.21:Asagidaki seklin agirlik merkezini bulunuz (Sekil.4.30).

32)
4 cm / 2
Adyrlyk Merkezi

i 0 (5,1) 2 cm
em | oL
ey ) i
2 cm 1cm = 4 cm -
Sekil.4.30
Coziim.4.21:
My 200+ L&/ +4D.0) 5
A 2.()+1.(4) +4.02) '
1
- M, _ 2.(1).(5)+1.(4).(2)+4.(2).(1) 17 s

A 2.()+1.(4)+4.(2) 14

4.7.2.Diizlem Alanlarmm Agirhk Merkezi:y=f(x) egrisi, x-ekseni x=a ve x=b dogrular ile
sinirli bolgenin alanina A diyelim.(Sekil.4.31)Bu alanin bir pargas1 olarak dA olarak
isimlendirilen dikdortgen seklindeki alani ele alalim.Moment, kuvvet ile kuvvet kolunun

carpimi oldugundan olarak ele alirsak,

x-eksenindeki moment:M,=( % ).dA=(% ).y.dx

y-eksenindeki moment: My=x.dA=x.y.dx olur.

YA

\
»

—» dx -—

Sekil.4.31

108



Buna gore; x-ekseni civarindaki dA’nin momenti, (% ).dA=(% ).(y.dx)

y-ekseni civarindaki dA’nin momenti;  x.dA=x.(y.dx) oldugundan (4.7.1)ile verilen agirlik

merkezinin koordinatlari ;

b by
Xydx ~—dx
v M y .z!\. y \/ Mx .z!: 2 13
X= N ve Y= 2 =5 elde edilir.
I ydx jydx
4.7.2.Kiitle Merkezi

Bir alanin bir eksen etrafinda donmesiyle olusan cisme donel cisim denir. Boyle bir kati

cismin kiitle merkezini bulmak i¢in asagidaki sekli géz oniine alalim.(S$ekil 4.32)

YA
dv = n.yz.dx
y=f(x)
X
x=a
Sekil.4.30
Sekil 4.32

y = f(x) egrisi, x-ekseni ile x = a ve x = b dogrulan ile sinirhh alanin x-ekseni etrafinda
dondiiriilmesiyle olusan hacmi g6z Oniine alalim (Sekil 4.32). Buna gore, V hacim elamanini

gostermek lizere,

dv= n.yzdx (*) dir. Ayrica, , x = a’dan x = b’ye kadar dV dairesel disklerinin

toplaminin limiti (*) ifadesinin her iki yaninin integralinin alinmasiyla;

b b
V =mn J y2 dx = nJ. [f (x)]2 dx olarak elde edilir.

y = f(x) egrisi, x-ekseni ile x = a ve x = b dogrulan ile sinirhh alanin x-ekseni etrafinda

dondiiriilmesiyle olusan kati seklin kiitle merkezine X diyelim.
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Bu kiitle merkezi y ekseni etrafindaki hacim elemanlarinin momentleri toplaminin toplam

hacme boliinmesiyle elde edilir. Buna gore kati seklin kiitle merkezi koordinatlari (>_<, 0) olup

asagidaki gibi ifade edilir.

b J.xyzdx
;z—nyzdxz n
¢ ijdx

Benzer sekilde; x=g(y) egrisi, y-ekseni, y=a y=b dogrularn ile siirli bdlgenin y-ekseni
etrafinda donmesiyle olusan kati sekli gostermektedir.(Sekil.4.33) V hacim elemani ise dV
dairesel disklerinin hacimlerinin toplaminin bir limiti olup (*) ifadesinin her iki yaninin

integrali alinip y=a’dan y=b’ye kadar olusan hacim;

b b
Vy = n.[ x’ dy = nj [g(y)]2 dy olarak bulunur.
x=g(y)
dy
X
dv = n.x? dy

Sekil 4.33

x = g(y) egrisi, y-ekseni ile y = a ve y = b dogrulari ile sinirli alanin y-ekseni etrafinda
dondiiriilmesiyle olusan kati seklin kiitle merkezine ;/ diyelim. Bu kiitle merkezi x ekseni
etrafindaki hacim elemanlarinin momentleri toplaminin toplam hacme bdliinmesiyle elde

edilir. Buna gore kati seklin kiitle merkezi koordinatlar (}_f, 0) olup asagidaki gibi ifade edilir.

~ b J.yxz dy
y=v[yxldy="%
a sz dy
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Ornek.4.22:y = x> egrisi x = 1, x =2 ve y = 0 degerleri ile smirl bolgenin merkezini bulunuz.

Coziim.4.22:

32 1

(.5 5314 — 124
16 17515 75
4 4

Ornek.4.23: y = x> egrisiy =0, x =1, x =2 dogrulari ile sinirli bolgenin x — ekseni etrafinda

dondiiriilmesi ile olusan kat1 cismin kiitle merkezini bulunuz.

Coziim.4.23:
—=>y=x" y=0olur
b 2
nydx Ix.(x ) .dx
X = ab _ 12 :
. Iy .dx I(X ) .dx
2 a 1
6 2
2
X
[xax g 641
<=1 __h_6 6 :Q 5
2, 52 32 1 6 31
jx dx o X 5 35
1 5
1
- 315 S .
x:gzlﬂ ise agirlik merkezi (1,7, 0) olur.
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Ornek.4.24: y = x* egrisi x =0, y = 0, y = 3 dogrulari ile simrli bolgenin y ekseni etrafinda

dondiiriilmesiyle olusan kati seklin kiitle merkezini bulunuz.

Coziim.4.24:

]

112

Y=7% 3

Ix.dy Iy.dy

a 0

3 5 3 ’

[vay 3| 2o
§: 0 __lo__3

3 2P 9 0

J.y.dy y 27

0

0




4. Boliimle flgili Coziimlii Problemler
1) y=5x-x egrisi ile y=4 dogrusu arasinda kalan smirli bélgenin alanin1 bulunuz.

Coziim:

5x —x* =4
x> -5x+4=0
5 25
. (jj) x=1, x=4

] 4
m\mm A=[Ga -y
4

1
A= }[(SX—XZ)—4}1X
1

4
—— 5 , x° 9 5

A=(—x"—-——-4x| == br
1 2 3 4 5 (2 3 5

1

2) y=x’-4 egrisi ve x-ekseni ile smirli bolgenin alanini bulunuz.

Coziim:

xX*-4=0=>x,=-2, X,=2
2 2

A= [(ys—ydx= [lo-( - ahix
-2 -2

2
(-2,0) (2,09 2 3

A=[@4-x")dx=|4x-2- _32 e
5 3 3
- -2

n.4)

3) Birinci bélgede f(x)=4x-x" egrisi ve x-ekseni ile sinirli bdlgenin alanini bulunuz.

Coziim:
1,3 2
A= j(4x—x3)dx
0
2 2
20 20 A= j4xdx - Ix3dx
0 0
SR 4P
(13 A=4X— X = 4br?
2 0 0

113



4) X=2—y—y2

Coziim:

egrisi ve y-ekseni ile sinirli bolgenin alani nedir?

1 1
% A= [(x,=x)dy = [2-y-y* - 0)dy
-2 -2

B

5) y=x’-6x’

Coziim:

i

2 3! 9
Ay S Y
)

+8x egrisi ile x-ekseni arasinda kalan alan1 bulunuz.

x=0 icin y=0
y=0 igin X’ —6x+8x =0

X(x*-6x +8) =0=>x,=0, x,=2, x,=4

2 4
A =[x =6x+80)dx — [(x*—6x +8x)dx
0 2

A ﬁ_6x3+8x2 2_ ﬁ_6x3+8x2 !
4 3 2 o 4 3 2

2
A =8br?

6) x’=8y egrisi ve x-2y+8=0 dogrusuyla smirl bélgenin alanim bulunuz.

Coziim:

2
* x’ =8y:>y=X8:>X=2y—8:>y=X2+8

&9 x+8 x°

y=y =2 =2 5 ox?-8x-64=0
2 8

X, =4=x,=8

(-4.2) 8

=36br’
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7) y*=x+4 egrisi ile y-x+2=0 dogrusu arasindaki alan1 bulun.

Coziim: b
A=[(x; —x,)dy

z y=x+4=x=y’ -4
/7/ y—-x4+2=0=>x=y+2
V' —4=y+2=y’ —y-6=0=>y,=3 vey,=F2
3
%Z AZI[(Y+2)—(YZ—4)]dy
2
[ 125

2
y 2
A= +6-y)dy=" +6y—— =— br
f(y y*)dy 2 3 5

-2

-4

2
8)7 =x’ egrisinin x=1"den x=4’e kadar olan kismimin uzunlugunu bulunuz.

Coziim:

1+9x=u:>dx=d?u olur.

y2 =4X3 =>y= 2X3/2 = y’=d—y= 2.1X1/2 =3\/;
dx 2
4/ 1/2 12 3/2
= 1+(3\/_) dx-j\/1+9xdx— ju du—gg
0

1(373/2 _1)

4
= Zlaron)32 | -
27 0o 27

9) 9x’+16y°=144 egrisinin a)x-ekseni etrafinda b)y-ekseni etrafinda dénmesiyle olusan

cismin hacmini bulunuz.

Coziim:

9x°* +16y° =144
2 2
X'y

=1

I R
|

x=0 i¢in y=43

XZ
2=9/1-"

y=0 icin x=%4

115



4

=48n

0

b 4 2 3
2 X X
V ==xn dx =2n|9{1-— |[dx =187 x ——
oo s
b 3 2 3\
2 y y
V =xn|x dy=2n|16{1-=—|{dy=327n| y—| — || =64n
0

8
10) y = — egrisi x=1, x=8 dogrular1 ile sinirh blgenin x-ekseni etrafinda dénmesiyle olusan hacmini
X

bulunuz.

Coziim:

I
|
I 8
81 — : VXZFIyZdX
| 1

1T 8 8
| o R et 647[[— 1}
! X X

1

o

V =56

11) y=sinx egrisi x=0, x=n dogrular1 ile smirli bolgenin x-ekseni etrafinda
dondiiriilmesiyle olusan donel cismin hacmini bulunuz.

Coziim:

s

! ﬁ( W = n_([yzdx = Tc_[sin2 xdx = %}[(1 —cos 2x)dx
2

.y Y :E(x " —%Sian ! :%(n—O)z%bﬁ

T

I . EURE S 2

12)y=4- x?, y= x? egrileri x=0 ; x =2 dogrular ile sinirh alan1 bulunuz?

Coziim: Y, y=4-x> ve y=x" ise y=y
5 y=0:>x=$2:4-xzzx2
4 —>y=X
3 X=O:>y=4:4=2x2:>X2=2 X=$\/E
2 2
1 5 A= J(Y1 _Y2)1X
4>y=4-X 0

o
-

1752
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2

f ¥
A = ‘[4 x? —x hx:A 'f4 2x )1X 4x—§x Z:A 4[—#
0

0

[ —(4-x)hx = A, _j(zx —4)ix = (gx —ax[; = (?—8j [4‘/_ 4\/_J

V2
A=A +A, = [\/5 4*/_) [?—8—£ \/_J

13) y*=4x egrisi y=0 , x=0 , x=4 dogrulari ile simirl1 blgenin x-ekseni etrafinda donmesiyle

—_—

olusan donel yiizeyin alanin1 bulunuz?

Coziim:

y=2J/x isey =%3(y')2 -1 o,
X

X

x=4=>y=F4=x=0=>y=0

S= 2njy Jir(yF >s= 2nj2f \/:dx

4=8?“(5\/§—1)

0

f=)
—_t
ot
o

=
—

4
S= 47tj\/X+1dx =8?n((x+l)%
0

14) y= \/; egrisi y=0, x=1, x=4 dogrular ile sinirli bolgenin
a) A=?b) V,=? ¢) Vy =? d) Agirlik merkezi ?. e) Kiitle merkezi?

Coziim:
4 4
A A=[(y,-y,)dx bV, =xf(y,} -y Jdx
1 1
4 2 % 2 4 4
A=I&dx=§x =§(4\/Z—1) sznjyzdxznj.xdx
1 1 1
2
L, o)t
! 2 2
u x=1 x=
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4 4

b 5
©) vV, = ZTEI(X.Y)dX = 2nfx.y.dx = 2nIx.\/;.dx =§TC(XAJ = 12547t br’
a 1 1
d)
b
J.x.y.dx 124
a0 123 I (37 45
i q 1410 14 140" (140756 7 45
X e 2
ay 3 [140 56
b2 4
y X 2 '
J. 2 .dx J.?.dx X s
Y/: a = 1 :i:—4:£
b 14 14 14 56
Iydx 3 3 A
e)
b 4 3
J.xyz.dx J.XXdX X A
X: a = 1 = 4 :Q l:ﬁ [% 0)
N 15 14 11 15 15 45
[vae 55 u
126
X,y)=| —,0
(x3) (45 j
f:[-22[—>R
15) [ 2]2 fonksiyonu ile x-ekseni arasinda kalan alani bulalim.
f(x)=x"+2x-3
Coziim:
AY 2 1 2
/ A= 'Hf(x]dxz I—f(x)dx + jf(x)dx
’ h) ) 1
1 2
\ =j—(x2 +2x—3)dx+j(x2 +2x - 3)dx
-2 1
2 W\ R 3 3
-3 % 12 X =~£2+X2 —3XJ+();+XZ —3x)
fffff -3 7 34
,,,,,, =04+ _=""
4 303
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16) y = x* —4x+3ile y=—x" +4x—3 egrileri arasindaki alan1 bulunuz?
Coziim:

y=-x-4x-3i¢ci x=0=>y=3 y=0=>x=1 x=3
y=—x"+4x-3icci x=0=>y=-3 y=0=x=1 x=3

b

A=[(y,—w)dx aY

3
A= [l +4x-3)~(x* ~4x+3)}ix \

1

3 2 y=x"-4x+3
A= [l(—x*+4x-3- % +4x-3)}ix ’

1

3 o 1 3 X
A= j(—zx2 +8x—6)dx

1

2.5 40

Az—gx +4x° —-6x _7 TRy o+Ax-3

A=(—§.33 +4.3° —6.3)—(—%.13 +4.1-6.1)

A= §br2
3

1IN IR->IR; g:IR->1IR; f(x)=——; g(x)= X fonksiyonkri veriliyorf veg fonksiyonhrinin

x +1
gosterdigiegriler x =0 vex =2 dogrulariarasindakalanalanihesaplay?

Coziim :

A= j|f(x) —g(x)dx o

= [IF(0 - gojdx + J F(x) - g(x)ldx

f S S
> -x dx-
o\x +1 x+1 f(X)

=(2Arctanx—%x )— (2Arctanx—§X )
=27 L oarctan2+ 34271
4 3 3 4 3

:7:—%—2Arctan2

(=]
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f:lle] >R o .
18) f(x)=1 fonksiyonunun temsil ettigi egri parcasinin x-ekseni etrafinda
x)=Inx

dondiiriilmesiyle olusan donel ylizeyin hacmini bulalim.

Coziim :
€ €
V =njf?(x)dx = ] Ln*(x)dx olur.
1 1

Bu integrali kismi integral yontemiyle ¢ozelim.

u=In?x,dv=dx diyelim. 1 / \

du = 2.lln xdx v=x olur. :

V=II [xln2 x]l - 2j‘ln xdx /
1

XV

:H[e—2(xlnx—x)] /
=Il(e-2)

19)f:{0,?7n} —> IR f(x) =%+sinx

fonksiyonunun gosterdigi egrinin x-ekseni etrafinda dondiiriilmesiyle olusan donel yiizeyin

sinirladigi hacmi bulalim.

Coziim:

Tn/4 5 Tn/4 3 2 TR/4 9 l—COSZX
V=HJ. f x)dx =11 J. (—Jrsinxj dx =11 J. (—+3sinx+—jdx
o 5 \2 o \4 2
=11 2.7—n—3.£+l.7—n+1+3
4 4 2 22 4

=11 ﬂn—3£+£
16 2 4
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20) f (X) =+/1-x*> fonksiyonunun [—1 , 1] araligindaki parcasinin x-ekseni etrafinda

dondiirtilmesiyle olusan donel cismin yiizey alanini hesaplayiniz.
Coziim: y=+1-x> y*=1-x° x2+y?=1 y
vy =1-x" y, ===

() - -2x =X
4 ( ) 241-x2  A1-x2

s :2nj.ﬁ.\/l+((ﬁ)j2 dx

1 2 1
s=2m [ V1-x? 1+ —— dx =22 [1-x’ .‘/1 L ax
-1 -1 -X

1-x%"

1

s=2n[de=(on| =[0x(1)-(2n(-1)]= 4

-1 -1
ALISTIRMALAR

1. y=3x,y=15-3x dogrulari ile x — ekseni arasinda kalan alan nedir ?... ( 18.75)

2. y*=x3egrisi ile x = 4 dogrusu arasinda kalan alan nedir ?... ( 25.6)

3. y*=4xile x> = 4y egrileri arasinda kalan alan nedir ?... (16/3)

4. 10y =x>-80egrisiiley =0, x =1 ve x = 6 dogrular1 arasindaki alan nedir ?... (32.83)

5. y=x>+2egrisiiley=3,y=5, x =0 dogrular1 arasindaki alan nedir ?... (2.797)

6. y>’=16—xegrisiy =0, x =0 dogrular1 ile sinirli bolgenin alani nedir ?... (126/3)

7. x+ \/V =legrisi ile y =0, x = 0 dogrulan arasindaki alan nedir ?... (1/6 )

8. 4y?>=x3egrisi ile x = 8 dogrusu arasinda kalan alan nedir ?... (72.4)
9. Birinci bolgede y* = x® - 3x> +3x egrisi ile x = 1 dogrusu tarafindan sinirlanan bdlgenin

x — ekseni etrafinda donmesiyle olusan donel cismin hacmi nedir ?... (0.785)
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10.

y= %(eX +e)egrisix=0,y =0, x =1 dogrulari ile smirli bolgenin x — ekseni

etrafinda dénmesiyle olusan hacim nedir ?... (4.42)

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

122

y = x3 egrisi , x =0, y = 8 dogrulan ile sinirli bdlgenin y — ekseni etrafinda donmesiyle

olusan donel cismin hacmi nedir? ... (60.3)

9x2+16y* = 144 elipsoidinin y — ekseni etrafinda donmesiyle olusan donel cismin hacmi

nedir? ... (329)

2/3
(gj +(%) =1 egrisinin y-ekseni etrafinda donmesiyle olusan donel cismin hacmi
nedir?
y=c¢" egrisi,x=1,y=0,x =0 dogrulari ile sinirl1 bélgenin x = 1 dogrusu etrafinda

donmesiyle olusan donel cismin hacmi nedir? ... (4.51)

y =4x - x* egrisi , y = 3, x = 0 dogrular1 ile sinirhi bolgenin y = 3 dogrusu etrafinda

donmesiyle olusan donel cismin hacmi nedir? ... (3.35)

y> = 24 - 4x egrisi y=0 , x = 3 , x = 6 dogrular1 ile sinirlt bolgenin x- ekseni etrafinda

donmesiyle olusan donel yiizeyin yanal alani nedir? ... (58.6)

x?? + y*3 =1 egrisinin 1.bolgedeki kisminin x-ekseni etrafinda dénmesiyle olusan donel

ylizeyin yanal alani nedir?

y=4-x*egrisix=0,x=2,y=0 dogrulart ile sinirli bélgenin y-ekseni etrafinda

donmesiyle olusan donel yiizeyin yanal alani nedir? ... (36.2)

y =5x* egrisi x =2, x =4,y = 0 dogrulan ile sinirli bolgenin y-ekseni etrafinda

donmesiyle olusan donel yiizeyin yanal alani nedir? ... (1408)



5.BOLUM
5. HAS OLMAYAN iINTEGRALLER

Simdiye kadar integrali alinacak y=f(x) fonksiyonu a<x<b araligindaki her x i¢in

b
stirekli ve J. f(x)dx belirli integralinde limitler sinirh idi. Eger, bu sartlardan biri veya her

a
ikisi ile karsilasilmazsa yani integralin sinirlarindan biri veya her ikisi sonlu degilse, sonlu

iken bu noktada siirekli degilse,

integraline has olmayan integral denir. Boylece limitlerden biri veya her ikisi sonsuz veya
a < x < b aralifinda baz1 x noktalarinda integrand siireksiz ise bu integral has olmayan

integral kategorisine girer. Has olmayan integrallere birka¢ 6rnek verelim:

| x 2dx integrali has olmayan integraldir. Ciinkii, limitlerden biri siirsizdir.
1

202

jx—zdx integrali has olmayan integraldir. Ciinkii;
X [

0

2

f(x)= X 2 fonksiyonu x=2 noktasinda siireksizdir.

X —
J. integrali has olmayan integraldir. Ciinkii limitlerin her ikiside sonlu degildir.
VX —1

5.1 Sonsuz Limitler icin Has Olmayan Integraller:Eger limitlerden birisi veya her ikisi

birden sonlu degilse has olmayan integrallerin nasil olacagi asagidaki gibidir.

b

b
j f(x)dx = lim j £(X)dXerrnreenn. 3)

a—»—
—00

© b
j f(x)dx = lim j £(X)dXenrenn. (4)

—00
a—>—o0?
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Eger (2) esitliginin sag tarafindaki limit varsa ; _[ f(x)dx integraline yakinsak, aksi halde

wraksaktir denir.

Ornek.5.1: J. dx integrali yakinsakmidir.
X

Ciiziim.S.l:T _hm.[—_hm[lnx‘l—lnb Inl=o0
1

b b—w

integral mevcut degil. O halde, integrali raksaktir.

——38
= |5

Ornek.5.2: I ¢ “dx integrali yakinsakmidir.
0

o b
Coziim.5.2: z[e dx—gl_l)l;‘([e dx-gl_rgo( | —%E}Olo( b+e°)=gi_r)?o(—e_b+l)=l

integral mevcut. O halde, J’ e Y ax  Integrali yakinsaktir.
0

5.2. Siireksiz Integrand:integrand, f(x), yani integrali alinacak f(x) fonksiyonu limitlerin

b
birinde siireksiz ise integralin nasil alinacagini gorelim.Eger; I f (x )dx integrali b noktasi

a

hari¢ a < x <b araligindaki her noktada siirekli ise If (x)dx integrali;

a

J.f (x)dx = lim J.f (x)dx............. (5) seklinde tanimlanir.*

x—b g

Benzer sekilde integranda noktasinda siireksiz ise (1) integrali

_[f(X)dX = lim jf(X)dX seklinde tanimlanir.

x—at X

Eger; j f(x)dx integrali a <x <b araligindaki bir ¢ noktasinda siireksiz ise;

a

b c b
‘[f (x)dx = j f(x)dx + ‘[f (x)dx integralinin toplam olarak incelenir.
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* x = at+ ifadesi x’in a noktasina a’dan daha biiyiik degerlerle yaklasmasi anlamindadir.

x = b- ifadesi x’in b noktasina b’den daha kiiciik degerlerle yaklagsmasi anlamindadir.

9

- dx . .

Ornek.5.3: integrali yakinsakmidir?
J(; VX

Coziim.5.3: f(x) = % fonksiyonu x=0 noktasinda siireksizdir. Buna gore;
X

tdx
I = hm_[ = hm_[ 2dX— hm (2V |
o

x—>0+ x>0t

= lim (2\/5 2\/7)— lim (6 2\/7) - lim 2vx

x—0" x—0" x—0"

=6-0=6

9
olur. Bu nedenle; .[ integrali yakinsaktir.

dx
y VX

Ornek.5.4: J. 5 integrali yakinsakmidir?

+X

Coziim.5.4: Goriildiigii gibi integralimizin hem alt hemde iist limiti sonlu degildir.

Bu nedenle;
f = lim J > seklinde olur. Buradan;
1+X a——o%

b—w

T T W

j = lim arctanx | = lim (arctanb—arctana) = —+ — ==
a—=0 a—>—0 2 2

OO b—0 b—w

0

bulunur. O halde; j 5 integrali yakinsaktir.

1 + x

Has olmayan integrallerin diger detaylarina burada girmiyoruz.

1

- dx . .

Ornek.5.5: integrali yakinsakmidir?
!Vl—x

Coziim.5.5: f(x) = ] fonksiyonu x=0 noktasinda siireksizdir. Bu nedenle has olmayan
-X
1
. .. dx
integralimiz; 2041 = = hm —241-x+2=2
el [ i [ = i 20 = fm -2+

Buna gore, integralimiz limit mevcut oldugundan yakinsaktir.
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dx

NS

Coziim.5.6: f(x) = \/1—2 fonksiyonu —1 ve 1 noktalarnin her ikisinde siireksizdir.Buna
-X

1
Ornek.5.6: j integrali yakinsakmidir?
-1

gore;
1 b
dx li dx li (arcsin b
I > = lim I ~ = lim X ‘a
-1 1-x a—>—1" 4 1-x a—>—1"
bo+1" bo+1"

. . . T T

= lim (arcsinb—arcsina)=—+—=g
a—>—1" 2 2
b—+1"

1
bulunur. O halde; jd—xz integrali yakinsaktir.
X

MEVEE
ALISTIRMALAR

A) Asagidaki Integrallerin Yakinsak Olup Olmadigim inceleyiniz :

o0
2

1. J xe ™ .dx integrali yakinsakmudir.
% 1 . :

2, | =—7/—.dx integrali yakinsakmidir.
Jl. Ux + 1
T arctanx . :
j 5 .dx integrali yakinsakmudir.
0 X +1
1o : .

4. J 3 .dx integrali yakinsakmudir.
o (x-1)
1
21 . .

5. j 5 .dx integrali yakinsakmidir.
o X.In"x
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B) Asagidaki Has Olmayan Integrallerin Céziimiinii Bulunuz :

le—;{ C=05
1 X
T dx
. C=0,5
"2y
1
3 jex.dx C=e
T odx
. C=
! J5. x -1
T dx
C=
> 'Ller2 "
6.T dx n C=rx
0(X2+4)5
1
dx
C=2
7 £ 1-x
8 ljd—); C=
0 X
5
9 Itanx.dx C=
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6.BOLUM

6. SAYISAL INTEGRAL

Simdiye kadar inceledigimiz fonksiyonlarin integrali alinmakta ve bu integral bilinen
tekniklerden biri yardimiyla belirlenmekteydi. Bazen integrali alinacak fonksiyon denklem
formunda degil de basit bir grafik yardimiyla veya nokta ciftleri ile verilebilir. Iste bdyle

durumlarda yaklagik integral i¢in bir yontemi ihtiyacimiz vardir.

Biitiin bu yontemler temelde y=f(x) fonksiyonun egrisi x- ekseni ile verilen limitleri ile sinirl1 bir
bolgenin alani olarak yorumlanabilir. Bu nedenle bir egri altinda kalan alani bulmak igin
ortalama ordinat yontemi, yamuk yOntemi, Simpson yontemi ve parabolik alan yontemi olmak

tizere belli bagli dort yontem mevcuttur. Simdi sirastyla bu yontemleri inceleyelim.
6.1. Ortalama Ordinat Yontemi

Bu yontem daha 6nce gordiigiimiiz bir fonksiyonun ortalama degerinden yararlanilarak ortaya

cikmistir.[a,b]'de taniml1 y=f(x) fonksiyonun ortalama degeri;

b
seklinde idi. '[ f (X)dx integrali y=f(x) egrisi, x- ekseni x=a, x=b dogrulari ile sinirli b6lgenin

a
alanini ifade ettigine gore;

A=Y (b—a)....... (2)

formiilii ortalama ordinat yontemini veren formiildiir.

Ornek.6.1: (1, 3.51), (2, 423), (4, 6.29) , (5, 7.81) , (7, 7.96 ) , (7.5, 8.91) , (9, 9.25)

noktalarindan gegen egrinin altindaki alan1 bulunuz.

Coziim.6.1:
x‘ 1 2 4 5 7 7.5 9
y ‘ 3.51 4.23 6.29 7.81 7.96 891 9.25
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yedi ordinatin ortalamasi;

_3.51+4.23+6.25+7.81+7.96+8.91+9.25
7

Yort =6.85

olur. Buna gore, verilen noktalardan gecen egri ile sinirlt alan yaklasik olarak;
A=6.85(9—-1)=54.8 br? bulunur.
6.2. Yamuk Yontemi

(X0,Y0) 5 (X15¥1)5eeevvenns ,(Xn,yn) nokta ciftlerini asagidaki sekilde gosterildigi gibi birlestirelim ve bu
nokta ciftlerine sirastyla Py,Py,.....,P, diyelim. (Sekil.6.1)

P, P P
P P2 3 4 'n
P 1
a:xo b:Xrl
Sekil.6.1
Po,P1,e...., Py noktalarini birlestirdigimizde elde ettigimiz grafik y=f(x) fonksiyonu temsil etsin.
Py,Pi,.....,P, noktalarinda diisey dogrular ¢izerek y=f(x) fonksiyonu x- ekseni; x=a, x=b

dogrulari ile sinirli bolgeyi n tane dilime ayiralim. (Sekil.6.2)

Sekil.6.2
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Sekilde goriildiigii gibi bu dilimlere yaklasik olarak birer yamuk g6z ile bakilabilir.

L% =% )y, + o)

Buna gore;  1.amugun alani :E
2. yamugun alani = (Xz -%) (Y2 +Y1)
5 1
n. yamugunun alani ZE(Xn - X, )(yn + yn_l)

olarak bulunur. Bu yamuklarin alanlar1 toplami1 yaklasik olarak y=f(x) egrisi x=a,x=b dogrular1 ve

x- ekseni ile sinirli bolgenin alanini verir. Boylece;

1

A:jb‘ f(X)dX = 5[()(1 - Xo)(Y1 + y0)+(x2 =X )(yz + y1)+ --------- +(Xn —Xna )(Yn + Yoo )]

formiilii ardisik x; noktalar1 arasindaki uzaklik farkli iken yamuk kurali i¢in formiilii verir.
Ardisik x; noktalart arasindaki uzaklik esit olsun ve bunu Ax ile gosterelim.
AX=X; = Xog =Xy = X| = e = X — Xp_ olsun. Buna gore istenilen alan yamuk

kurali yardimiyla su sekilde bulunur. Sirasiyla her bir yamugun alani;

1. yamugun alani %Ax(y1 + yo)
5 1
2. yamugun alani EAX(y2 + yl)

3. yamugun alan %Ax(y3 + yz)

n. yamugun alani %Ax(yn + Y )iken bu alanlar toplamu;

b
1
A:If(x)dx;Ax 5(y0+yn)+yl+y2+y3+ ....... Y

olarak bulunur. Boylece esit aralikli nokta ciftleri i¢in yamuk kuraly;

b
A= [ f(0dx = Ax %(y0 +Y )+ Y, + Yy + Yy +ot Y, | olarak elde edilir.
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Ornek.6.2: Asagida verilen nokta ¢iftlerinden olusan fonksiyonun grafigi altindaki alan1 bulunuz.

X ‘ 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
y | 4 3 4 7 12 19 28 39 5 67 84
Co6ziim.6.2:

b
1
A:jf(x)d);;Ax[E(yo-i-yg)—i-y1 +Y, Y, Y, Y Y Y, +y8}

;Ax[%(4+84)+3+4+7+12+19+28+39+52+67} =275 br’

AX=X—-X,=1-0=1 olur.

2

10
Ornek.6.3: j(f—o + ZJdX integralini AX =1 alarak yamuk kurali ile yaklagik olarak belirleyiniz.
0

2
Coziim.6.3: y = i(—0+ 2 olduguna gore (x,y) degerlerini belirleyelim.

x‘o 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

y | 2 2.1 24 2.9 3.6 4.5 5.6 6.9 84 11.1 12

Toplami=47.5

O t——y 5
|><
+
[\®]

dx = I.B(Z +12)+ 47.5} =~ 54.5 iken

2 3
dx=| X v 2x [ =129 202 190 g,
30 kT3 3

S —y 3
|><
+
[\
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6.3. Dikdortgen Yontemi

(6.7 T 0. €1 '2) S ,(Xn,¥n) nokta ciftlerini birlestiren grafik y=f(x) fonksiyonun
grafigi olsun. Bu noktalara yine sirasiyla Py,P1,Pa,...,P, diyelim. (Sekil.6.3)

Pl’l
 y=f(x)

a=x, b=Xn
Sekil.6.3

Py,P1,P3,...,P, noktalarinda yine diisey dogrular ¢izelim ve bu dogrular x- eksenini sirasiyla

X0,X15X25000000Xn NOKtalarinda kessin. Yamuk yonteminde oldugu gibi seklimiz n tane dilimden
olusur. (Sekil.6.4)

Pn-l Pn
A ——r y=f(x)
1:‘2
P1
PO
Y Y1 Y2 ynl yn
a=x b=x_

Sekil.6.4

Bu dilimlerden her biri birer dikdortgen olarak g6z ontine alinirsa bu dikdortgensel dilimlerin

alanlar toplami1 yaklasik olarak y=f(x) egrisi x=a,x=b dogrular1 ve x- ekseni ile sinirli bolgenin

alanina esit olacaktir.
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Buna gore;

1. dikdortgenin alam = (X;-X0)-Yo

2. dikdortgenin alani = (X-X1).Y1

3. dikdortgenin alami = (X3-X,).y2
n-1. dikdortgenin alani = (Xp1-Xn-2)+¥n-2
n. dikdortgenin alam = (Xp=Xp.1)+Yn1

olarak elde edilir. Boylece toplam alan dikdortgen yontemi yardimiyla yaklasik olarak;
b
L L T A A o | — +(X, =%, Vot

seklinde bulunur. Ardisik x; noktalar1 arasindaki uzaklik;

AX=X, =Xy =Xy =X = eeeveiiieieeeeen, =X, —X

olacak sekilde esit ise istenilen alan;

6.4. Parabolik Alan Formiilii

Parabolik alan formiilii parabolik bir egri altinda kalan alan1 bulmamizi saglar. Bunun i¢in
y=ax2+bx+c fonksiyonu, x- ekseni x=a,x=b dogrular1 ile sinirli bdlgenin alanin1 bulmaya

calisalim. (Sekil.6.5)

y=ax’+bx+c

Sekil.6.5
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Bu alan1 asagidaki gibi y- eksenine esit uzaklikta olacak sekilde segelim ve alanimizi h

genisliginde iki dilime ayiralim. (Sekil.6.6)

Yo / 1 Y2
/] |

-h 0 h

Sekil.6.6

Bu dilimlerin -h,0,h noktalarindaki yiikseklikleri sirasiyla yg,y1 ve y2 olsun. Daha &nceden

bildigimiz gibi alan;
3 2

h h
A= Iydx= I(axz +bx+c)1x —{ax?+bx7+cx |Eh

-h -h

= %ah3 +2ch = %(221h2 + 60) .................... (*) olarak bulunur.y=ax*+bx+c fonksiyonunda

strastyla -h, 0 ve h degerlerini yani yy,y; ve y» yiiksekliklerini bulalim. Buradan;

Yy, = y(=h)=ah® —bh+c

y,=Yy(0)=c
y, = y(h)y=ah’>+bh+c

olarak bulunur. y, ve y, degerlerini toplarsak;
y, +Y, =2ah’ +2c¢ = 2ah” + 2y, olur. Buradan a degerini gekersek;

-2 : - . . ..
= W ve yine ayni esitlikten ¢=y, degeri bulunur. a ve c'nin bu degerlerini (*)

ifadesinde yerine yazarsak;

h 2 h 2 (Yo +Y2—2Y))
A=—ah“+60c)=— | 2h" 2=~V 16

h
Azg(YO +4y,+Y,)

olur. Boylece Simpson yontemini elde etmemizi saglayacak Parabolik alan formiilii elde edilir.
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Ornek.6.4: (1,2.05) ,(3,5.83) ve (5,17.9) noktalarindan gegen egri parabol seklinde ise bu

egri ile x- ekseni, x=1 ve x=5 dogrular1 arasinda kalan sinirli bélgenin alanini bulunuz?
Coziim.6.4: h=Ax=X—-X,=%X,—X, =3-1=5-3=2 olur.

y, =2.05,y,=5.83,y, =179 olduguna gore;

h
AEE(YO +4y1 + yz)

= %(2.05 +4.(5.83)+17.9)

A=28.8br?

6.5. Simpson Yontemi

Bir egri altinda kalan yaklasik alanin hesabi i¢in aldigimiz fonksiyonun egrisi bir parabol olsun.
(Sekil.6.7) Parabolik alan formiilii egri iizerindeki {ic nokta cifti belli iken yaklasik alani
veriyordu. Eger nokta cifti sayisi n ise yaklasik alan hesabi yine benzer mantikla gelistirilebilir.
Bunun i¢in farkli her {i¢ nokta ciftine Parabolik alan formiilii uygulanarak ardisik her iki dilimin

alan1 bulunabilir. Soyle ki;

Dilim numarasi Alan
. h
1. ve 2. dilim E(y0 +4y, +y2)
. h
3. ve 4. dilim E(y2 +4y + y4)
e h
5. ve 6. dilim g(y4 +4y, +y6)
o h
n-1. ve n. dilim E(y'” +4y.  +Y,)

olarak belirlenip alt alta toplanirsa; A = g(y0 +4y, +2y, +4y, + 2y, +........ +4y,.,+Y, )

seklinde Simpson yontemini olusturan formiil elde edilir.
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y=ax*+bx+c

Y| Yi| Y2 Yoaf Ya

Sekil.6.7

Simdiye kadar ele alinan tiim ydntemler icin nokta ciftlerine sahip oldugumuz sdyledik. Bunun
yerine bir denkleme sahip oldugumuzda verilen Ax degerine gore x'ler belirlenip f (xi)'lar buna
gore hesaplanarak (xi.f(x «)) (k=1,2......,n) nokta ciftleri bir tablo seklinde olusturulup hangi

yontemle ¢oziilecekse tablo ona gore kullanilir.

Ornek.6.5: Verilen tablodaki degerlerden gegen egrinin altindaki alan1 Simpson Kuralini

kullanarak yaklasik olarak bulunuz.

x‘o 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

y 402 523 5.66 6.05 5.81 5.62 5.53 5.71 6.32 7.55 8091

Co6ziim.6.5: h=x;-x;,=1 olduguna gore;

A= [Y0+4Y1+2Y2+4Y3+2Y4+4Y5+2Y6+4Y7+2Y8+Y9]

|= Wz

A

1N

{4.02 +4(5.23) + 2(5.66) + 4(6.05) + 2(5.81) + 4(5.62)}
3

+2(5.53) + 4(5.71) + 2(6.32) + 4(7.55) + 8.91
A =60,1br >

* Simpson yontemi Ingiliz matematik¢i Thomas Simpson (1710-1761)tarafindan gelistirilmistir.
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ALISTIRMALAR

Asagidaki problemleri istediginiz herhangi bir yontemi kullanarak ¢oziintiz.

3 1+2x 8 1
1)j - dx 3)j 4x3 +3 |dx
1X+X 1
IOdX T
2) [= 4) ['sin x dx
X
1 0
5)
X ‘ 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
y | 24 252 256 26 258 256 255 257 263 275 289
6)
X ‘ 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
y 1302 463 476 508 631 660 623 648 727 893 9.11
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10.

11.

12.

13.

14.

128

KAYNAKLAR

Paul Calter, Technical Mathematics with Calculus, 2nd. ed, Prentice - Hall, inc.,

Englewood Clifss, New Jersey, 1990.

Arthur D.Kramer, Fundamentals of Technical Mathematics with Calculus, 2nd ed.,
McGraw — Hill, Inc., USA, 1989.

M.Ureyen, S.Kogak, C.Tayfur, M.Gogiis, Matematik — II (Integral Hesap), Eskisehir,
1985.

Ugur Er , Coziimlii Integral Teknikleri, Eskisehir, 1988.

Richard S. Paul, M.Leoanard Shaevel, Essentials of Tecnichal Mathematics, Prentice —

Hall, Inc., Englewood Cliffs, NT, 3. rd ed., 1989.

Ross R.Middlemiss, Differantial and Integral calculus, Mc Graw — Hill, inc., New York,
London, 1946.

brahim Dogan, Genel Matematik, Istanbul, 1996.

F.Akbulut, Ali Caligkan, Matematik Analiz Alistirma ve Problemler Derlemesi
(ceviri), izmir, 1987.

John H.Mathews, Numerical Methods, Prentice — Hall, inc., Englewood Cliffs, NJ, 1987.
Hamdi Arikan, Matematik — II , I.T.U , Sakarya , 1990.

Liitfi Biran, Erol Yariz, Genel Matematik, Istanbul, 1982.

Ahmet Karedeniz, Yiiksek Matematik, Cilt — 1, Diferansiyel ve integral Hesap.1980

Ernest F. Haeussler, Jr., Richard s. Paul, Introductory Mathematical Analysis, Sixth
Editon, Prentice-Hall, Inc., NJ,1990.

Bernard Kolman, Charles G.Denlinger, Applied Calculus, HBJ, Inc., LA,1989.



Ek.1. Cozumli Ornekler

1)y== egrisiy=0,x=1, x =5 dogrulari ile sinirli bolgenin; a) A=? b) Vy=? c) Vy,=?
X

Cozim :
a) o

4 b 5 5 55
3 A= —-y,)dx=||—-0|dx = |—dx
2 fo -y =] 2 -0foc |2
»

1 2 3 4 8 1 5

=5[—dx =5(Inx| =5Lns
1 X 1
b)
b 50512 5
ﬂm VX=njy2dx=nj[5j dX=25n[X_2dx
\ a 1\X 1
5
I I O T — 250 —20n
X ! 5
b 5 5 5
c) Vy=2n.[xydx =2n.[x—dx=10n.|'dx
a 1 X 1
5
v, =10n(x1 =10n(5—1) = 40n

“-\-\_'_,-F‘
2-) x> =y egrsi,x =0,y =1, y =4 dogrulart ile smirh

bolgenin y- ekseni etrafinda donmesiyle olusan donel yiizeyin donel alani nedir?
Cozim :

b .
S =2nfxy1+(x)2dy idi.
a

i 3 x=\/7:>x’—dxz ! :>(x')2
y

1
T dy  2.fy 4y
1 s )
[ Jay+1
S:zH \/y 1+—dy:2H \/y dy
! 4y ! Jy

Vady+l=u=4dy+1=u’ 4 17 3

1 SZZHJ\/mdy:ZH: ju;udu:ﬂ %
:>dy=5ud.u 1 . 5
y=l=u =V5=y=2=u, =417 IH(W)
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3) y=3\/; egrisiy =0, x =

1, x =2 dogrulan ile sinirli bélgenin x- ekseni etrafinda

donmesiyle olusan donel yiizeyin yanal alan1 nedir ?

b
Gozim : S =2n{yy1+(y")*dx
a

3 9
:3 X = ':—:} '2:—
y = y 2x (y") 4

2 2
S=2nj3\/;,/l+idx=3nj'\/;
1 4X 1
2 \/ﬁ 1
S =3nj\/4x+9dx =3n Iu—u
1 J13 2

3 V17
:7(_ -
13

ise S = n(l7ﬁ—

V4x +9 ]
dx 2
Jx

Jdu

13413 ) olur.

NAX+9 =u  4X

:>x=1:>u=\/§ :>x=2:>u=\/ﬁ

2_
u 2 ? dx:%u.du

+9=u’=x=

_ 2_
4) jeLnX Ln(x Ddx:?

Co6zim :

_ 2_
jeLnX Ln(x l)dx:je N 1" gx | .

Ln( ) X.dx

X< -1

1.Yol: x*—1=u dersek ve x.dx = d7u olur. Boylece ;

J~ xdx 1 du an|u|+C=l|_n‘x2—l‘+c
2 2

x>—1 29 u
2.Yol :
X X A

B ise X=AX+1)+B(x-1

= = +
x> =1 (X=D(x+1) x-1

Xx=X(A+B)+(A-B) ye
—_—

1 0

i x.dx =lf dx +lj dx _
x2_1 2°x-1 2°x+1

X+1

A+B=1

. 1 -
A-B=o0 € A=B= 5 bulunur. Buna gore;

%L x=1]+= Ln\x+1\+c_—Ln‘ x2 1‘+c ayni sonug bulunur.
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5) | _dx _9
8—4sin X+ 7cos X

Cozim : tgizt dersek > = Arctgt ve x =2 Arctgt=dx= 2dt2 sinx:i2 ve
2 2 1+ I+t
-t .
cosX = e degerleri verilen integralde yerine yazilirsa;
+
2dt 2dt
J dx :J 1+t? :I 1+t? :I 2dt
8 —4sin X + 7 cos X 2t 1-t? T2 -8t+15 Jt*-8t+15
8§-4 ; 2 2
1+t 1+t 1+t
2 2 A B dt dt
t?—8t+15 (t-3)(t-5 (t-3) (t-95 t-3 “t-5
2=A(t-5+B(t-3)ise 2=t(A +B)+(-5A-3B) =Lnjt—5-Lnjt-3|+c
t— tgi—S
-5A-3B=2 ve A+B=0 ise A=-1,B=1 olur. =Lh——+C=1Ln +c
— X
tg—-3
g2

6-)y’= 3x%—2x +1 olan ve (-2, 3) 'deki egimi m = % olan egrinin denklemini bulunuz.

Cozim : '[y”dx =y'= J‘(3x2 — 2%+ 1)dx :%

—x*+X+c, =%:>(—2)3—(—2)2+(—2)+c1 =%:>c1 =%

y|= X3

59 1 1 1 59
dx =y = |BX° = x> +x+—)dx=y = —x*' ——x  +=x* + —=x+¢, =
[ydx=y={( L=y = XX e Toxee, =y

143

1, s 1, .5 1, ., 59
=) (2 + (22 + 22 (-2)+¢, =3=>c, =—
4( ) 3( ) 2( ) 4( )+¢, 2

. x* xP x? 59 143
Boylece; y:T—?'F?'FTX—? olur

7) J- ln(lnx) <=9
xInx
Gozim: In(Inx) =t
1

X gy —dt = -3 g = dx = xlnxdt

Inx xInx

j xInxdt = J.tdt = ﬁ +c= l [ln(lnx)]2 +c
xInx 2 2
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8) J.sinzxcossxdx =?
. . . . 2 2 2 . 2 . 2 2
Cozum: J.sm x(cos“x)”cosxdx = J‘sm x(1—sin"x)".cosxdx
sinx =u = cosxdx =du

:Juz(l—uz)zduzju2(1—2u2 +u)du

3 7 -3 -5 .
=I(u2—2u4+u6)du:u——gu5+u_+czsm X 2sin X sin7x
3 5 7 3 5 7
X
e dx
N~ =7
e —-e¢ —2
(;bz[]m e =u= exdx =du olur.
J‘ _J 1 _ 1 _A N B
w—u-2 uz—u—2 (u=-2)u+1) u-2 u+l

1=A(u+1)+Bu-2) = 1=(A+B)u+(A—2B):>A+B=0 ve A-2B=1

Buradan;Azl B=—1:> J © dX J.
3 3 u-—2 3 u+l
=—1n|u—2|——ln|u+1|+c=llne =2 +c
3 3 e +1
10)j —dx =2
41"
Cozim:e =u= u=2tan0
e dx =du= du=2secze.d6:> tan@z%:ﬂ%:Arctan%
5du du ZSec2 0.do ZSec2 0.do 28602 0.do
_J' =5J' 2:5J' . =5J' . :5J‘ .
4+u’ 4+u 4+4tan 0 4(1+tan 0) 4sec 0
=5jld6 =§9 =§Arctan3:§Arctane—+c
2 2 2 2 2 2
11) jcos?idx o
| sinx
e
- sinx sinx dt
Cozim:e =t=>cosxe dx=dt=>dx=————
sinx
COS X€
_Jcosx dtSirlx - dstirlx - dt =j(t_1/2.t_1)dt=j(t_3/2)dt=—i+c=—
Vi COS X€ Jte Vit Vi

133



sin(Inx)

12) | dx =?

C6zum : Inx =t:>§dx =dt = dx = xdt

Isin(lnx) dx :Isint xdt ==—cost+c=—coslnx +c
X X

13)[Xm ?

C(')Zl',]m Wl=-x —t:>1—X=t2 :>X=1—t2
2tdt dt a A

B

=2

IX\/I X_ J.(l 2) 1_t2:21t2_1_(t—1)+(t+1)

I1=A(t+)+B(t-1) t=1=1=2A= A:%
t=-1=21=-2B=>B=——

|t—

= 1n|t - 1| - 1n|t + 1| = 1n|

Pt

14)J. Arctgxdx = ?

Cozim :
Arctgx=u dx =du
dx [ Arctgxdx = x.Arctgx -| xdx
du = X=v gXax = x.Arctg 2
1+x 1+x
J-xdx 1 d_u
1+x° 27 u
=an|u|+c
2
l+x = 1 2
tX =u =—Ln‘1+x ‘+c
2xdx =du 2

J Arctgxdx = x.Arctgx — %Ln I+x
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Ek.2 Rasyonel Kesirleri Iceren Integral Ornekleri

1)j

X+X

x° x+1

- x-3 A B C
Coziim: ———=—

x (x+1) X
x—3=Ax(x +1)+B(x + 1)+ Cx
X—3=Ax_ +Ax+Bx+B+Cx’
A+C=0=> A+B=1= B=-3
Buradan A=4 ve C=-4 bulunur.Buna gore;

j);;?’zdx :4lnx+i—4ln|x+l|+c
X

=?

2) J- 3x” 4X+5dx
—4)(x -9
3x’ —4x+5 A B C D
(x=2)(x+2)(x-3)(x+3) x-2 x+2 x-3 x+3

3% —4x+5=A(X+2) (X —9)+B(x-2)(x_ =9)+C(x" —4)(x +3)+ D(x =3)(x_ —4)

x=2=9=-20A A_—%X 3=20= 30C:>C—§

x=—2=25=20B B:% x=—3:>44=—3OD:>D=_2—125

20 ¢ dx 5¢ dx 20 dx 15 dx

9X24x+23x322x+3
-20

Coziim :

1n|x 2| —1n|x+2| —1n|x 3|——1n|x+3|+c
4 22
3
3y~ +14dx=?
(x=1)
3
L. X +1 A B C D
Coziim : 4_x—1+ 5+ T+ :
(x-1) x-1 x-1 x-1

3 3 2
x +1=A(x-1) +B(x-1) +C(x-1)+D

3 3 2 2
X +1=Ax -3Ax +3Ax-A+Bx -2Bx+B+Cx-C+D

3 3 2
X +l=x A+x (-3A+B)+x(3A-2B+C)—-A +B-C+D ve buradan;

A=1,B=3,C=3,D=2 olur.

3
:J~x+1: dx1+3J~ dx2+3 dx 49 dx

4 _ 3 2
(x-1) X (x-1) (x—1) (x—1)
3

[~ S Y P A S S

x-1° =12y 3y

+C

135



4)'[ 3X 1 X =9
4x —2X
3x-1  3x-1 A B

Coziim : —; = =—+
4x —2x 2x(2x-1) 2x 2x-1

3x—1:A(2x—1)+B(2x)veburadan;x:%:B:%: x=0=>A=1

[Eedf

= —lnX +—1n|2x 1|+c

S)J‘.d—xz ?
sin X.cos X
2dt
2 2+t )
Coziim : I = j L+t =
sin X.cos X

2 2°
2t 1-t 1+t 2t(1—t)

2 2
1+t 1+t

2
2
:—(lz—t)=§+i+£:—1+t A =1)(t+1)+B.t(t+1) + Ct(t - 1)
t t—1 t+1

Wt -1
t=122B=-2=B=-1
t=-1=2C=-2=C=-1
t=0=>-A=-1=>A=1

X
tg —
dt dt
j _— | — 1nt—1n|t—1|—ln|t+l|+c=ln > +c=ln—2+c
t+1 3 2
t -1 tan — —1
2
4 1
X +
6)1=[——=2
X —X
? 1 2 1
Coziim :1= J X _+ dx:jxdx+4|‘x3*+dx
X — X X —X
2
x +1 A B C
=+
3 x x-1 x+1

X +1:A(X—l)(x+1)+Bx(X+1)+Cx(X—l)

x +1 dx dx dx
= _I i R J‘x—l+jx+1

2
=X7—lnx+ln(x—1)+ln(x+1)+c=x7+ln

(x—l)(x+1)+C
X
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x —1
7)I=I 5 4 3 2 dx=?
X —X —5X +x +8x+4
5 4 3 2 3 2
Cozimx —x —5x +x +8x+4=(x+1) (x-2)

X -1 A B C D E
=3 =—t—t——+——+

2 2 3 y-2
X —X —5X +x +8x+4 (x+1) (x+1)

x3 -1= A(x+1)2(x—2)2 +B(x+1)(x—2)2 +C(x—2)2 +D(x—2)(x+1)3 +E(x+1)3

x3 -1= A(x2 +2x+1)(x2 —4x+4)+B(x+1)(x2 —4x+4)+C(x2 —4x+4)

+D(x—2)(x3 +3x2 +3x+1)+E(x3 +3x2 +3x+1)

x3 1= x4(A+D)+x3(—2A+B+D+E)+X2(—3E—3B+C—3D+3E)+x(—4A—4B—5D+3E)

+(12A+4B+4C-2D+E)

x=—15-229C=Ca 2z O
9 27

x =2i¢in7 :27E:E:l
27

—3A-3B+C-3D+3E=0

2 21 15 .
-3A-3B——-3D+—=0=-3A-3B-3D= 15 )]
9 27 27
20 ..
—2A+B+D+E:1:>—2A+B+D:2—7(11)

—2A+B+D=§—2:>A+D=O:>A=—D

+3D—3B—3D=—E:> —SB=—E :>B=1—5=i
27 27 81 27
D:I—S:i:—2A+B—A:@:—3A:@—B:—3A:@—I—SSA:—ﬁ:—i
81 27 27 27 27 81 243 27
=id_x+ij dx iJ- dx +ijdx+ij dx
279 x+1 279 (x+1 277 (x+1)) 277 x-2 270 (x-2)?
5 5 1 3 1 5 2 1
=——1 |-=— = 4~ In|x-2|-—.——
27 nfx+ 27 (x+1)+27 (x+1)2+27 nfx -2 27 (X_2)+c
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Ek.3. Trigonometrik fonksiyonlari iceren veya gerektiren integral érnekleri

1)_[ dx ' _ 9
2(1+ cos x)+ sin x
2
. X 24t . 2t 1-t
Cozim :tg —=t= dx = - sin x = > €OS X = 5
2 1+t 1+t 1+t
2dt 2dt 2dt
2 2 2
:J‘ 1+t _ 1+t :J' 1+t
2 2 2
-t 2t T+t +1-t 2t 42t
211+ St 5 2. 5 + 5 L4t
I+t 1+t 1+t I+t
:I 2dt =I 2dt =I dt zln(2+t)+c=ln2+tg£+c
4+ 2t 2(2+1t) 2+t 2
be
) [—% 9
0 1+sin X 4+ cos x
C}szm:tg£=t:> X =2Arctant = dx =2 dtz
2 1+t
2
. -t
sinx == = COSX = 5
1+t 1+t
2dt 2dt
I 2 2
f dx :I 1+t _ 1+t
. 2 2 2
p 1+sinx +cosx 2t 1t 1+t +2t+1-t
1+ 2+ 2 2
I+t 1+t 1+t
%y 2 14t dt
I . X :I - t d :j—:1n|t+1|:1ntg§+1+c
o 1+sinXx +cosx 14t 2t+2 t+1 2
U T
J‘_d—lentg§+l=lntgé+1—lntg9+1
o 1+sinXx +cosx 2 2 2
1
=In tgz+1—1n|tg0+l|:1n|2|—1n|1|:1n2—0:1n2
—dx
) I=|——m—=7?
) J.8(cos X +1)
- 2dt —2dt

d 2 2
Gozim : [ —— X j[“g = 1+t

8(cos x +1) 7 (| 1+t )
8 . gl -~ Lo
1+t 1+t

—2dt 1 -1 -1, x
j =——Idt=—t+c=—tg—+c
8.2 8 8 8 ~ 2
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z.dx
4)j X =9
©-x"

C6zum :x =3sin@ = dx = 3co0s0.dO

2 . 2
/(9 ~ xz)  3eos0 s J~ X / J‘9Sll’1 0.3c0s0.dO

9 - Xz) 27.cos 0
j&de = [tan"0.d0 = [ (sec "0~ 1)d0 = ['sec 0.0 — [ do
cos O
X

X
= —— — Arctan §+c

2
VI —-x

4

5)[Tan x.d.x integralini hesaplaymz.
2
C6zUm :u=Tanx = du =sec x.dx olur.
4 2 2 2 2

|Tan x.dx =[Tan x.Tan x.dx =[Tan x(sec x —1)dx

2 2 2 2 2 2
=[Tan x.sec x.dx —[Tan x.dx=[Tan x.sec x.dx —[(sec x —1)dx

2 2 2 2
=[Tan x.sec xdx —[sec x.dx+[dx=[u .du—[du+[dx

1 3 1.3
gu —u+x+c—§Tan x—Tanx +x +¢
7 1
6)1:[1 dx=?
iyl —cosx
) B 2
Cozun1—yol:t= tan™ dersek=>dx = —dt=cosx=
2 1+t 1+t
x—Bi(;in:V[—‘[anE—i 2
V3 1 g 1
1+ d 1,
1= | —d j—zz—- L =—1+43
R igin=>t=tans =1 S5l - 1o 098
X =—i¢in=>t=tan—= -
2 4 1+t2 &

.2X . 2X
2—yol:cosx=1-2sin 5 =1—-cosx=2sin 5 olur.

72 %
1= dx =—cotan— | :—1+\/§
%2sin2% il
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Ul &

2(1+ cosx)+sinx

2
e X dx — 2t . 2t 1t
Qozum.tga—tz X=——-7> sinx= S COSX = 5

1+t 1+t 1+t
2dt 2dt 2dt

2 2 2
_ I+t _J‘ 1+t _[1+t
442t

2

2 - 2 2
1-t 2t 1+t +1-—t 2t
+ 5 2] > + 5 141
1+t 1+t 1+t 1+t
_J‘ 2dt J' 2dt J'
4+2t “2Q2+t) Y2+t

201+

=In(2+t)+c=In +C

X
2+tg—
gz

J‘xz.\/xz +9 )

2
Cozum : x =3tg9:>dx =3sec 0.dO

:j 3sec 0.d.0 3sec 0.d.0 3sec 0.d.0 3sec 0.d.0

(3tgh) \/(3tg9) +9 9tg 6\/9tg 0+9 9tg 9\/9(tg 0+1) 9tg 0.35ec0

40— lj cos0.d.0
9

_JsecedG 1 1 cosG

2
Otg 0 97 cosd’ sin 0 sin 0

sin =u co0s0.d6=du

*2 1 1 1 1 X +9
—|— —J- +c=——+Cc=———+Cc=——+C=— +c
9u 9u 9.sin0 9.sin0 9x

X:3tg93tg9=§:>Sin9=L:>9=Arctg§+c

sz +9
dx

9)1=j =9

6+4cosx +4sinx

2

2dt 2 -t
2:>SlIlX— 2:) COSX = 5

1+t 1+t 1+t

2dt 2dt
2 2

I X
C6zim :tan5=t:> dx =

I:J‘ dx _ 1+t _ 1+t _ 2dt

; 2 2 2 2
6+4cosx +4sin x 6, A=) 420 T 6461 +4-4t +8 20 +8+10

2 2 2
1+t 1+t 1+t

=I 22dt =I ; dt =J' dtz =Arctg(tg)2(+2]+c
2(t +4t+5)  (t +4t+4+1) (t+2) +1
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10) 1_j \/1_7

Cozim : x =sin O = dx =cos 6.d.6

_[ cos 0.d.0 j cos 0.d0 _I do
2 N 2
sin 9\/1—s1n 0 sin 0.cos 6 sin 0
2
cos 0 1-x
=—cotan® +c=—— +c=———+c¢
sin 0 X
1
X
0
[1_ 2
11)I:J‘ 2x+5
V4x +8x+9
Cozim : I_—j 8x +38 dx +3j 2dx
V4x +8x +9 V4x +8x+9

2
4x +8x+9=u:(8x+8)dx—du

j@mm j T O TR

J _1 dx _lj dx
[, 2 2 2 2 2
4x +8x+9 | x +2x+% 1/(x+1) +%

Vax* +8x +9

2(x+1)

NG
X +1 :gtanez dx :?nge.d.e
J5 J§

| . 5 -Sec 0.d.0 N2 sec” 0.d.0
1j-2 =
2 \/5 9_,_* ‘/_/sece
4
1 |\/4x2+8x+9 2x+1)
+ +c

=—In

2‘ J5 \/5‘

secede —Eln|sece+tan6|+c
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12)j - dx =1

3'(x -6x+5)

2 2 2
Cozim :x —6x+5:x -6x+9-9+5=(x-3) -4
.? dx _[ dx _I du
2 B 3 ) 3
3 (x —6x+5)2 3(x=3) -4 wo—ay”
X—-3=u=>dx =du =>u=asec = x—-3=2sec 6

du =asec O.tan 0.d0 = dx = 2sec 6tan 6.d.6
6

I dx J- 2sec Otan 6.d.0 2sec O.tan 0.d0O
3 2 3 2 V 2 34
(x=3) —4) (4sec 0-4) (4(sec 6 -1))
_J~2sec 0.tan 6.d.0 _LJ‘SGC 0.tan 6.d.0 __Isecede

B 2 3
(4tan  0) tan 6 tan 0O

2
1 1 0 1 0.d6 1 ¢d 1 -2
=y 0= [ [ G

sin 0 sin 0 o
sin 0 =t = cos 0.d0 = dt &
3 RY, ’ 6 5 N;
x—3=2sec9:>X;zsecezsinezu >
2 Xx—3 x-3
IS DS U WP B B
4t 4 sin 0 4 /2
X —6x+5
6
J dx | r (x —=3) _ 3
2 | 4 [ VN
3(x=3) -4) X —6x+5 Vs
dx
13 =9
) I3—500sx
2dt 2dt
2 2
- . 1+t _ 1+t o2t dt
cozim -+ | 7y ! 2 il e il
1-t 3+3t -5+ 5t 8t -2 44 -1
3-5
2 2
1+t 1+t
! = A + B = 1=A2t +1) + B2t —-1)
2 2t =1 2t +1
4 -1
t:—l—:>1=—2B:>B=—1—Ve tzl—:>1:2A:>A:—
2 2 2
X
1. dt 1 |2t -1 P [Pe 5l
= j —[———=—In +c=—Inl———+¢c
2 2t—1 272t +1 4 2t +1 4 2 X
tg ?+1

2t +1=u= 2dt :du:dt:dzl

142



Ek.4.Diferansiyel Hesap, integral, Cebir, Diferansiyel Denklemler, Geometri,
Trigonometri, Olasilik ve Istatistik alanlarinda kullanilan temel ézellikler, bagintilar ve

formiiller.

Kitabimiza ek olarak hazirlanan bu boliimde, gerek kitapta yer alan konular ve gerekse
diger bilim dallarinda yer alan belli bash tanimlar, 6zellikler, 6zet bilgiler ve formiiller
verilmistir. Bu ek boliimde Analiz, Cebir, Geometri, Diferansiyel, Integral, Diferansiyel
Denklemler, Analitik Geometri, Trigonometri, Logaritma, Fonksiyonlar ve benzeri Matematik
dallarindaki temel tanimlar, 6zellikler, 6zet bilgiler ve formiillerin yani sira Miihendisligin
her bransinda kullamlan temel bilgiler, Olasilik ve Istatistik dallarma ait 546 adet

tanim,0zellik,6zet bilgi ve formiilden olusmustur.

Toplama _
5 1 Degisme a+b=b+a
g S o9 131M¢
s 2 Ozelligi Carpma a.b=b.a
=
7 Toplama _ _
= 3 Birlesme a+(b+c)=(@+b)y+c=(@+c)+b
2| 4 | Ozelliai a.(b.) = (a.b).c =( a.c).b = a.b.c
o0
w 2 Carpma
o Dagilma -
5 dzelligi a.(b +c) =a.b + a.c
6 Toplama a+(-b)=a-(+b)=a-b
ve
-
njt 7 Cikarma a+(+b)=a-(-b)=a+b
-
§ 8 (+a).(+b)=(-a)(-b)=a.b
3 Carpma
= 9 (+a).(-b)=(-a).(+b)=-(+a).(+b)=-ab
wl
5 +a -—a —-a +a a
-(la‘ 10 727:—7:—7:5
Bolme A + =
11 fra_-a__-~-a__ @8
-b +b -b b
12 Miktar = Temel x Oran
. . Yeni Deger - Esas Deger
13 Yiizde Degisim = - % %100
o Esas Deger
J S\ . -~ g ~
E 14 Yiizde Hata = Olgiilen D.e.ger— BllmenDeger>< 9100
z BilinenDeger
N A'nin Mikt
a 15 A'nin Yiizde karlslmlzux%loo
KarisimMiktari
. 1k1
16 Yiizde Etki = <K% 04100
Giris
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17 En biiyiik n bit ikili say1 n g
0+0=0
0+1=1
18 Toplama 140=1
1 + 1 = 0 eldeli toplama
(-4
g 0-0=0
i~ 0-1=1 eldeli gikarma
;t, 19 1-0=1
g Gikarma 1-1=0
ey
X
vy
20 A-B=A+(-B)
0x0=0
0x1=0
21 Carpma 1x0=0
1x1=1
0 + 0 tanimsiz
" 1+ 0 tanimsiz
22 Boélme 0-1=0
1+1=1
23 (Zn —lj—
n bit x sayisinin
24 birinci tersi Bir sayinin birinci tersi 1’ lerin 0, 0’ larin 1 yapiimasiyla elde
(-4 edilir.
< Ters alma
S| 25 (EH —x)
S n bit x sayisinin
2| 26 ikinci tersi Bir sayinin ikini tersi, birinci tersinin alinip bulunan sayiya 1
g ilave edilmesiyle elde edilir
27 Negatif ikili sayilar Eder M pozitif ikili bir say ise =M, M sayisinin ikinci tersidir.
28 Tanim al —aaa....a n adet a arpimi
29 Carpim (Xa)_(xb) _xath
a
30 Boime XT —x2~b
X
31 Kuvvet (Xa)b — xab _ (Xb)"1
US Alma . n n n
E 32 Kurallar Carpimin kuvveti (xy) =x".y
al X n -
= 33 Bolimiin kuvveti (fJ =X
y yn
34 0. s xY 21
_a 1
35 Negatif s X =T
X
36 al/m /g
Kesirli uisler
37 aP/d :%/ap —Ja)P
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38 Carpimin koki Vab = %/;%
-4
= Kok I a Aa
¥| 39 kurallar Bolimin koki n— =
) b_3b
40 Kuvvetin kokii Rad = (% )4
41 iki kare farki a’—b’=(a—b)a+b)
o iki P~ 3 3 _ 2 2
< 42 | | ocmiter | 1K kip toplami a’+b’ =(a+b)a”—ab+b")
= .
| 43 iki kiip farki a’—b’ =(a—b)@a> +ab+b?)
[
S a4 Garpanlara ayirma | Eger b* —4ac tam kare ise ax” +bx + ¢ carpanlarina
S testi ayrilabilir
(-4
<| 45 Eger a=1 x*+(a+b)x+ab=(x+a)x+b)
& | ae |Us terimliler| Genel ikinci derece acx’ + (ad + be)x + bd = (ax + b)(cx + d)
st: Ug terimli
o 2 2 2
o | 47 Tam kare iic a+2ab+b” =(a+b)
N terimlile
0| 48 erimiter a’ —2ab+b’ =(a—b)?
49 | Gruplayarak carpanlarina ayirma ac+ad+bc+bd=(a+b)(c+d)
. ad a
50 | Sadelestirme — ==
bd b
51 ¢ a ¢ ac
arpma 2=
Y b d bd
E . a ¢ ad ad
W | 52 Bolme —t—=——=—
o b d b c be
x a ¢ azxc
53 Ayni paydalar —*T—=
Toplama ve b b b
ctkarma a ¢ ad bc adzxbc
54 Farkli Paydalar Sy a7
b d bd bd bd
55 icler carpimi diglar carpimina esittir ad =bc
56 Dislar kendi arasinda yer degistirebilir d:b=c:a
a:b=c:d
E 57 | orantisinda Icler kendi arasinda yer degistirebilir a:c=b:d
g 58 Icler ile dislar yer degistirebilir b:a=d:c
Oranti a:b=b:c
59 | Orta orantil
Geometrik ortalama b =++ac
60 Dogru yax yada y=kx
=
=]
ur k= Oranti 1 k
61 Ters y o — yada = =
’Clé katsayisi X y X
62 Bilesik y a x.w yaday = k.x.w
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burada
ax+by=c b,c, —b,c a,c, —a,c
63 1 1 1 X = 2%1 1-2 Vey: 1-2 2%1 albz_azblio
a,x+b,y=c, a,b, —a,b, a,b, —a,b,
) _ bycsky +bic,k; +byek, —byciky —byey k, —bicsk,
Cebirsel X = b b b b b b
Coziim ax+by+ez=k a,0,C3 +a30,C, +a,b;¢, —a;0,¢, —a,0,¢, —a,b,C4
! ! ! ! a,ck, +asc,k, +a,ck, —asck, —a,c,k; —a,cik,
64 a,x+b,y+c,z=k,| y=
ax+byyte,z =k, a,b,c; +a,b,c, +a,b,c, —a,b,c, —a,b,c, —a,b,c,
e a,b,k, +a,bk, +a,bk, —a,b,k, —a,bk, —a,bk,
a,b,c, +asbc, +a,b,c, —a,b,c, —a,bye, —a,bc,
ikinci a, b _
65 Derece = @b, —ashy
a, b,
al bl Cl
66 Uctlincii 0 b e =a,b,c, +a,b,c, +a,b,c, —
= 2 2 2
,% derece b (a;b,c, +a,byc, +a,bcy)
— a a,; by G
§ % Determinantta b elemaninin isaretli mindri
= g a b c i
P p—
@ 67 g d e f| ise - .
2 3 , g 1
Z = g h i
o @ Minorler | — : — _
§ Bir determinantin degerinin bulmak igin;
w 1. Herhangi bir satir veya situn segilip isaretli minéri
2 68 hesaplanir..
w 2. Bu satir veya sutundaki her bir eleman ile o elemanin
% = isaretli min6rd carpilir.
3 = 3. Bu carpimlar toplanarak determinantin dederi bulunur.
c
(]
£ Herhangi bir dediskenin ¢6zimui, paydasi katsayilar determinanti, payi ise
69 E o degiskenin bulundugu siituna sabitler vektorii konularak elde edilen
..3 determinantin hesaplanmasi ile edilen kesrin dederidir.
(]
¢, b a ¢
Cz b2 a C
70 5 X = ve g _2 G
X a, b a b
= Q
S o a, b, a, b,
< =
@
IS
©
O k, b, ¢ a, k¢ a, bk
c k, b, ¢, a, k, ¢ a, b, k,
2 x—k3 by, ¢, Ve a, ky c Z_a3 b, k,
71 S - - -
g A A A
= a; b ¢ 0
Burada ; A=la, b, c,|*
a} b3 C3
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Bir satirin ( veya siitun) biitlin elemanlari 0 ise determinant

bir matrisin carpimi

72 Sifir satir veya siitun degeri 0’ dir
o 73 E?'t satirlar veya Eder iki satir (veya sltun) esitse determinant degeri 0’ dir.
& sttunlar
i - Ec = - -
o = . ger temel kdsegen altindaki elemanlarin hepsi sifirsa
= 74 ﬁ Temel k_o egen determinantin dederi kdsegen (zerindeki elemanlarin
w = altindaki sifirlar .
'I;) 3 garpimina esittir.
T N Satirlar ile o . .
(2 7 :0 - Eger satirlarla sttunlar (veya situnlarla satirlar) yer
s 5 c stitunlarin yer NI : o
= c o . degistirirsek determinantin degeri degismez.
w 2 degistirmesi
X .
Z ,E S?tlrlar veya Iki satir (veya siitun) aralarinda yer degistirilirse
w 76 sutunlarin yer . - AR
a E o : determinantin isareti degisir.
o 5 degistirmesi
w ° : . Bir determinantin bir sabitle garpimi o determinantin bitin
w 77 a Bir sabit ile garpim -
z elemanlarinin o sayiyla garpimi demektir.
-l Bir satir veya . . .
situnun bir katinin Bir satir (veya siitunun) elemanlar bir carpanla garpilir ve
78 ditierine ilave diger satir veya siitunun ayni konumdaki elemanlarina ilave
9 - edilirse determinantin dederi degismez.
edilmesi
79 Degisme ozelligi A+B=B+A
]
80 E Birlesme Gzelligi A+(B+C)=(A+B)+C=(A+C)+B
o
L a b w X a+w b+x
81 Toplama ve Cikarma + =
c d) \y z) \c+y d+z
82 Carpilabilir Matrisler A ve B iki matris oISL_Jn_. _AB garpim matrisi _aqcak A matrisinin
siitun sayisi B matrisinin satir sayisina esit iken tanimlanir.
. - AB = BA
83 Degisme Ozelligi Matris carpiminda degdisme 6zelligi yoktur
84 Birlesme Ozelligi A(BC) = (AB)C = ABC
85 Dagilma Ozelligi A(B+C) = AB + AC
§ 86 Garpimin boyutu (m x p)(p x n)=(m x n)
0
E 87 Bir matrisin ve bir W b _(ka kb
E skalerin carpimi c d ke kd
(]
1X2)2X1 1X1
E. Bir stitun vektori ve ( X ) ( )
88 & bir satir vektdriinin (a b) i — (ax + by)
skaler carpimi y
Bir satir vektori ve @X1)(1X2) (2X2)
bir siitun
ax a
89 vektorinin tensor (%)(X y) = (b byj
carpimi X y
(1X2) (2X3) (1X3)
20 Bir satir vektori ve u v w
bir matrisin garpimi (a b = (au +bx av+by aw+ bz)
X y z
(2X2)(2X1) (2X1)
o1 Bir stitun vektori ve

Y NEN
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2X2)

u X
92 iki matrisin carpmi | (@ P € v oyl= au+bv+cew ax+by+cz
d e f dut+ev+fw dx+ey+1z
W Z
Bir matrisin tersi ile A_p-1p_
93 carpimi AA " =A"A=1
Bir matrisin birim _TA_
94 matris ile carpimi AI=IA=A
Bir denklem
95 sistemin matris AX=B
£ formu
E 1. Herhangi satirlarin degisimi
2. . - 2. 0 olmayan bir sabit ile bu satirlari carpma
96 £ Bir matrisin . . oy -
e 9 3. Bir satirin sabit carpiminin diger satira ilave
° :g edilmesi
N
E :° —3 iki >1 i
97 ov Birim matris metodu AX B formunun h9r.'.k' ta':aﬁ A - .||e garpllgrak X
= bilinmeyenler vektorii asagidaki gibi elde edilir.
o
8 Ters matris
98 yontemiyle denklem X=A1B
sistemi ¢dzimu
99 Genel form axz +bx+c=0
100 | Kuadratik _ —b*+b’—4ac
form X = 5
a
Edier a.b ve ¢ reel Eger b”-4ac > 0 gergel iki farkl kok varsa
101 | Diskriminant 9 sé | ise Eder b?-4ac =0 Iki esit kok varsa
Y Eder b?—4ac <0 Gercel olmayan kokler
102 | M- derece a,x"+ax"" +..+a,_x+a
polinom n-1 n
Carpan Eder f(x)=0 denkleminin koki r ise x-r f(x) polinomunun bir
103 pan carpanidir; tersine x-r f(x) polinomunun bir garpani ise r, f(x)=0
teoremi s
denkleminin bir kékudur.
o 104 Kesisen iki dogrunun ters agilar esittir.
E®
U —
-g ,E 105 Eder iki paralel dogruyu Gglincii bir dogru keserse olusan yéndes ve ig ters acilar esittir.
X g
106 Eder iki dogru birgok paralel dogruyla kesilirse karsilikli dogru pargalari orantilidir.
a
107 a D Kare Alan=a’
b
108 I ’ Dikdértgen Alan =ab
§ 7]
‘uz; 109 a Paralelkenar Alan=b.h
b
¥
o a Eskenar —
o | 110 Dértgen Alan=ah
2 a+b)h
111 N | ek Alan = 22D
112 (:} N Cokgen AcilarToplame (n-2).180
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113 Cevre=2nr=nd
5
d’
114 V Alan = nr2 ==
S
x | 115 Merkez ag¢10(radyan ) = —
. rs r0
o | 116 Kesit alani = — = —
w p - 2 2
e |117 1 domiis =27 radyan=360 1 =60dak. 1min = 60s
hei
<
a 118 Bir dik Giggende
A
11 a AP tedeti OA ikti
9 , , B Bir cemberin tegeti OA yarigapina diktir
120 =\ ] tegetleri Teget AP = Teget BP
_ 8 OP APB agisini ortalar
Vi N Kesi
esisen _
121 ‘B e ab=cd
122 I~I hacim = a’
"' a Kip
123 Yiizey Alam = 6a’
124 N o Hacim = /.w.h
Dikddrtgen
125 g prizma YiizeyAlane=2(¢h+(w+hw)
Herhangi bir
126 silindir veya Hacim = (taban alani).(ytkseklik)
prizma
127 Dik S"'T‘d'r Yanal alan = (Taban cevresi).(ylkseklik)
veya prizma
. 4
128 Hacim = —.7r’
Kire 3
129 Yiizey Alam = 4.1’
Herhangi koni S . .
130 55 - veya silindir Hacim=(1/3).(taban alani).(ylkseklik)
e !,'r f i% Dik dairesel
131 o * kgﬁ'zsgﬁa Yanal Alan=(1/2).(Taban gevresi) X (yan yiikseklik)
piramit
Herhangi koni h
132 veya diizgiin Hacim =—(A4,+ 4, +J4,4,)
s piramit 3
f u‘:f:"_}_ Dik dairesel
3 g koni veya _S - _s
133 :I,,'f Vi diizgin Yanal alan= 5 (taban gevrelerinin toplami)= 5 (PR +P)
™7 Kesik Ko piramit
134 Kati benzer sekiller veya diizlemin karsilikli boyutlari orantilidir.
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Benzer diizlem veya kati sekillerin alanlari, herhangi iki karsilikli boyutun

135 oraninin karesi ile orantilidir.
Benzer kati sekillerin hacimleri herhangi iki karsilikli boyutun oraninin kiipi
136 ile orantihidir.
1
137 Areas Alan = E.b.h
Hero Formdili:
138 b Alan=./s(s—a)(s—b)(s—c) burada s = %(g +b+c)
ic acilar _ o
139 toplami A+B+C =180
140 Sintis .a _ .b _ .C
teoremi sin 4 sin B  sin C
Kosini a’=b’>+c>—2bc. cosA
141 t;;:g;si b’ =a’+c>—2ac. cosB
c>=b*>+b>-2ab. cosC
142 D15 Ag 0=A4+B
143 | Eger bir liggenin iki agisi diger bir liggenin iki agisina esitse,bu iki iggen benzerdir.
144 | Benzer lggenlerin karsilikli kenarlari orantilidir.
145 ﬂ b Pisagor teoremi A +br=c2
Kars1 Dik Kenar
146 Sinis sin 6 = PAR > ; "
_ r Hipoteniis
Trigonometric -
Ratios x  Komsu Dik Kenar
147 Kosinlis cosh=—= - -
: r Hipoteniis
148 Tarvant tan § = y _ Karst Dik Kenar
anjan an x  Komsu Dik Kenar
149 Kotaniant o= x _ Komgu Dik Kenar
otanjan c° y Kars1 Dik Kenar
150 Sekant sechot Hipoteniis
ekan =—= :
x  KomguDik Kenar
151 Cosekant 0 r Hipotentis
osekan cscl=—=——"""""
y  Kars1 Dik Kenar
. 1
152 Ters Bagintilar (a)sinf =—— (b) cos@ = (3) tand =
cscl secd cotd
Bir dik tiggende hipoteniise ait yiiksekligin olusturdugu iki tiggenden her biri
153 ﬁl digerine ve ilk dik ticgene benzerdir.
8 (a)sin A =cosB (d)cotA=tanB
154 ) A: Es fonksiyonlar | (b)cos A =sin B (e)sec A =cscB
Ave Buiimler agilar (¢)tan 4 = cot B (f)cscA=secB
155 Karsilikli birer kenarlari ve ikiser agilari ayni olan icgenler estir. (A.K.A) (A.A.K)
fe o : .. | Karsilkl ikiser kenarlari ile bu kenarlar arasindaki agilari ayni olan tiggenler
1k I
156 HUCgenin &IG1 - estir. (K.AK)
157 Karsilikli kenarlari ayni olan tGggenler estir. (K.K.K)
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158

x=rcosfd

Kartezyen
159 Form y=rsind
160 r=4x>+y°
Kutupsal Form y
161 0 = arctan—
X
sin @
162 tanf =
Boliim cosd
Bagintilan cos @
163 cotld = —
sin ¢
164 sin’ @ +cos’ @ =1
Pisagor 2 2
165 Bagintilar l1+tan~ 0 =sec” 4
166 1+cot’ @ =csc* @
167 sin(a £ ) =sina cos f = cosasin
168 iki agi farki cos(a + f)=cosacos f Fsinasin S
veya toplami
tanattan S
169 tan@tf)=— ——
l¥tanatan f
170 sin 2o = 2sin @ cosa
- (a) (b) (©
171 Iki kat yay co2a=cos a—sia | cos2a =1-2sin’a | cos2a =2cos’a—1
formiilleri
2tana
172 tan 2o = —
l-tan”
173 sinZ =+ | 1=cosar
2 2
174 Yarim agi cosg =1, /M
formiilleri 2 2
(a) (b) (©
a 1-cosa a sin o / -
175 tan—=— tan— = tang =t 1=cosa
2 sina 2 l+4cosa 2 1+cosa
. . 1 1
176 sma+s1nﬁ:2sm5(a+ﬂ)cos5(a—ﬂ)
. . 1 1
177 | ki fonksiyonun sinq —sin f = 2cos 5 (a+ f)sin 5 (a—p)
farki 1 |
178 ve toplami cosa+cosfB = 2c0s5 (a+p) cos (a—p)
1 1
179 cosa—cosﬂ’z2sm5(a+ﬂ)smg(a—ﬂ)
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180 sinasin f = %cos(a -p)- %cos(a + /)
iki 1 1
181 | Fonksiyonun cosacos f=—cos(a— f)+—cos(a+ )
Carpimi 2 2
. 1. 1.
182 sina@cos ff = Esm(a + )+ Esm(a -5
0= inC = arct
183 |11 arcsin arctan o
trigonometrik
fonksiyonl V1-D?
184 | fonksiyonlar 0 = arccosD — 1 DD
.. Eder, b*=y ise x=log,Yy olur.
Ustel formun ! 9
185 Logaritmik ifadesi I;;%?ebfg?guiu{)
186 Garpimlar log, MN = log, M +log, N
M
187 Boliimler log, N log, M —log, N
< |188 Kuvvetl log, M? =plog, M
E Logaritma uvvetier Eo PO
= kurallan 1
S |189 Kokler log, YM =—log, M
o) q
—
190 1'in logaritmasi log, 1=0
191 Taban ile Us ayni ise log, b=1
192 | Taban ile iis ayni iken kuvvet alma log, b" =n
o InN _ InN
193 | Taban degistirme logN =——=
In10  2.3026
194 | Kuvvet Fonksiyon y= ax"
195 | Ustel Fonksiyon y =a(b)™
Seri . (xInb)*> (xInb)?
196 Acilimi b*=1+xlnb+ ' + 3 +....  (b>0)
197 * y=a.el
Ustel Biiyiime In2
198 = Yarilanma Siiresi t=—o0
p n
199 Ustel Azalis y= et
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Bir iist limitle

_ —nt
200 | jistel biiyiime y=a(l-e™)
201 (z biti = !
aman sabiti Biiyiime Orani
1 1
202 e=2+—+—+—
20 31 4
Seri Agilimi 2 3 1
. b X’ X
203 e =l+x+—+"—+"—+-
200 31 4
v y=log, x
204 L°gar_itmik /_ (x > O,b > O,b * l)
fonksiyon
l {! x
2¢° 2a° 24’
Inx =2a+ + + +
5 7
205 | Seri Acilimi burada
x—1
a=——
x+1
206 y =asin(bx +¢)
v | :_Tr '
207 e ;» i s i Periyod = ? deg/cycle= 2% rad/cycle
1 1
Siniis dalgasi 5 i/\ : b b
208 & v * | Frekans=——-cycle/ deg=—cycle/ rad
b 71 e s 360 21
e g c
209 Faz Kaymas: = -
3 5 7
210 sinx =x—— rr
3 57
Seri Agilimi 2 P P
211 cosx=1—-— r
200 41 6
212 |i nin kuvveti i=~-1,i*=-1,i=-i,i*=1,i =i,
213 a+ib
214 Toplamlar (a+ib)+(c+id)=(a+c)+i(b+d)
€
215 2 Farklar (a+ib)—(c+id)=(a—c)+i(b—d)
c
(]
216 § Carpimlar (a+1b)(c+1d) = (ac—bd) +i(ad + bc)
8
) a+ib ac+bd .bc—ad
217 Bblme = > T1— 3
c+id ¢ +d ¢ +d
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218 z=a+ib =r(cos@+isinfh)
£
219 S a=rcost
x
220 g b=rsinf
221 e Burada
y S r=~a*+b’
b = b
222 | 4 6 = arctan—
a
223 z=rZ0=a+ib
£
224 L Garpma (1,£0,).(1,£0,) = (1,.1,£(0, +0,)
F: 1, Z£0 1
225 S Bsime 620,) =-1/0,-0,)
5 (,40,) 1,
¥
226 Usler ve Kékler (r£0)" =r"£nb
227 Euler Formilii re’’ = r(cos@ +isinH)
i i0, i(6,+6,)
228 ug_ Garpma ne' -ne' =rre"
- e n o,
229 2 Bélme 4= 2 ,i0=-0:)
=] ne’ r,
230 Usler ve Kokler (re’)" =r"e"’
(V]
+
231 oE a,=a,,+d
2L
Aritmetik Genel _
232 Dizi Terim a,=a+n-1)d
Ortak fark=d
n(a+a,)
233 5 & 5, =—""
= 2
£ ©
= a
T O n2a+(n-1)d
- i ,, =Bt
2
(V]
53
235 ? g an = ran—l
2L
Genel ol
236 e a, =ra
Geometrik
Dizi _ad-r")
237 [} = n T 4
Ortak oran=r €5 1-7r
E3
o O a—ra
238 =F s =—"
1-r
a
Sonsuz S =—— burada |r| <1
239 —
Toplam r
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240 Binom (@+b)" —a "l M=) n-2 2 n-D0=2) n-33  n
Agilimi 21 3!
!
241 Genel r.terim = = n-t+lpr-1
Terim (r=-D!'(n—-r+1)!
_ -1 - -H(n-2 _
(a+b)" =a" +na" 1b+n(n )an 2b2+n(n )(n )an 33 4.
242 2! 3!
Binom
burad > |b
Serisi urada [al> [b|
n(n-1 n(n—-1)(n-2
1+x)" :1+nx+gx2 +MX3 +--
243 2! 3!
burada |x| < 1
244 Aritmetik - Z X
Ortalama X = n
Merkezi Yogunluk Bir seride tek sayida terim varsa en ortadaki
245 Olgiileri Medyan terim,seride cift terim varsa ortadaki iki terimin
aritmetik ortalamasi medyani verir.
246 Mod B|r_s¢r|de en ¢ok tekrarlanan veya gozlenen terim o
serinin modudur.
o o Bir serideki en bliyiik deger ile en kigiik deger
247 Degisim Aralig arasindaki farka degisim aralidi denir.
N2
.. X—X
248 | Dagilim Olgiileri Varyans (s?) s = Z:(—)
n
Standart . R
249 Sapma (s) Standard sapma, varyansin pozitif karekokidur.
i A olayinin eleman sayist
250 Bir olayin olma P(A) = —— Y y
olasiligi Biitiin olayin eleman sayisi
Bagimsiz iki olayin _
251 birlikte olma olasiligi P(4,B) = P(A)P(B)
Bagimsiz ikiden fazla
252 olayin birlikte olma P4, B,C,...)=P(A)P(B)P(C)---
olasiligi
Olasihik Ayrik olmayan iki
olayin birlesiminin _ _
253 SanEA va B P(A+ B) = P(A)+ P(B)— P(4,B)
olayn)
Ayrik iki olayin
birlesiminin _
254 olasiigi(A veya B P(4+B) = P(4)+ P(B)
olayn)
¥
+ 1 N2 n 2
255 | Gauss Dagilimi ( /\ y= e (xW7/20
i ovV2n
I B x
256 Ortalamanin standart | gg — o _ 8
hatasi x /an n
Standart Hata
Standart sapmanin )
257 hatasi SE, =
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Dogruluk Tablosu Venn Diyagrami Anahtar Diyagram | Lojik Kapilar
A B A-B
258 ap| 000 (’f—‘«?p 4 & ol AB
01 0 ou” oo 00 :;-_D_O
hesigm
1 O 0 AN g = ‘ﬂ;ﬂr 1E A i
1 1 1 x E #]
ﬁ A B A+B
E 00 O -
‘S |259 £ |OR [0 1 1
L g Lo 1 A s ea :
P s 1 1 1 orx £ B
-E E
S % _
E A A A A+ 8
3 |260 NOT | O 1 : ?.:D—n
A'mam gimlepeni S
g 1 0 Ar=fxix EJ-JE-'- #
aC Al
A BA®B e o_}/;,_g 5
S 0.0 0 %‘ﬁ 0_6,0—0 A 488
261 2101 1 0 ng—o
Lo 1 ey ﬂ
11 0 XxEANB)
AND OR
262 Degisme ozelligi
AB = BA A+B=B+ A4
263 Sinirlilik dzelligi A-0=0 A+1=1
264 Birim &zellik A-1=4 A+0=4
't | Idempotent _ _
265 & Ozelli AA= A A+ A=A
266 E Ters islem A-ZEO A+251
:0
267 E Birlesme 6zelligi A(BC)=(4AB)C A+(B+C)=(4A+B)+C
268 @ AB+C)=AB+ AC A+BC=(A+B)(4+0)
£ Dagilma ozelligi — —
269 % A(A+ B)= 4B A+A-B=A+B
-]
270 | @ |vutma Kural A(A+B)=4 A+(AB)= A4
271 DeMorganKurall | 4.B= A+ B A+B=A-B
272 Us alma kurali A=A
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Uzunluk

2 2 2 2
273 Formals | @ = V(A0 +(Ap)* =/(x, = x)* + (3, - ;)
A —
274 m="2 22"
Egim (m) Ax  x, —x
275 m=tan 6
0<60<180°
276 Genel Form Ax+By+C=0
277 x-eksenine Paralel | ¥y =5b
w | 278 -y y-eksenine Paralel | X =a
[~4 =
m 279 = Standart Form =mx+b
= .~ Y
8 E Y-y Yo
© (280 a iki noktasi belli =22 -l
X =) X=X X, — X
a g y—-Jy
| ’ Bir noktasi ve egimi _Y N
< |28 Q | bel o m =
2 (a) X=X,
<
b
282 Eksen form R A
a b
283 Kutupsal Form rcos(@—-p)=p
284 L; ve L, paralelse m, =m,
1
285 L; ve L, dikse m =—-—-
m,
m, —m
286 L; ve L, dogrular arasindaki agl tan¢ =
1+mm,
Ikinci derece egrilerin genel 2 2 _
287 denklemi(Konikler) Ax” +Bxy+Cy" + Dx+ Ey + F =0
Bir egrinin eksenlerinin doniislimi veya kaydiriimasi
288 Eksenlerin donlisimii (Oteleme) : (h,k) noktasina eksenleri 6telemek,x-eksenini h
kadar sola ve y-eksenini k kadar asadi dogru kaydirmaktir.
il COS
289 o Disrnerkezlilk o= i)
ul cosa
E e=0 ise Cember
o [ 0< e < 1 ise Elips
290 X e = 1ise Parabol
e > 1 ise Hiperbol
291 Bir konigin tanimi PF =e-PD
202 Konikler igin kutupsal , = ke
denklem " l—ecosd
293 Cember:Sabit bir noktadan esit uzakliktaki noktalarin kiimesi
[-4 g ©
1] © =
o © E 2 2 _ .2
294 = _r 58 X +y =r
(&) (0]
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295 1 XL (x=hy}+(y-k)’=r’

0 h 3

296 Genel Form x*+y*+Dx+Ey+F =0
297 Parabol:Bir diizlemde sabit bir nokta(Odak) ile sabit bir dogruya (Dogrultman) esit
uzakliktaki noktalar kiimesi
298 y> =4px
¥
£ 2
299 ; c | X =4py
olv ¥ ‘6
[T
¥4 ©
d 2
b o 2
300 2 s & | (y—k) =4p(x—h)
E 0 ) S T 1
< y
o o
]
301 G (x—h)’ =4p(y k)
0 h x

Cy’+Dx+Ey+F=0
302 Genel Form or
Ax>* +Dx +Ey+ F =0

303 Odaklar arasi uzaklik L= | 4p |
P 2
304 Alan Alan = Eab
b
305 Elips: F ve F’ sabit noktalarina (odaklar) uzakliklari toplami sabit ve biiylik eksenin
uzunluguna (2a) esit noktalar kiimesi PF + PF' = 2a)
2 2
X Y
7 r Y
306 & /b"\ a2 + b2 =1
] LR B AR e
S a>b
o
[T
+
) s
& 2 2
@ ‘ I D S
307 = a> b
- o & X
w
a>b
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T 2 2
AT =0 =R
308 i N 15 a’ b?
| . a>b
Q Jr| x
ﬁ\ (-’ (x=h’
309 : U a’ b?
: . a>b
1] in x
Ax* +Cy* +Dx+Ey+F =0
310 Genel Form
A # C, ama ayni isaretli
311 Merkezin odada uzakhd c=A+a’-b?
2
312 Odaklar arasi uzaklik L= &
a
a c¢
313 (Dis merkezlilik) e = — = —
d a
314 Alan = wab
315 Hiperbol: F ve F’ sabit noktalarina (odaklar) uzakliklari farki sabit ve 2a noktalar kiimesi (
PF - PF' =2a)
2 2
316 x_2 - Z—z =1
a
-l
2
4 2 2
317 w Y X
2 2
T a b
¥ 3
2 2
318 v G- =h’ _,
a b
0 h "
rh W
2 2
319 a' k (y_k) _(X_h) =1
a ‘ a2 b2
w -
& 0 .‘t| x
T
Ax* +Cy* +Dx+Ey+F =0
320 Genel Form

A # C, Ave C farkli isaretli
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321 Merkezin odaga uzakiigi c=+a*+b*
. b
322 Yatay Eksen Egmq =4—
. A a
Asimptotlarin egimi
o - a
323 Diisey Eksen Egim = ig
.. 2b?
324 Ozkiris uzunlugu L= L
a
)
Eksenler 45 ° dondiriiliirse;
325 -
xy =k
326 Limit Notasyonu }}E} S()=L
327 Apsisler-Ordinatlar farki Ax=x,-x,Ay=y, -
d . A . x+Ax)— f(x
d—yzhmEyzhmf( A)i J)
Ax—0 Ax—0
328 Turevin Tanimi * ( A)
. +Ay)—
= fim X227
Ax—0 Ax
dy dy du
329 Zincir Kural o4 = @ A
dx du dx
d(c
330 Sabitin tirevi (—) =0
dx
. - . d n n—1
331 Kuvvet fonksiyonunun tlrevi —X =nx
dx
332 Bir sabitle bir fonksiyonun d(cu) _ C@
carpiminin tlrevi dx - dx
. .. - . d n n—1
333 x'in kuvvetinin ¢ katinin tiirevi —CX =cnx
dx
o d du dv dw
334 Toplamin tiirevi —U+v+w)y=—+—+—
E dx dx dx dx
:: n
335 F | u'nun kuvvetinin ¢ katinin tiirevi d(cu’) =cnu""! au
dx dx
o d(uv) dv du
336 Carpimin tlrevi —=u—+vV—
dx dx dx
L o d(uvw) dw dv du
337 Uglli carpim tiirevi =uv—+UuwW —+ VW —
dx dx dx dx
338 N terimin carpim tiirevi N terimin her biri, kendi tiirevi |Ie_ diger (N-1) ter|n_1|n
garpimindan olusur ve toplam terim sayisi N tanedir.
du dv
V——U—
339 BolUmiin tiirevi d(u)__dc dx
dx\ v v?
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d(sinu) . du

340 oS U —
dx dx
d(cos u) .
341 —==-Snu—
dx dx
d(t
342 M =sec’ u—
Trigonometrik dx dx
343 Fonksiyonlarin tiirevi (cot u) — _csc? g
dx dx
d(sec u) du
344 ——————=secu tanu —
dx dx
d(csc u) du
345 —————=—cscu cotu—
dx dx
s -1
346 d(sin”_u) = 1 % -l<ux<1
dx M=yl dx
-1
347 d(cos” u) = ! @ -1<ux<1
dx M=yl dx
348 Ters d(tan'l u) _ 1 @
2
Trigonometrik dx 1 I+u” dx
349 Fonksiyonlarin Tirevi d(cot u) = ~1 @
dx 1+u® dx
d(sec™ u) 1 du
350 = — Ju|>1
dx uu? —1 dx
d(cscu -1 du
351 ( ) lul>1
dx uNu? —1 dx
(a) (b)
d 1 du| d 1 du
2 —(lo =—log, e—| —(log, u) = —
3 ax 108p W= logy e g dx( g 1) uLnb dx
Logaritmik ve Ustel d 1 du
353 ) o —(nu)=——
Fonksiyonlarin Tirevi dx
d du
354 —b"=b"—1Inb
dx dx
d , . du
355 —e =e —
dx dx
Maksimum ve Minimum noktalari bulmak igin birinci
tirev alinip sifira egsitlenerek elde edilen denklem
Maksimum ve Minimum
356 goziilir.Bu denklemin ¢dzimii olan x degerlerine sabit

Noktalar

noktalar denir ve bu noktalar ekstremum ( maksimum

yada minimum ) adayidir.
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f '(Xo)= 0 olsun.Eger, xo noktasinda birinci tlrev isaret

357 Birinci Turev Testi degistirirse, xo noktasi ekstremum noktadir.
Eger, f'(xo)=0 iken x, noktasinda:
) f"(Xo ) > 0 ise  noktasi minimum
358 Ikinci Tarev Testi f’(xo ) <0 ise noktasi maksimum noktadir.
(X0 ) = 0 ise test basarisiz
f"(X0)=0 olsun. Eger, xo noktasinda ikinci tiirev isaret
359 Blkm Noktalari degistirirse xo noktasi blikiim noktasidir.
X
360 Newton Metodu X, =X, — f x,)
f (xn )
361 Diferansiyel (y'nin) dy = f'(x)dx
dy
362 Diferansiyel ile yaklasik hesap Ay = EAX
363 [F(x)dx = F(x)+c
Belirli integral
364 [f0dx =F(x)+c  ve f(x)=F(x)
The Fundamental
Theorem
Z fix) 2
365 A= j f(x)dx = F(b)- F(a)
0 a b X
n b
366 Riemann Toplamlari ile A= lim Zf(xl. AX = J.f(x)dx
integral Tanimi A0 ,
b b
367 [efeyde=c| f(x)ax
b b b
368 _ [Lf()+gdx = [ f(x)dx+ [ g(x)dx
Belirli Integralin u u u
Ozellikleri 3 B
369 j F(x)dx =— j F(x)dx
a b
b c b
370 [feode=[ feode+ [ f(x)dx
i ¥ AN *
T o Orta Nokta A= Zf(xz )Ax
371 x3 Metodu =l
o c
>= =

burada; f(x,*), i.dilimin yiiksekligidir.
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Ortalama
372 Ordinat A=y . (b-a)
Metodu
Dilim genisligi esit dedilse;
1
373 AEE[(XI_XO)(yl+y0)+(X2_X1)(y2+y1)+
+(Xn _Xn_l)(yn +yn_1)
Yamuk Kurali
Dilim genigligi esitse, 7 =x, — X, :
1
374 AEh[E(y0+yn)+yl+y2+'“+ynfl]
Parabolik A= h 4
375 Formiil —E(Yo +4y,+Y,)
Simpson _h
376 K4 =2 004y 20,y 4y, +,)
F
377 i} Hacim = dV = nr’dh
° dh
S
]
=
™
2 4 b
Q _ 2
378 F’—@—-}r V= ﬁIr dh
k:
£ 7 B
] : 2 2
379 p <> AV =n(r,” —r,")dh
5 | 3 f
E | 8 an
- ]
o] =
— (]
2 =
g | = )
380 V=r[(r —r’)dh
=
-]
8
]
381 s dv = 2mrhdr
X
[
3
=
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b
382 v =2x[rhdr
b 2
383 | s=| 1+(d—y] dx
S / dx
3
> K dx ’
384 T s=\1.1+|—| d
> J (dy g
x-ekseni;
b d 2
385 = S:Z;[J-y l+(—yj dx
c / dx
<
>
)
N y-ekseni;
386 g i dx )’
szsz.x 1+(XJ dy
2 dy
b
- 1
387 xzzj‘x(y2 -y, dx
- 1%
388 5 yzﬂj(y1+y2)(y2_y1)dx
i~ a
@
=
) x-ekseni;
= _ b
389 i X = —J‘xy2 dx
>
* a
B
<
y-ekseni;
d
390 y="=xdy
-]
391 *" g-* I, =4r
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1
392 Io=~[y'dx
3
_ 2
393 I, = Ix ydx
Kutupsal:
394 0 M
I I,=1 +1 y
Ddnme yarigapi
I
395 r=_|=
A
T‘_a Paralel Eksen Teoremi
396 ! “ B
_ 8 A
r——i 2
397 p,' oM 1, =Mr
o mrr
398 Disk: — - dl =——r*dh
2
_'_’n- mim
399 Halka — dl =——(r," =r.*)dh
r d# 2
i
400 Tabaka —*" @" -— dl = 2zmr’hdr
[r—s—
Disk Metodu:
b
401 Katilarin I= ﬂj‘r4 dh
£y dondiriimesi 2 -
Shell(Tabaka) Metodu:
402 1= 2mnjr3hdr
Paralel Eksen Teoremi
403
I,=1,+Ms’
Ortalama Ordinat Formdili:
b
404 1
You =—— | f(x)dx
b—aa
Etkin (Efektif) Deder:
405

1 )
rms-\/mg[f(x)] dx
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406

Degiskenlerine

S(y)dy = g(x)dx

Ayrilabilen
407 xdy + ydx = d(xy)
3 xdy— ydx
408 w Ty 2y = d(lj
s X X
11} .
g | Integral Yontemi dx—xd
[~ X —x X
409 E y—2y =d| =
() Y y
m xdy—ydx y
410 a — = d(tam'1 —j
E X +y x
411 & |Homojen D.D Mdx+Ndy=0
.E y=u.x_konarak bulunur.
412 w Form y'+Py=0
w
E Integral j
413 s Re—vo Pdx
=~ |Lineer D.D Garpani
414 Cozum J.de . J‘QeJde
415 Form ay +by +cy=0
Karakteristik D)
416 E Denklem ar“+br+c=0
g o Karakteristik Coziim
o a Denklemin Kokleri
§ Z
417 g g Reel ve esit degil y=c.e™ +c,e™
o =
418 g Q | Coziim Formu | Reel ve esit y=ce™ +c,xe™
Z .
E (a) y =e"(C, coshx +C, sin bx)
419 = Kompleks veya
a .
z (b) y = Ce™ sin(bx + ¢)
w
2]
420 u Form ay" +by +cy = f(x)
w
= Zz Z
[+ 4 W <
s (2> = +
z. O < y - yc yp
N =S - )
421 O = | Genel Cozim Homojen Kismin Sag Taraf Coziimii
o Coziimi
dy
i i | tPr=0y"
422 Bernoulli Denklemi dx
Burada; (z=y ) donisimi yapilr.
423 Tanim ILf()]= j F(t)e™ dt
Laplace Doniisiimii 0
424 Ters Laplace TF ()] = ()
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Euler x, =x,+Ax
425 Metodu
Y, =Yy, +m,Ax
Degistirilmis x, =x,+Ax
426 Euler m, +m,
Metodu Yo =Yp + 2 Ax
. x, =x,+Ax
9
g yq = yp + mOI‘tAX
N
S 1
x m,, :(6](mp +2m, +2mg +mg)
£
5 m,=f'"(x,,»,)
Z Runge-Kutta ’ ey
427
Metodu , Ax Ax
m, :f xp +7’yp +mp7
Y Ax Ax
ms—f xp+7,yp+mr7
m, =f'(x, +Ax, y, + m Ax)
428 Notasyon Uy +u, tuy+-tu, oo
429 Limit limu, =0
Testi n—o
Kismi .
430 toplamlar ’}l_r)rolo S, =8
testi
5 : U,
Yakinsakhk Eger il_I)I; .
testleri u,
431 Oran testi (a) 1'den kiiglikse, seri yakinsaktir.
o (b) 1'den bliylkse, seri iraksaktir
7}
= (€) 1'e esitse, test edilemez.
®
wd
2
S | Lo [0 ")
432 Laurent f(x)=f(0)+ f'(0)x + X4+ ——=x" 4
Serisi 2! n!
" (n)
433 f(x)=f(a)+ f'(a)(x—a)+ fz('a) (x—a)? +---+%(x—a)" +e
Taylor ( )n
Serisi _k—a (n)
n. terimden R, = nl ()
434 sonra kalan ’
terim .
¢, a ile x arasinda
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f(x)=a,/2+a,cosx+a,cos2x+a,cos3x+---+a,cosnx+---

435 . . . .
+b,sinx+b,sin2x+b,sin3x+---+b sinnx+---
1 Vi
436 Periyod ay=— [ f(x)dx
2 7
1 a
437 burada a,=— If(x) cosnx dx
4 -
1 T
438 b, =— j f(x)sinnx dx
T
-
a, 7 2mx 3mx
f(x)=—+a, cos—+a, cos— +a, cos—+---
= 2 L L
439 | §
T . WX . 2mx . 3nx
o +b,sin—+b, sin——+b;sin—+---
7] L L
™
2
5 | Periyod 1k
440 | © 2L a, =— If(x) dx
L. L
-L
1§ nm
441 Katsayilar a, =— J.f(x) cos —dx
L’ L
1§ . nmx
442 b, =— J.f(x) sin —dx
L~° L
(a) Tek fonksiyonlarin fourier serilerine agiimlar yalniz
Tek ve cift sinusli terimlerden olusur. (sabit yoktur)
443 fonksiyonlar (b) Cift fonksiyonlarin fourier serilerine agiimlari yalniz
Simetrik kosinusli terimlerden olugur. (sabit vardir)
dalga sekli
444 Yarim dalga Bir dalganin fourier ddniiglimleri yalnizca tek harmoniklere
simetri sahipse yarim dalga simetri vardir
Al Toplam karisim miktari= A’ nin miktari + B’ nin miktar +.....
K A, B, C.... gibi
n‘?;:isc;:}er’dehcolusgllml Her karisimin son degeri=
A2 Baslangig miktari + eklenen miktar — gikarilan miktar
. Karisim 1'deki A'nin son dederi +
A3 Iki karisim Karisim 2'deki A'nin degeri
Akis miktari = akis orani x akma zamani
A4 Akis miktan A=QT
A5 Yapilan is = is orani x galigma stiresi
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A6 Sabit kuvvet Is = Kuvvet X Yol = F.d
s )
'! ""! ! }7-5 Degisken F J'
A7 7 Kavvet Is = | F(x) dx
a
.. . Toplam maliyet
A8 Birim maliyet Birim maliyet = M
Birimlerin sayis1
)]
4 A9 Basit faiz y=a(l+nt)
‘zt Faiz:
' t=yil P .
© | A10 yiy i Yillik bilesik faiz y=a(l+n)
a = ana para, n=faiz orani,
y=Dbiriktirilmis miktar . o
A1l Bilesik faiz (/77) zaman/yil y=a(l+—)
m
F .
A12 B} t Bir noktanin M, =Fd
7 — momenti
o Al13 Dikey kuvvetler toplami = 0
=1 .
= Denge denklemleri _
I‘-t Al4 (Newton’ un birinci kanunu) Yatay kuvvetler toplami = 0
/)]
A15 Bir noktadaki momentler toplami = 0
! .
Al6 ; Sirtlinme e f
"y katsayisi N
Al7 Diizgiin hareket Uzaklik = oran X time
(Sabit Hiz) D =Rt
Diizgiin ivmelenme | t zamanda at2
A18 (Sabit ivme a, yer S =Vl +——
degistirme 2
Baslangic hizi t anindaki
- A19 Vo) hiz V=yv,+at
x Serbest diisme
w icin s Newton’
= ’ nun _
g A20 a=g=9.807m/s’= | ikinci F=ma
= Lineer 32.2 ft/s? Kanunu
a Hareket
E A21 Ort:lama Ortalama Hiz= Toplam alinan yol / Toplam siire
m 1z
N4
W A22  Yer s = J'v dt
(4 degistirme
<
ES - ds
A23 Diizgiin olmayan y=_—"—
hareket Ani hiz dt
A24 v=[ad
dv d’s
A25 Ani ivme a=—=—-
dt dt
A26 Agisal yer 0 =wt
degistirme
Diizgiin hareket r d
A27 Dénme yarigapinca v=wr
noktanin
lineer hizi
A28 Diizgiin olmayan Ag‘!fal_yer 0= J‘ wdt
hareket degistirme
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de
A29 w=—
Acisal Hiz dt
A30 w=[adt
2
A31 ?\E::ZI gt _4d 2‘9
dt dt
Yer _ =
A32 degistirme (@ x= J.vx dt b y= Ivy dt
dx dy
A33 @ v, =— b v, =—
Hiz ’ dt dt
A34 Lineer @ v.=[a dt ®v,=a,d
dairesel x ve y bilesenleri
hareket @ ®)
dv, dv,
a = - —
. x y
A35 ivme dt dt
_d ’x o d ’y
dt’ dr’
A36 X =X, CoswW,t
Basit
harmonik Sonimsiiz kg
A37 hareket agisal hiz w, = W
[+ 4
L w
= A38 Dogal frekans f, =
= n 2
i Serbest z
o | A39 sa(l;,n;n:)l;r r Eksik x =x,e “ cosw,t
E Ssoniimlii —
(Underdamp | ssnimlii Agisal 2 C°g
= A40 ed) Hiz Wi =q4|W, —7
4 w
E P sin wr s__A§_IrI li
onumiu _ myt myt
2 A41 Siirtiinme (overdampe x=Ce" +Che
katsayisi = ¢
. P
Kuvvet Maksimum X, = g
A42 Titresimleri Sapma A \/ PEND 222
a w +(w, —w")
A43 Yogunluk Yogunluk = Kiitle / Hacim
A44 Kiitle Kiitle = Agirlik / Yercekimi ivmesi
A45 Ozgiil Agirhik SG = Madde Yogunlugu / Su Yogunlugu
é Bir ylizeydeki _ .
A46 = Basing toplam kuvvet Kuvvet = Basing X Yiizey
A47 _?_1 N Suyun igindeki F= 5.[)’ dA4
L _ bir ylizeye -
A48 NS = etkiyen kuvvet F=65y4
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pH = -10 log konsantrasyon

A

A49 PH
=] C= > F-32
x| A50 Celsuis derecesi (C) ile - 5( —32)
f Fahrenheit derecesi arasindaki 9
U -_y -
5| As1 fliski (£) F=2C+32
N P
A52 Normal gerilim a=—
a
e
A53 Uzama E=—
L
PL
- | A4 Modiil E=—>
o ) elastikiyeti ve
E A55 Gerilme yada sikistirma Hooke Kanunu E=2
3 A56 Sicaklikla genlesme Uzama e=al At
-
s A57 — — Yeni uzunluk L=L,(1+aAr)
o _- = bE — .
£ | Ass , f-u—"--:-l BIEm uzama e=S oAt
atsayisi L
= T |
A59 e . Gerilme oc=Fe¢=FEa At
Sicaklik degisimi= At ] ] B _
A60 G cakiik genlesme katsayisi =o Gerilme kuvveti P=aoc=aFa At
7 e Bi tki
A61 Ir yaya et F = yay katsayis1 X uzunluk = kx
ik eden kuvvet
Gerilim AV
A62 Ohm Kanunu Akim = — I=—
Direng R
A63 Seri R=R +R,+R, +
Direng Esdegerleri 1 1 1 1
A64 Paralel —=—+t—+—+
R R R, R,
A65 Glig=P=VI
VZ
AG6 Bir direncin giicii P= ?
A67 P=1I%R
AGS Cevreler sB|ifr|rIé|?rpah cevredeki gerilimlerin toplami
Kirchhoff Kanunu —
. Bir diigiime giren ve gikan akimlarin
A69 Diigiimler
toplami sifirdir.
A70 Sicaklikla direncin degisimi R=R[l+a(t-t)]
Bir kablonun direnci
pL
A71 i =—
1 A
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A72 Seri 1 1 N 1 N 1 N
eri == t—+t—=
Kapasitor Esdegerleri ¢ 6 6 G
A73 Paralel C=C+C,+C;+
A74 \'} geriliminde__C !fapasitesinin 0=CV
yukii
Sinusoidal Form Kompleks Form
A75 Alternatif Gerilimi
v="V cos(wt+¢,) V=V,6~/¢
A76 Alternatif Akim I1=1/
I =1, cos(wt+¢,) e
A77 Periyod P =— saniye
w
1
A78 Frekans f=—=—hertz
P 4
. d
A79 Akim 1= @
dt
A80 Yiik q= Ii dt coulombs
. . dv
A81 Ani Akim i=C—
dt
- 1.
A82 Ani Gerilim V= —Iz dt volt
< C
0
= . E _
o Dolma yada 1=—¢ t/RC
A83 a bosalma R R
x aninda akim ¢
¢ —t/RC
Bosalma T j V=Ee
A84 aninda
Gerilim
.1 V(i) d
A85 Ani akim 1= fj (t) dt [amper]
di
A86 Ani Gerilim V= La
Dolma aninda _E o rL
A87 akim =R (1-e )
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Seri RL Devresi
Dolma yada X
A88 b:::]l?aa —Rt/L
gerilim E L V=Ee
Rezonans 1
A89 Frekansi ®, = LC
Direngsiz:
A90 Seri LC i=——sinmw_t
Devresi: ®, n
X
e
A91 > i=——e “sinwyt
X Wy
Q S6nimstiz
[a]
A92 o, = o - R
g =
"o41?
Seri
A93 RLCDevresi Senimli - E [e(—a+iu)d)t _ e(fafimd)t
W 2ioyL
Enduktif _
ho4 Kaynak L Reaktans Xy =oL
Kapasitif . 1
A95 Reaktans Xc= oC
[
Toplam — _
A96 Reaktans X=X -Xc
X
g 3
>
A97 © Empedans | Z| VR X = R+ oL———
X oC
Q
< X
az aglisl = arctan —
A98 F t R
A99 Empedansin )
kompleks formu Z=R+iX=Z7L¢=2Ze"
. E .
A100 Kararl hal akimi i, = —sin(ot—@)
SS Z
A101 | ACigin ohm kanunu V=27
Desibel cinsinden P
A102 kazang yada kayip G =10log,, ?2 dB
1
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